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DINAMIK SISTEMLER UZERINE MATHEMATICA UYGULAMALARI

Unal UFUKTEPE', Asli DENiZ?
OZET

Teknolojik devrimler ve gelisen bilisim yazilimlart cebirsel sistemlerin uygulama alanlarint
genisletmistir. Dinamik sistemler igin 1984’ten itibaren Phaser yazilinu yaygin sekilde kullanilirken
1994’te Dynamics kullanilmaya baglanmg 2000°l yillarda ise Mathematica, Matlab, Mathcad v.b.
programlar bunlarm yerini almistir. Bu yazthmlar sayesinde dinamik sistemlerin yoriingelerinin elde
edilmesi, Lyapunov foksiyonlariin bulunmasi, periyodik ¢6ziimlerin sembolik olarak elde edilmesi,
garip cekerler, dogrusal olmayan dinamik sistemlerin kaotik yapilarinin daha iyi anlasilmas:
kolaylagmugtir. Bu ¢alismada dinamik sistemlerin temel kavramlar iizerine gelistirmis oldugumuz
Mathematica ve webMathematica uygulamalarina yer verdik. Bu uygulamalar sayesinde
ogrencilerinin dinamik sistemleri daha iyi kavrayabilecegini ve kendi alanlarinda modellerini
gelistirebileceklerini diisiiniiyoruz.

1. GIiRIS

Dogrusal olmayan dinamik denklemlerle ¢alisan Henri Poincare, belirli sistemlerin
baslangic kosullarna asinn duyarli oldugunu géstermis, ancak bu kesif, bilgisayar devri
baslayana kadar insanlar1 pek mutlu etmemistir. Bilgisayar teknolojisinin hizli gelisimiyle
birlikte matematik¢iler daha 6nce hi¢ yapamadiklarm bilgisayarlarda denemeye basladilar.
Bu sayede 1963 yilinda, Edward Lorenz hava durumu tahminleri tizerine gelistirdigi

x=0(y—x)
y=rx—y—xz
z=xy—dz (1.1

diferansiyel denklem sisteminin baslangig kosullarina gére ¢oziimlerini bilgisayar ortamimda
bulmaya caligirken, sistemin ¢oziimlerinin tahmin edilemez ve kaotik oldugunu kesfetti [1].
Cozlim, uygun katsayilar kullanildiginda kelebek icinde bir bélgeye diistiigiinden
olusturdugu sekil Lorenz kelebegi olarak bilinir.

Asagidaki Mathematica kodlartyla Lorenz kelebegi ciziliyor ve baslangic kosulundaki
farkliligin ¢6ziimii nasil degistirdigi gézlenebiliyor.
In[1]: = sol=NDSolve[{x'[t](I3 (y[t]-x[t]),y'[t](26.5 x[t]-y[t]-x[t] z[t],z'[t]Ox[t] y[t]-
z[t],x[0]001,y[0]1,z[0]01}, {x,y.2},{t,20},MaxSteps—>10"4];
In[2]:= <<RealTime3D’
In[3]:= ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t],y[t],z[t]}/.s0l},{t,0,20},PlotPoints—1000]

Sistemin olusturdugu yoriingeyi ve bu yoriingede hareket eden bir cismin hareketi ve izi:
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In[4]:= s1=Flatten|Table[Evaluate[{x[t],y[t],z[t]}/.s0]1],{t,0,20,0.02}],1];

In[5]:= L=Length[s1]
In[6]:=Table[Show|Graphics3D[{{Table[Line[{s1{[i+1]],s1[[i]]}],{i,1,L-1}]},
{Hue[.01],PointSize[0.02],Point[s1[{i]]]}}],PlotRange—{{-30,30},{-30,30},{-0,50}},AspectRatio—>
Automatic],{i,0,L-1,1}];

komutlarinin igletilmesiyle gozleniyor.

Bu c¢aligmanin birinci béliimiinde dogrusal dinamik sistemlerin temel kavramlari yer
almaktadir. kinci boliimde dogrusal ve dogrusal olmayan sistemlerin ¢oziimleri, peryodik
¢Ozlimler, c¢oziimlerin kaotik yapilari Mathematica kodlariyla birlikte verilmekte, son
bolimde ise bu uygulamalar web ortaminda webMathematica araciligiyla dinamik bir metin
yapistyla verilebilecegi gosterilmektetir.

2. DOGRUSAL OTONOM SIiSTEMLERININ FAZ YOLLARI
X=ax+by, y=cx+dy 2.1

dogrusal sisteminin faz yoriingesinin genel karakteri zamana bagh

x(t)=e,v,e™ +c,v,e™ (2.2)
x(t)= Re{cve(“+ﬂi)} (2.3)

coziimlerinden elde edilir. Daha basit bir yaklagimla faz yoriingesinin

dy _ex+dy

2.4
dx ax+by @4

diferansiyel denkleminin ¢6ziimiinden elde edilecegi disiiniilebilir ancak bu denklemlerin
¢Oziimil icin kullanilan standart yontemler x ile y arasinda geometrik olarak gosterilmesi zor
kapal: bir bagintiya neden olur.

Faz diyagram desenleri,
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p=a+d,q=ad—bc#0 (2.5)
olacak gekilde

A —pl+q=0 (2.6)

karakteristik denkleminin ¢6ziimii olan A, ve A, 6zdegerlerine bagl olarak ii¢ sinifa ayrilir:
a) A, ve A, degerlerinin reel, birbirinden farkl: ve isaretlerinin ayni olmas,

b) A, ve A, degerlerinin reel ve zit igaretli olmasi,

¢) A, ve A, degerlerinin birbirinin kompleks eslenigi olmasi durumu.

a) A, ve A, degerlerinin reel, birbirinden farkh ve isaretlerinin aym olmasi durumu:

Ornek 2.1.

x=6x—-8

. 4 @)
y=x

dogrusal dinamik sisteminin ¢6ziimiinii ve vektor alanm ¢izelim.

Verilen degerler kullamlarak olusturulan karakteristik denkleminin kéklerinin a) durumunu
sagladig1 gorilir.

Oncelikle katsayilar matrisi girilir:

In[1}:= A={{6,-8},{1,0}}
Out[1]:= {{6,-8},{1,0}}

Sistemin 6zdegerleri ve 6zvektorleri bulunur.

In[2]:= Eigensystem[A]
Out[2]:= {{4,2},{{4,1},{2,1}}}

Ciktnin ilk terimi {4,2}, sistemin (aym isaretli ve birbirinden farkli) 6zdegerlerini,
{{4,1},{2,1}} ise bunlara karsilik gelen 6zvektorierini verir. Coziim ise

X 44t+ 72 2t 28
y_clle c) 1 Je » (2.8)

bigimindedir. Burada

p=6+0=6

g=60-(-8).1=8>0 9)
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oldugundan sistem kararli olmayan bir node’a sahiptir. Bu islemleri bir paket i¢inde derleyen
Gianluca Gorni’nin gelistirmis oldugu CurvesGraphics (hitp://www.dimi. uniud it/~gorni )
paket programu ile yukardaki sistemin 6zdegerleri ve faz yollarimin simflandiriimasi elde
edilir; 6ncelikle paket aktif hale getirilir;

In[3]:= Needs|" CurvesGraphics'"]

Daha sonra dogrusal sistemin katsayilar matrisi agagidaki formda yazilir:

6
In[4}:= LinearPhasePlot2D] (1 0 j, ShowField->True]
Out{4]:=

Repulsive node

b) Ozdegerlerin reel ve zit isaretli olma durumu:
Olusan desen, asimptotlariyla beraber hiperboller ailesine benzer. Bu durumda orijindeki
denge noktasy, bir eyer noktasidir. Eyer noktasi i¢in kosul:

A=p°—4¢g>0,g<0 (2.10)

seklindedir ve eyer noktasi her zaman kararsizdir.

Ornek 2.2
x=3x-2y
y=5x—4y (2.11)

dogrusal sistemin zamana bagl ¢oziimlerini bulup faz diyagrammm ¢izdirelim.

Sistem,
A=p’—-4¢g=9>0ve g=-2<0 (2.12)

kosulunu sagladigindan eyer noktasina sahip oldugunu séyleriz. Asimptotlar orijinden gegen
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dogrulardir. Ornek 2.1 deki Mathematica kodlarinda (2.11)’in katsayilar: kullanilarak

x(t)=c,e" +2c,e™
y(t)=ce" +5¢c,e™ (2.13)

¢6ziimii elde edilir. Bu sonuglar geometrik olarak asagidaki Mathematica komutunun
isletilmesiyle gorilebilir:

3
In[4]:= LinearPhasePlot2D| (5 j, ShowField->True]

Out[4]:=
Saddle

Grafik ¢iktisinda orijinden gecen asimptotlar: kirmiza dogrular temsil etmektedir.

¢) Ozdegerlerin kompleks olma durumu: Kompleks 6zdegerler, birbirinin eslenigi
oldugundan

A =a+iff ise 1, =a —if igin

x(t)= Re{cve(“”ﬂ )} (2.14)

ifadesini bilesenlerine ayirarak genel ¢coziim

x(t)=e” Re{crlew }
y(t) = e™ Re{csle(“”ﬁ)} (2.15)

olarak elde edilir. c, s, ver, degerleri kutupsal formda yazilip

c=|clei7, n =]1f1|ei”, s, =|s,|e” (2.16)
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bu ifadelerle ¢ = 0 alinarak

x(r) = |c|ir, [cos(ﬁt +y+p)
()= !c”sllcos(ﬂt +y+0) (2.17)

elde edilir. Faz diizleminin degisken bir (x(t),y(t)) noktasinin hareketi, x ve y
dogrultusunda esit dairesel frekans olan £ ’nin iki basit bileseninden olusur ancak bunlar

farkli faz ve genlige sahiptirler. Bu yiizden, faz yollan, genellikle eksenlerle egim agis1 sabit
olan ve geometrik olarak elipsler ailesine benzeyen bir form olustururlar. Dénme yonii iki
sekilde de olabilir, bu yapilara “centre” denir.

Orijinde centre olma durumu p =0, ¢ > 0 ile saglanir.

a # 0 durumunda: Denge noktast, spiral ya da focus olarak adlandirilir, yonii, saat y6niiyle
ayni ya da ters yonlii olabilir.

a <0 i¢in ice dogru kapanan (kararli),

a > 0 igin disa dogru agilan (kararsiz) spiraller olusur.

Kararl: spiral i¢in
A=p*-4g>0,9g>0, p<0; (2.18)

Kararsiz spiral i¢in
A=p*~49>0,g>0, p>0 (2.19)

kosullar1 saglanmahdir [2]. Biitiin bu durumlar: Ornek 2.2’deki sistemin In[4]’deki
katsayilarim degistirerek gozlemleyebiliriz.

3. DOGRUSAL OLMAYAN DIiNAMIK SISTEMLER VE MATHEMATICA
UYGULAMALARI

Centre, kararli ve kararsiz spiraller arasinda kaldigindan dejenere durum olarak
goriilebilir. Centre’nin varhgi, sistemdeki a ve d katsayilarmm a+d =0 kosulunu
saglamasina bagh oldugundan centre, daha hassas bir yapiya sahiptir. Bu yiizden, dogrusal
olmayan bir sisteme dogrusal yvaklagimla centre’nin varligl kestirilebiliyorsa, bu orijinal
sistemin kesinlikle bir centre yapisina sahip olacagi anlamima gelmez. Kararh ya da kararsiz
spirallerle karsilagilabilir. Bu, biitiin dejenere durumlar igin gegerlidir. Yani dogrusallastirma
yaklagimi her zaman i¢in ¢ok giivenli bir yontem degildir.

Eger bir denge noktasinin bir komsulugunda baglayan her faz yolu sonunda denge
noktasina yakinsiyorsa, bu noktaya ¢eker denir. (bu terim dogrusal ve dogrusal olmayan
sistemlerin her ikisi icin de kullanilir). Kararli node ve kararh spiral birer gekerdir. Cekicinin
yonii ters cevrildiginde buna iter denir. Kararsiz node’lar ve kararsiz spiraller iterdir ancak
eyer noktasi iter degildir.

Dogrusallagtirilmis denklemin 6zdegerlerinin reel kismt 0’dan farkh ise denge noktasi
hiperboliktir. Hiperbolik noktalarda dogrusal olmayan denklemle dogrusallagtirilms
denklemin faz diyagramlari: aynidir. Spiraller, node’lar, ve eyer noktalar: hiperboliktir ancak
centre degildir.
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Asagidaki modiil (Mathematica iginde kendi yarattiginiz komut dizgesi) faz yoriingesinin
kesiksiz grafigini verir. Koseli parantez icindeki “f” vektor alamini, “ic” baslangig
kogullarimi, “tmax” ise sistemin ¢Oziimii hesaplanirken belirlenen maksimum zaman,
“opts” ise grafik c¢iziminin “Show” komutu ile gosterilirken kullanilacak opsiyonel
durumlart belirtmektedir:
In[5]:=
PhasePlot[f ,ic ,tmax ,opts__ ]:=Block[{i,n=Lengthlic], ££,ivp,sol,ph
aseplot},

ff=f /. {x->x[t],y->yltl};

Off [ParametricPlot::"ppcom"];

Dol

ivp={x'[£]O££[[1]],y"' [£]JOE£[[2]],x[0]00ic[[i,1]],y[0]10dic[[i,2]1};
sol=NDSolvelivp, {x[t],y[t]},{t, -tmax, tmax}];
phaseplot [i]=ParametricPlot [{x[t],y[t]} /. sol, {t, -
tmax,tmax} DisplayFunction—>Identityl
A{i,1,n}1;

On [ParametricPlot:: '!ppcom"] I
Show [Table [phaseplot[i], {i,1,n}],DisplayFunction—>$DisplayFunction, o
ptsl

Asagidaki modiil ise sistemin vektor alaninin dogrusallagtiriimast sonucunda biitiin tekil
noktalarim bulur.

In[6]:=

X = —y+ax(x2 +y2)
y=x+ay(x2+y2) 3.1
Sisteminin faz diyagrammi inceleyelim. Sistemin faz diyagram ilk bakista centre

olusturuyor gibi gériinse de sonug a’nin alacagi degerlere baghdir. Sistemin bir kritik noktas:
(0,0) ’dir. Bu noktada dogrusallagtirma sonucunda elde edilen katsayilar matrisi
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P 37
=1 o (3.2)

dir. Bu matrisin ¢6ziimtiine baglt olarak faz diyagraminin yapisinm centre oldugu
sOylenebilir. Bu dogrusal olmayan sisitemin analizi i¢in sistemi kutupsal formada yazalim:

x=rcoslO

y=rsiné (3.3)

déntistimiiyle

F=ar’

0=2"2% jie 6=1 (3.4)
r

bulunur.

Bu da gosteriyor ki a1 ve uzaklik birbirinden bagimsizdir ve biitiin trajektorler orijin
cevresinde sabit lizla hareket eder. a >0 durumunda: # — o0 igin r(t) —> oo kararsiz

spiral, @ <0 durumunda ¢ — % i¢in r(t) —> 0 kararh spiral a =0 icin centre yapist olusur.

Bunu sirastyla a degiskenine 1, 0 ve -1 degerlerini vererek inceleyelim. Ilk olarak a =1
olsun.

In[1]:= <<Graphics PlotField

In[2]:= PlotVectorField[{-y+x(x"2+y"2),x+y(x"2+y"2)},{x,-2,2},{y,-2,2}]
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‘‘‘‘‘‘‘ >~ v b o4 ¢ 47T
“““““ Y4 T T
R S <
- - A » 2y v (it v
‘,;"'\A((’,'>>
O S S T S
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//,,vv‘i\\k\\‘\
//,’yvv‘\\«\\\\
PR B N N N N U U U NN

Out{2]:= D Graphics/]
a=0 aldigimizda centre yapisini goriiriiz.

0
In[3]:= LinearPhasePlot2D{ (1 0 ), ShowField->True]

Center (periodic orbits)
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Out[3]:= OGraphicsO

Son olarak a = -1 i¢eri dogru kapanan spiral yapisim olusturur.

In[4]:=PlotVectorField[{-y-x(x"2+y"2),x-y(x*2-+y"2)},{x,-2,2},{y,-2,2}]

\\\\iiir’f/////
\\\‘vvr!rr);///
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ORI TPV AR EE IR R S R
P AR A PRI S Y A T SN
/1114/411All\\\
A I RV TS S S N YN

Out[4]:= O Graphics 0.

Omnek 3.2 Sarkac problemini ele alahm
X=y
y=-sinx

In{1]:=PlotVectorField[{y,-Sin[x]},{x,-2n,2x},{y,-5,5},Frame—>True,PlotPoints—10];
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Out[1]:= Graphics
Bu peryodik yériingeyi asagidaki modiilii kullanirsak daha belirgin gérebiliriz:

Islem igin tekrar "CurvesGraphics'" paketinden “PhasePlot” komutunu kullaniyoruz.
In[2]:= PhasePlot[{y,-Sin[x]},{x,-27,27%},{y,-5,5},{-6,6 },Frame—>True]

2l e |

-4

- |
-6 -4 -2 0 2 4 6

Out[2]:= Graphics

4. GARIP CEKERLER

Ceker, biitiin komsu trajektérlerin yakinsadign kiimedir. Bir A kiimesinin ¢eker olabilmesi
i¢cin asagidaki kosullart saglamas: gerekir:

A, invaryant bir kiimedir.
A, baslangi¢ kosullarinin agik bir kiimesini ¢eker.
A, minimaldir.

Baslangic kosullarina asin hassasiyet gosteren cekerlere "garip ceker" deriz. Isminin garip
geker olmasmin nedeni, fraktal yapilarindan kaynaklanir. Cekerin hareketi, baslangig
degerlerine asiri hassasiyet gosterir. Bunun anlami, birbirine ¢ok yakin harekete baglayan iki
trajektor, cok hizl bir sekilde birbirinden uzaklasir ve sonugta birbirinden ¢ok farkli davranig
sergilerler. (1) nolu Lorenz denklemi buna ornektir. Bu durum, Matematica kodlarindaki

baglangic kosullar degistirilerek gdzlemlenebilir.

Birinci boliimdeki << RealTime3D" paketi, olusturulan tic boyutlu cismin dondiiriilmesini
saglar. Mouse sekil tizerindeyken sola basili tutulup kaydirildiginda cisim, istenen yénde
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hareket kazanacaktir. Béylelikle Lorenz kelebeginin nasii bir form olusturdugu daha acik
gézlenebilir. Ayrica

In[3]:= Get]["MathGL3d OpenGLViewer "]

paket programu yiiklendigi takdirde Lorenz kelebegi, siyah zemin tizerinde hareketli olarak
asagidaki komutla elde edilebilir:

In[4]:= Table[MVShow3D|Graphics3D[{{Table[Line[{s1[[i]],s1[[i+1]]}],{i,1,t}]}}],Plot
Range->{{-60,60},{-60,60},{-60,60} },AspectRatio-> Automatic,MVLineTubeSize-
>0.1,MVPolygonShading->MVSmooth,MVTubeSegments->12,MVTubeAngle-
>30,MVPointSphereSize->10,MVNewScene->True],{t,0.1,1.-1,20}];

5. HAMILTON SiSTEMLERININ WEB- MATHEMATICA UYGULAMALARI

Bu boliime kadar dinamik sistemlerin genel kavramlarint Mathematica yazilimi ile vermeye
cahstik. Mathematica sonugta bir yazilim oldugu. i¢in progranu bilenler ancak bu
uygulamalart yapabilir. Wolfram yazilim gurubu 2000 yilinda Matematica’nin internet
ortamimda kullammini saglayan web-Mathematica programimi gelistirdi. MSP teknolojisi
webMathematica'nm temelidir. MSP servletler standart Java teknolojisine dayanir. Servietler
bir web sunucusunda calisan 6zel Java programlaridir. Tipik olarak destek, ayri bir program
olan web sunucusuna baglanan "servlet motoru" tarafindan saglanir. Aslinda biitiin gelismis
web sunuculan servletleri dogal olarak destekler. Bu Apache, Microsoftun IIS ve PWS,
Netscape Enterprise Server, iPlanet, ve uygulama sunucularimi (IBM WebSphere gibi) da
kapsar. MSP teknolojisi HTML sayfalarindan olusan bir sitenin Mathematica komutlarini da
icermesine izin verir. Bu sayfalarin herhangi birinden bu komutlarin ¢alismasini gerektiren
bir talep geldiginde (bunlara MSP scriptleri denir) Mathematica komutlan igletilir ve
hesaplanan sonuglar sayfada gosterilir.
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Kullanici, http://gauss.iyte.edu.tr:8080/webMathematica/unal/Hamilton.msp adresinden

x=X(x,y)
y=Y(x,y) .1

formunda bir dinamik sistemini online girdiginde, sistem server lizerinden Mathematica
Kernel’ini kullanarak sistemin Hamiltonian olup olmadigim belirtip, Hamiltonian ise
Hamilton fonksiyonunu bulup, sitemin kritik noklarmi simflandirip, ¢6ziimiin faz
yoriingesini vermektedir. [3]
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