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DINAMIK SISTEMLER ÜZERINE MATBEMATICA UYGULAMALARI

Ünal UFUKTEPEI, Asli DENIz2

ÖZET

Teknolojik devrimler ve gelisen bilisim yazilimlari cebirsel sistemlerin uygulama alanlarini
genisletmistir. Dinamik sistemler için 1984'ten itibaren Phaser yazilimi yaygin sekilde kullanilirken
1994'te Dynamics kullanilmaya baslanmis 2000'li yillarda ise Mathematica, MatIab, Mathcad v.b.
programlar bunlarin yerini almistir. Bu yazilimlar sayesinde dinamik sistemlerin yörüngelerinin elde
edilmesi, Lyapunov foksiyonlarinin bulunmasi, periyodik çözümlerin sembolik olarak elde edilmesi,
garip çekerler, dogrusalolmayan dinamik sistemlerin kaotik yapilarinin daha iyi anlasilmasi
kolaylasmistir. Bu çalismada dinamik sistemlerin temel kavramlari üzerine gelistirmis oldugumuz
Mathematica ve webMathematica uygulamalarina yer verdik. Bu uygulamalar sayesinde
ögrencilerinin dinamik sistemleri daha iyi kavrayabilecegini ve kendi alanlarinda modellerini
gelistirebileceklerini düsünüyoruz.

1. GIRIs

Dogrusalolmayan dinamik denklemlerle çalisan Henri Poincare, belirli sistemlerin
baslangiç kosullarina asin duyarli oldugunu göstermis, ancak bu kesif, bilgisayar devri
baslayana kadar insanlari pek mutlu etmemistir. Bilgisayar teknolojisinin hizli gelisimiyle
birlikte matematikçiler daha önce hiç yapamadiklarini bilgisayarlarda denemeye basladilar.
Bu sayede 1963 yilinda, Edward Lorenz hava durumu tahminleri üzerine gelistirdigi

x = O"(y-x)

y = rx- y-xz
i=xy-dz (Ll)

diferansiyel denklem sisteminin baslangiç kosullarina göre çözümlerini bilgisayar ortaminda
bulmaya çalisirken, sistemin çözünilerinin tahmin edilemez ve kaotik oldugunu kesfetti [l}.
Çözüm, uygun katsayilar kullanildiginda kelebek içinde bir bölgeye düstügünden
olusturdugu sekil Lorenz kelebegi olarak bilinir.

Asagidaki Mathematica kodlariyla Lorenz kelebegi çiziliyor ve baslangiç kosulundaki
farkliligin çözümü nasil degistirdigi gözlenebiliyor.

In[!]: = sol=NDSolve[{x'[t]D3 (y[t]-x[t]),y'[t]D26.5 x[t]-y[t]-x[t] z[t],z'[t]Ox[t] y[t]­
z[ t] ,x[O]Dl,y[O]Dl,z[O]Dl}, {x,y,z}, {t,20 },MaxSteps~ 1OA4];
In[2]:= «ReaITime3D'

In[3]:= ParametricPlot3D [Evaluate[ {x[t] ,yit],z[ t] }/.sol], {t,0,20},PlotPoints~ 1000]

Sistemin olusturdugu yörüngeyi ve bu yörüngede hareket eden bir cismin hareketi ve izi:
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In[4]:= sI =Flatten[Table[Evaluate[ {x[t],y[t],z[t] }/.sol],{t,O,20,O.02}],1];
In[5]:= L=Length[sl]
In[6] :=Table[Show[Graphics3D[ {{Table[Line[ {si [[i+ 1]],sl [[il]} ],{i,1,L-1} n,
{Hue[ .01] ,PointSize[0.02] ,Point[ si [[i]]]}}],PlotRange~{ {-30,30}, {-30,30 },{-0,50} },AspectRatio~
Automatic],{i,0,L-1,1}] ;

komutlarinin isletilmesiyle gözleniyor.
Bu çalismanin birinci bölümünde dogrusal dinamik sistemlerin temel kavramlari yer
almaktadir. Ikinci bölümde dogrusal ve dogrusal ölmayan sistemlerin çözümleri, peryodik
çözümler, çözümlerin kaotik yapilari Mathematica kodlariyla birlikte verilmekte, son
bölümde ise bu uygulamalar web ortaminda webMathematica araciligiyla dinamik bir metin
yapisiyla verilebilecegi gösterilmektetir.

2. DOGRUSAL OTONOM SISTEMLERININ FAZ YOLLARI

x = ax + by, Y = cx + dy (2.1)

dogrusal sisteminin faz yörüngesinin genel karakteri zamana bagli

(2.2)

(2.3)

çözümlerinden elde edilir. Daha basit bir yaklasimla faz yörüngesinin

dy = cx+dy
dx ax+by

(2.4)

diferansiyel denkleminin çözümünden elde edilecegi düsünülebilir ancak bu denklemlerin
çözümü için kullanilan standart yöntemler x ile yarasinda geometrik olarak gösterilmesi zor
kapali bir bagintiya neden olur.
Faz diyagrami desenleri,
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p = a + d , q = ad - bc 7:- O

olacak sekilde

Dinamik Sistemler Üzerine Mathematica Uygulamalan

(2.5)

A? - pA + q = O (2.6)

karakteristik denkleminin çözümü olan·Ai veAi özdegerlerine bagli olarak üç sinifa ayrilir:

a) Ai ve Ai degerlerinin reel, birbirinden farkli ve isaretlerinin ayni olmasi,

b) Ai ve Ai degerlerinin reel ve zit isaretli olmasi,

c) Ai ve Ai degerlerinin birbirinin kompleks eslenigi olmasi durumu.

a)Ai ve Ai degerlerinin reel, birbirinden farkli ve isaretlerinin ayni olmasi durumu:

Örnek2.t.

x = 6x-8y

y=x
dogrusal dinamik sisteminin çözümünü ve vektör alanini çizelim.

(2.7)

Verilen degerler kullanilarak olusturulan karakteristik denkleminin köklerinin a) durumunu
sagladigi görülür.

Öncelikle katsayilar matrisi girilir:

In[l]:= A={{6,-8},{1,O}}
Out[l]:= {{6,-8},{l,O}}

Sistemin özdegerleri ve özvektörleri bulunur.

In[2]:= Eigensystem[A]
Out[2]:= {{4,2},{ {4,1},{2,1}}}

çiktinin ilk terimi {4,2}, sistemin (ayni isaretli ve birbirinden farkli) özdegerlerini,
{{4,I}, {2, I} } ise bunlara karsilik gelen özvektörlerini verir. Çözüm ise

(x) _ (4) 4t (2) it

- ci e + ci e
y 1 1

biçimindedir. Burada

p=6+0=6

q = 6.0 - (-8).1 = 8> O
(2.9)

(2.8)
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oldugundan sistem kararli olmayan bir node'a sahiptiL Bu islemleri bir paket içinde derleyen
Gianluca Gomi'nin gelistirmis oldugu CurvesGraphics (l11t:R_:L6Y!Y-'K,~ijmi,.hmildg,jJL:::gQmi)
paket programi ile yukardaki sistemin özdegerleri ve faz yollarinin siniflandirilmasi elde
edilir; öncelikle paket aktifhale getirilir;

In[3]:= Needs [" CurvesGraphics' ii]

Daha sonra dogrusal sistemin katsayilar matrisi asagidaki formda yazilir:

(6 -8JIn[4]:= LinearPhasePlot2D[ 1 O' ShowField->True]

Out[4]:=

Repulsive node

--------------_ ..• -- ...••...•. ~
----------- ••• - - - .• A

,~ •...... - •.. _-------

b) Özdegerlerin reel ve zit isaretli olma durumu:
Olusan desen, asimptodariyla beraber hiperboller ailesine benzeL Bu durumda orijindeki
denge noktasi, bir eyer noktasidiL Eyer noktasi için kosul:

7

~ = p~ -4q > O, q < O (2.10)

seklindedir ve eyer noktasi her zaman kararsizdir.

Örnek 2.2

i =3x-2y
y = 5x-4y (2.11 )

dogrusal sistemin zamana bagli çözümlerini bulup faz diyagramini çizdirelim.

Sistem,

?

~ = p- - 4q = 9> O ve q = -2 < O (2.12)

kosulunu sagladigindan eyer noktasina sahip oldugunu söyleriz. Asimptotlar orijinden geçen
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dogrulardir. Örnek 2.1 deki Mathematica kodlarinda (2.1l)'in katsayilari kullanilarak

(2.13)

çözümü elde edilir. Bu sonuçlar geometrik olarak asagidaki Mathematica komutunun
isletilmesiyle görülebilir:

bi[4]:~ LinearPhasePlot2D[ G
Out[4]:=

SaddIe

-2J
' ShowField->True]-4

o

Grafik çiktisinda orijinden geçen asimptotlari kirmizi dogrular temsil etmektedir.

c) Özdegerlerin kompleks olma durumu: Kompleks özdegerler, birbirinin eslenigi
oldugundan

Ai = a + ip ise /Li = a - ip için

x(t) = Re {eve (a+ip) } (2.14)

ifadesini bilesenlerine ayirarak genel çözüm

x(t) = eai Re{erieiP }

y(t) = eai Re{esie(a+iP)}

olarak elde edilir. c, si ve ri degerleri kutupsal formda yazilip

(2.15)

(2.16)
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bu ifadelerle a = O alinarak

x(t) = Iclir] i cos(fJt + r + p)

y(t) = iciis] icos(fJt + r + (J) (2.17)

elde edilir. Faz düzleminin degisken bir (x(t ),y(t)) noktasinin hareketi, x ve y

dogrultusunda esit dairesel frekans olan f3 'nin iki basit bileseninden olusur ancak bunlar

farkli faz ve genlige sahiptirler. Bu yüzden, faz yollari, genellikle eksenlerle egim açisi sabit
olan ve geometrik olarak elipsler ailesine benzeyen bir form olustururlar. Dönme yönü iki
sekilde de olabilir, bu yapilara "centre" denir.
Orijinde centre olma durumu p = O, q > O ile saglanir.

a ;/;O durumunda: Denge noktasi, spiral ya da focus olarak adlandirilir, yönü, saat yönüyle
ayni ya da ters yönlü olabilir.
a < O için içe dogru kapanan (kararli),

a > O için disa dogru açilan (kararsiz) spiraller olusur.

Kararli spiral için

f1 = p2 - 4q > O, q > O, p < O ;

Kararsiz spiral için

f1 = p2 - 4q > O, q > O, p > O

(2.18)

(2.19)

kosullari saglanmalidir [2]. Bütün bu durumlari Örnek 2.2'deki sistemin In[4]'deki
katsayilarini degistirerek gözlemleyebiliriz.

3. DOGRUSAL OLMAYAN DINAMIK SISTEMLER VE MATBEMATICA
UYGULAMALARI

Centre, kararli ve kararsiz spiraller arasinda kaldigindan dejenere durum olarak
görülebilir. Centre'nin varligi, sistemdeki a ve d katsayilarinin a + d = O kosulunu
saglamasina bagli oldugundan centre, daha hassas bir yapiya sahiptir. Bu yüzden, dogrusal
olmayan bir sisteme dogrusal yaklasimla centre'nin varligi kestirilebiliyorsa, bu orijinal
sistemin kesinlikle bir centre yapisina sahip olacagi anlamina gelmez. Kararli ya da kararsiz
spirallerle karsilasilabilir. Bu, bütün dejenere durumlar için geçerlidir. Yani dogrusallastirma
yaklasimi her zaman için çok güvenli bir yöntem degildir.

Eger bir denge noktasinin bir komsulugunda baslayan her faz yolu sonunda denge
noktasina yakinsiyorsa, bu noktaya çeker denir. (bu terim dogrusal ve dogrusalolmayan
sistemlerin her ikisi için de kullanilir). Kararli node ve kararli spiral birer çekerdir. Çekicinin
yönü ters çevrildiginde buna iter denir. Kararsiz node'lar ve kararsiz spiraller iterdir ancak
eyer noktasi iter degildir.

Dogrusallastirilmis denklemin özdegerlerinin reel kismi ü'dan farkli ise denge noktasi
hiperboliktir. Hiperbolik noktalarda dogrusalolmayan denklemle dogrusallastirilmis
denklemin faz diyagramlari aynidir. Spiraller, node'lar, ve eyer noktalari hiperboliktir ancak
centre degildir.
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Asagidaki modül (Mathematica içinde kendi yarattiginiz komut dizgesi) faz yörüngesinin
kesiksiz grafigini verir. Köseli parantez içindeki "f' vektör alanini, "ic" baslangiç
kosullarini, "tmax" ise sistemin çözümü hesaplanirken belirlenen maksimum zamani,
"opts" ise grafik çiziminin "Show" komutu ile gösterilirken kullanilacak opsiyonel
durumlari belirtmektedir:
In[5]:=
PhasePlot[f ,ic ,tmax ,opts ] :=Block[{i,n=Length[ic],ff,ivp,sol,ph- - - --
aseplot},

ff=f i. {x~x [tL,y~y [tL};
Off [parametricPlot: :"ppcom"] ;
Do [

ivp={x i [tLDff [[1]],Y i [t]Dff [[2]],x [O] Dic [[i,1]],Y [O] Dic [[i,2]]};
sol=NDSolve[ivp,{x[t],y[t]},{t,-tmax,tmax}];
phaseplot[i]=ParametricPlot[{x[t],y[t]} i. sol,{t,­

tmax, tmax} ,DisplayFunction~Identity]
,{i,l,n}];

On [parametricPlot: :"ppcom"];

Show[Table[phaseplot[i],{i,l,n}],DisplayFunction~$DisplayFunction,o
pts]

Asagidaki modül ise sistemin vektör alaninin dogrusallastirilmasi sonucunda bütün tekil
noktalarini bulur.

In[6]:=

,t,cpt, .....•••• ~
, Ma-trix® False ~,

Örnek 3.1

. (2 2)x=-y+axx +y

. (2 2)y=x+ayx +y (3.1)

Sisteminin faz diyagramini inceleyelim. Sistemin faz diyagrami ilk bakista centre
olusturuyor gibi görünse de sonuç a'nin alacagi degerlere baglidir. Sistemin bir kritik noktasi

(0,0)' dir. Bu noktada dogrusallastirma sonucunda elde edilen katsayilar matrisi
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(O -1JA = 1 ° (3,2)

diL Bu matrisin çözümüne bagli olarak faz diyagraminin yapisinin centre oldugu
söylenebiliL Bu dogrusalolmayan sisitemin analizi için sistemi kutupsal formada yazalim:

x = rcose
y = rsine
dönüsümüyle
r = ar'

. -'Y - yx .e = --- ile e = 1
r2

bulunur.

(3.3)

(3.4)

Bu da gösteriyor ki açi ve uzaklik birbirinden bagimsizdir ve bütün trajektörler orijin

çevresinde sabit hizla hareket edeL a > O durumunda: t ~ 00 için r(i) ~ 00 kararsiz

spiral, a < Odurumunda i ~ 00 için r(i) ~ Okararli spiral a =0 için centre yapisi olusur.

Bunu sirasiyla a degiskenine 1, Ove -1 degerlerini vererek inceleyelim. Ilk olarak a =1
olsun.

In[ 1]:= «Graphics 'PlotField'

In[2]:= PlotV ectorField[{-y+x(xA2+yA2),x+y(xA2+yA2) },{x,-2,2},{y,-2,2} J

''-'',\\\lil~111
'- , , , • , \ ~ • i J i , , i
, '~"\,~.l"4'''/

..••.• \- •. lJ'tI;'

,. ~ '" , , .. " ..., ;. ~ , , .. ,
~ , , ". , ,. , '" '" ........•.....
/"r""~""""-''''''''''''''''''
/1""" ,~~~,,'..
II11 t'", ~ """""""

Out[2]:= []Graphics []

a=O aldigimizda centre yapisini görürüz.

In[3]:~ LincarPhasePlot2D[ G
Center (periodie orbits)

186

-1J° .'ShowField->True]



Dinamik Sistemler Üzerine Mathematica Uygulamalan

Out[3]:= OGraphicsO

Son olarak a = -1 içeri dogru kapanan spiral yapisini olusturur.

In[4] :=PlotV ectorField[ {-y-x(xA2+yA2),x-y(xA2+y"2) },{x,-2,2},{y,-2,2}]

\\\,~'t~"I////
"'-.\';"" "",#'/
"'\\""'",~,//
",~,,""~;.""""'"
..••.•. " , , r ,. '"

.•.. , " " , ,. ; ..•. -

• •...•.. ~4jl~"'"

~~JJ~~\.,'

, ,// / / i f

~/""~~4J41~ •. '"

//'~~~4"11.\\' \\\

Out[4]:= DGraphicsO

Örnek 3.2 Sarkaç problemini ele alalim
x=y..
y = -SlllX

In[1 ]:= PlotV ectorField[ {y,-Sin[x] },{x,-21t,21t},{y,-5,5},Frame~True,PlotPoints~ 10];

187



Ünal Ufuktepe, Asli Deniz

4 ------------------------------i---------..------~---...-----------""'"----

~ - ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
2, "-

.•..
- -.•...-"

~

•..~~"-'\~~
of ;

~~;t,~
-2 ~

,#..•"-""..•;,~
---

---------~-------
-4>

.-...-------..-.---

-6 -4 -2 o 2 4 6

Out[l]:= Graphics

Bu peryodik yörüngeyi asagidaki modülü kullanirsak daha belirgin görebiliriz:
Islem için tekrar" CurvesGraphics'" paketinden "PhasePlot" komutunu kullaniyoruz.
10[2];= PhasePlot i{y,-SinI x]},{x,-21t,21t}, {y ,-5,5},{-6,6},Frame~ True]

4

-4

-6 -4 -2 o 2 4 6

Out[2]:= Graphics

4. GARIp ÇEKERLER

Çeker, bütün komsu trajektörlerin yakinsadigi kümedir. Bir A kümesinin çeker olabilmesi
için asagidaki kosullari saglamasi gerekir:

A, invaryant bir kümedir.
A, baslangiç kosullarinin açik bir kümesini çeker.
A, minimaldir.

Baslangiç kosullarina asin hassasiyet gösteren çekerlere "garip çeker" deriz. Isminin garip
çeker olmasinin nedeni, fraktal yapilarindan kaynaklanir. Çekerin hareketi, baslangiç
degerlerine asin hassasiyet gösterir. Bunun anlami, birbirine çok yakin harekete baslayan iki
trajektör, çok hizli bir sekilde birbirinden uzaklasir ve sonuçta birbirinden çok farkli davranis
sergilerler. (1) nolu Lorenz denklemi buna örnektir. Bu durum, Matematica kodlarindaki
baslangiç kosullari degistirilerek gözlemlenebilir.

Birinci bölümdeki «ReaITime3D' paketi, olusturulan üç boyutlu cismin döndürülmesini
saglar. Mouse sekil üzerindeyken sola basili tutulup kaydinidiginda cisim, istenen yönde
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hareket kazanacaktir. Böylelikle Lorenz kelebeginin nasil bir form olusturdugu daha açik
gözlenebilir. Ayrica

fu[3]:= Get["MathGL3d'OpenGL Viewer' ii]

paket programi yüklendigi takdirde Lorenz kelebegi, siyah zemin üzerinde hareketli olarak
asagidaki komutla elde edilebilir:

fu[ 4]:= Table[MVShow3D[Graphics3D[ {{Table [Line [{sI [[i]],sl [[H 1in ],{i,l,t}]}} ],Plot
Range->{ {-60,60},{-60,60},{-60,60} },AspectRatio-> Automatic,MVLineTubeSize­
>O.l,MVPolygonShading->MVSmooth,MVTubeSegmeuts-> I2,MVTubeAngle-
>30,MVPointSphereSize-> 1O,MVN ewScene->True] ,{t,O.1,L-l,20}];

5. HAMILTON SISTEMLERININ WEB- MATBEMATICA UYGULAMALARI

Bu bölüme kadar dinamik sistemlerin genel kavramlarini Mathematica yazilimi ile vermeye
çalistik. Mathematica sonuçta bir yazilim oldugu için programi bilenler ancak bu
uygulamalari yapabilir. Wolfram yazilim gurubu 2000 yilinda Matematica'nin internet
ortaminda kullanimini saglayan web-Mathematica programini gelistirdi. MSP teknolojisi
webMathematica'nin temelidir. MSP servletler standart Java teknolojisine dayanir. Servletler
bir web sunucusunda çalisan özel Java programlaridir. Tipik olarak destek, ayri bir program
olan web sunucusuna baglanan "servlet motoru" tarafindan saglanir. Aslinda bütün gelismis
web sunuculari servletleri dogalolarak destekler. Bu Apache, Microsoft'un LLSve PWS,
Netscape Enterprise Server, iPlanet, ve uygulama sunucularini (IBM WebSphere gibi) da
kapsar. MSP teknolojisi HTML sayfalarindan olusan bir sitenin Mathematica komutlarini da
içermesine izin verir. Bu sayfalarin herhangi birinden bu komutlarin çalismasini gerektiren
bir talep geldiginde (bunlara MSP scriptleri denir) Mathematica komutlari isletilir ve
hesaplanan sonuçlar sayfada gösterilir.
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Kullanici, http://gauss.iyte.edu.tr:8080/webMathematica/unal/Hamilton.msp adresinden

x = X(x,y)

y = Y(x,y) (5.1)

formunda bir dinamik sistemini online girdiginde, sistem server üzerinden Mathematica
Kernel 'ini kullanarak sistemin Hamiltonian olup olmadigini belirtip, Hamiltonian ise
Hamilton fonksiyonunu bulup, sitemin kritik noklarini siniflandirip, çözümün faz
yörüngesini vermektedir. [3]
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