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Bolim 1
Giris

Yalinkat fonksiyonlar teorisi, kompleks analiz iizerindeki en ilgi ¢eken konulardan
biridir. Bu alandaki temel tasglar, 1907 yilinda yayinladigi makaleyle Koebe tarafindan
atilmigtir [13]. Ardindan 1914 yilinda alan teoremini ispatlayan Gronwall 7] ve 1916
yilinda Bieberbach [1] tarafindan yalinkat fonksiyonlarin ikinci dereceden katsayilar:
iizerine elde ettigi sonuclar ve bu fonksiyonlarin 6zellikleri bu alanda énemli adimlar

temsil etmigtir.

Riemann tasvir teoremi, D C C basit baglantili bolgesini ¢/ birim diski {izerine
hem birebir hem de konform olarak tasvir eden bir déniigiimiin varhiginmi ifade eder.
Bu nedenle keyfi basit baglantili bolgeler yerine ¢/ da tanimli yalinkat fonksiyonlarla
calismak ¢ogu zaman daha uygundur. Yalinkat fonksiyonlar lizerine yapilan ¢aligmalar
U tizerinde analitik, yalinkat ve s(0) = s’(0) — 1 = 0 normalizasyonunu gergekleyen s
fonksiyonlarimin olusturdugu bir & simifi tizerinde yogunlagmigtir. Bu normalizasyon,
birim disk iizerinde tanimli bu 6zel fonksiyon sinifi iizerindeki ¢aligmalari, geometrik

ve analitik Ozelliklerini daha rahat anlamamizi saglar.

Fonksiyonlarin ¢ok degerli olup olmamasi, ilk olarak 1935’te Cartwright [2]| tara-
findan incelenmeye baglanmigtir. Daha sonra, 1940’ta Spencer’in [22| ve W.K. Hay-
man’in 1950-1960 arasinda yaptigi ¢alismalarla bu konu daha da derinlemesine ele
alinmugtir [9], [10]. Gegtigimiz 50 yil i¢inde, 6zellikle Duren, Goodman, Libera, Miller,
Silverman, Ruschweyh, Salagean, Srivastava, Owa gibi bir¢ok bilim insan1 bu alanda
onemli aragtirmalar yapmigtir. Daha fazla bilgi i¢in bu kitaplara bagvurulabilir [3],
[5].

Bu calisma, bes boliimden olusmaktadir. Ilk boliim giris mahiyetindedir. Ikinci
boliimde, tezin sonraki boliimlerinde kullanilacak bazi temel tanim ve teoremler ele

alinmigtir. Buna ek olarak, analitik yalinkat fonksiyonlar, pozitif reel kisma sahip

fonksiyonlar smifi ve bu fonksiyonlarin baz alt siniflar1 ve 6zellikleri detayl bir ge-



kilde incelenmistir. Uciincii boliimde, p-valent fonksiyonlar ve 6zellikleri ele alinmis,
0zel durumlar1 detayl bir sekilde incelenmistir. Dordiincii boliimde ise yalinkat olma
kogullar1 ve belirli yalinkat fonksiyonlarin alt simmiflar1 tanitilmig ve bu simiflara ait
olma kosullar1 ve ilgili sonuglar ayrintili bir gekilde agiklanmigtir. Son olarak beginci
boliimde elde edilen sonuglarin tamami gézden gegirilmis ve ¢alismanin genel bir 6zeti

sunulmusgtur.



Bolum 2

On Bilgiler

2.1 Temel Kavramlar

Bu kisimda, sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanimlar ve teoremler sunul-
maktadir. Bu temel kavramlar, tezin ilerleyen kisimlarinda énemli bir rol oynayacak
ve yapilan analizlerin temelini olusturacaktir. Bu tanimlar ve teoremler, ¢alismanin

akigin1 anlamak ve ileriki tartigmalara hazirlik yapmak icin gereklidir.

Tanim 2.1. C kompleks sayilar kiimesini gostermek tizere, r > 0 ve zy € C olsun.
D(z,7) = {2 € C:|z—2| < r} kiimesi zy merkezli v yarigaph acik diski, D(zy,7) =
{z € C: |z — 2z < r} kiimesi zo merkezli v yarigaple kapale diski, D*(zo,1) =
{z € C:0 < |z— 2| <r} kiimesi zg merkezli r yaricapl delinmis ac¢ik diski ve
0D(z9,7) = {2z € C: |z — 2| = r} kiimesi zo merkezli r yaricapli gemberi gosterir.
Bu notasyon ile D(0,1) kiimesi de agik birim diski temsil eder ve U ile sembolize

edilir.

Tanim 2.2. Bir & C C kimesinin belirli bir noktasi, bu noktanwn etrafindaki bir
komsulukla birlikte yine £ kimesinde bulunuyorsa, bu noktaya £ kiimesinin bir i¢
noktast denir. Bu ozelligi tasiyan noktalarn olusturdugu kime £ kiimesinin t¢t ola-
rak adlandirilir. EGer € kiimesi sadece i¢ noktalardan olusuyorsa, bu kiime agik olarak
tanwymlanar. Eger £ 'nin timleyeni a¢iksa, bu durumda &, kapaly bir kiime olarak ad-

landurilar.

Tanim 2.3. Herhangi bir £ C C verilsin. Eger £ kesisimi bos, acik iki kiimenin birle-
simi biciminde ifade edilemiyorsa £ kiimesine baglantiladir denir. Agik ve baglantily

bir kiime ise bélge ile isimlendirilir.



Tamim 2.4. X wvektor uzay olmak tzere, Lic,d] = {e =tc+ (1 —t)d : 0 <t <1}
kiimesi ¢ ve d noktalariny birlestiren bir dogru parc¢ast olarak adlandirilir. FF C X
olmasy durumunda, her ¢ ve d noktast i¢in Llc,d] C F ise, F kiimesi konveks kime

ile adlandyriler.

Tanim 2.5. [z,y] kapale araligiman z = (t) strekli fonksiyonundaki tasvirine komp-
leks diizlemde egri adu verilir. Her t € [x,y] igin ¢'(t) var ve ¢'(t) # 0 oluyorsa bu
resme diizgtun egri denir. U¢ noktalar: bitisik olan egriye kapaly egri ve u¢ noktalar:
disinda hicbir noktada kesismeyen egri basit kapaly egri (Jordan egrisi) ile temsil

edilir.

Tanim 2.6. £ C C ve s : E — C bir fonksiyon olmak iizere, zg € E olsun. Her e > 0
¢in,

s[E N D(zy,0)] C D(s(z0,€))
seklinde bir & = (e, 29) > 0 sayuse varsa, s fonksiyonuna zy noktasinda streklidir

denir . Eger her z € E i¢in,
s[E N D(zy,0)] C D(s(z,¢€))

seklinde bir 6 = 6(e) > 0 sayise varsa, s fonksiyonuna E kiimesinde diizgtin st-

reklidir denir.

Tanim 2.7. s, B bolgesinde tanimly bir kompleks degiskenli fonksiyon ve zy € B ol-
sun. Sayet

sl sta)
Z—r20 Z — ZO

degeri bulunabiliyorsa, s fonksiyonu zo noktasinda diferansiyellenebilir bir fonksi-
yon olarak adlandirilir . Bu limit degeri s fonksiyonunun zy noktasindaki tiirevin:
temsil eder ve s'(zg) ile sembolize edilir. s fonksiyonu zy noktasinin belli bir komgu-
lugunda bulunan tim noktalarda diferansiyellenebilirse, s fonksiyonu zo noktasinda

analitik olarak isimlendirilir.

Teorem 2.8 (Maksimum Modiil Teoremi). Swnmrle bir E bélgesinde analitik ve si-
mrinda strekli, sabit olmayan bir s fonksiyonu maksimum modilini E bolgesinin
simrinda alir. Eger, s(z) fonksiyonu sabit ise, bu durumda s fonksiyonu maksimum

modilini E bélgesinin bir i¢ noktasinda alur ([3]).



Teorem 2.9 (Schwarz Lemma). s fonksiyonu U 'da s(0) = 0 ve |s(z)| < 1 ifadelerini
gercekleyen analitik bir fonksiyon olarak kabul edilsin. Bu durumda, U iginde |s(z)| <
1z| ve |s'(0)| < 1 gergeklenir. Ayrica, esitlik s(z) = ez fonksiyonu icin gecerlidir

(13])-

Teorem 2.10 (Schwarz-Pick Lemma). z € U, |s(z)] < 1 kosulunu gercekleyen
s : U — C analitik fonksiyonu verilsin. Bu takdirde, z € U i¢in,

1—s(z)|”
1= |27

|5'(2)] <

dir ([6]).

Tanim 2.11. Kompleks diizlemin strekli bir D bolgesinde zg noktasindan gecen egri
¢iftlerinin arasindaki aginan yon ve biyukligi; tasvir egrilerinin de s(zy) noktasindan
gecip korunuyor ise, s fonksiyonuna bu noktada konform denir. Bir bolgedeki tiim

noktalarda konform dzellik gosteren donisime ise konform dontstum ady verilir.

Teorem 2.12 (Riemann Tasvir Teoremi). D C C basit baglantili bilge olmak iizere,
D yi U tzerine hem birebir hem de konform olarak tasvir eden zy € D igin, s(zy) =0

ve s'(z9) > 0 ézelliklerine sahip tek bir s analitik fonksiyonu vardur ([20]).

2.2 Analitik Yalinkat Fonksiyonlar ve Baz1 Ozellik-

leri

Bu kisimda, birim disk iizerinde tanimli analitik, yalinkat ve normalize edilmis fonk-

siyonlar1 igeren § sinifi sunulacaktir.

Tanim 2.13. D kompleks dizlemde bir bélge olmak tizere, s : D — C fonksiyonu
birebir ise s ye D dizerinde yalinkattir denir. Baska bir deyisle, ejer Vzy,z9 € D
icin $(z1) = s(z9) sadece zy = zy durumunda gegerli ise, s fonksiyonu D iizerinde
yalinkat olarak isimlendirilir. Geometrik a¢idan, bu durum, dizlemde s(D) gorinti

bolgesinin katlanmamas bir bolge olmasit anlamina gelir.

D bolgesinde yalinkat olan bir fonksiyon, bu bdélgenin tiim alt kiimelerinde de

yalinkat ozellik tasgir.



Tanim 2.14. U dzerinde tanvml, analitik olan ve s(0) = 0 ile s'(0) — 1 = 0 ozellik-

lerine sahip fonksiyonlarin sinafi A ile sembolize edilir. Her s € A fonksiyonu,
s(z):z+a2z2+a3z3+---—|—anz"+---:z+2anz" (2.1)
n=2

tipinde bir Taylor serisi ile temsil edilebilir.

Tamim 2.15. U dzerinde analitik, yalinkat ve s(0) = s'(0) — 1 = 0 dzelligine sahip
(2.1) tipindeki fonksiyonlara normalize edilmis analitik yalinkat fonksiyon adi

verilir. Bu fonksiyonlarin sinifv S ile sembolize edilir.
S siifina mensup birtakim fonksiyon ornekleri agagida verilmigtir:

(i) s(z) = z 6zdeslik fonksiyonu, U yu kendi tizerine tasvir eder.

(i) k(z) = o =2t 222 4+ 323 + - -+ fonksiyonu Koebe Fonksiyonu olarak adlan-
dirihr. w = ﬁ olarak tammlandiginda, wz? — (2w + 1)z +w = 0 yazilir. z ye

gore ikinci dereceden bu ifadenin koklerinin varligi,

A=1+4w >0, (weR)

kosuluyla miimkiindiir. Dolayisiyla, w > = olamaz. Bu durumda k(z) donii-

stimii, U yu —oo dan *Tl e kadar negatif gergel ekseni ¢ikartilmig karmagik diizlem

tizerine konform olarak tasvir eder.

¥

oW

Sekil 2.1: k(U) goriintii bolgesi

(ili) w = s(z) = 1= fonksiyonu U yu Rew > —3% yan diizlemine birebir olarak tasvir

eder.



(iv) s(z) = 1log (M) fonksiyonu i/ yu —% < Im(w) < 7 yatay seridi {izerine birebir

11—z

olarak tasvir eder.

(v) s(z) = z — 32* fonksiyonu U yu bir kardioidin i¢i iizerine birebir olarak tasvir

eder.

Yalinkat fonksiyonlar teorisinde 6nemli bir yere sahip olan Bieberbach Teoremi, &

siifina ait bir s fonksiyonu igin ay katsayisinin hesaplanmasinda kritik bir rol oynar.

Teorem 2.16 (Bieberbach Teoremi). Her s € S ig¢in, |as| < 2 ifadesi gerceklenir.

FEsitlik hali, Koebe fonksiyonu k(z) = —%=5 ve onun rotasyonlar tarafindan gergek-

(1—2)2
lenir ([1]).

Teorem 2.17 (Koebe Dértte Bir Teoremi). s € S wve s fonksiyonunun v degerini
almadign goz oniine alinsin. Diger bir deyisle, s(z) = ~ denkleminin U da ¢ézimii
olmaswn. Bu durumda ~v > % diir. Esitlik durumu, Koebe fonksiyonu ve rotasyonlar:
icin gergeklenir ([15]).

Koebe Dértte Bir Teoremi, S sinifina ait her s fonksiyonunun s(U) goriintii bol-

gesinin, orijin merkezli ve yaricapi i olan acik bir diski kapsadigini gosterir.

Teorem 2.18 (Bieberbach Tahmini). Her s € S fonksiyonu, n > 2 olmak tzere

\a,| < n ifadesini gercekler. Esitlik, yalnizca Koebe fonksiyonu ve onun rotasyonlar
icin gegerlidir ([1]).

Bir sonraki teorem, & sinifina ait fonksiyonlarin belirli igslemlere tabi tutulsa da

karakter degistirmedigini gbsterir.

Teorem 2.19. [5] z € U ve s € S ise asagqida tanimlanan g fonksiyonlar: da S

sinafina aittir:
(i) g(z) = s(z) = 2+ ag2® + azz> + - - - eslenik doniisimii.
(ii) 6 € R olmak iizere, g(z) = e~ “s(e?) rotasyonu.

(iti) 0 <r <1 igin g(z) = Ls(rz) genislemesi.

(v) o] <1 ve d(z) = 5= olmak tizere g(2) = M disk otomorfizmi.

— (I=fe?)s(a

(v) n€Z" igin g(z) = /s(z") = <%); kok doniisimyi.



(vi) s(z) # w olmak idizere g(z) = f_‘g—g) atlanmas deger dondsimdi.

(vii) o, s fonksiyonunun dejer kiimesi tzerinde yalinkat ve analitik bir fonksiyon

olmak tizere g(z) = (p o s)(z) bileske doniisimii.

2.3 P Smifi ve Baz1 Ozellikleri

Bu boliimde, U tizerinde analitik ve gercel kismi porzitif olan fonksiyonlarin sinifi

tanimlanacak ve kompleks diizlemde subordinasyon prensibi verilecektir.

Tamim 2.20. U dzerinde analitik, s(0) =1 ve z € U i¢in Res(z) > 0 olan
s(z) =1+prz+p®+- = 1+anz"
n=1

seklinde tanimlv fonksiyonlara gercel kisma pozitif analitik fonksiyon adi verilir

ve bu sinif P ile sembolize edilir.

P simifina mensup bir fonksiyonun yalinkat olmas: gerekmez. Ornek olarak, n > 2

tam sayist i¢in s(z) = 1 + 2", P’dedir ancak U da yalinkat degildir.

S smufinda, k(z) fonksiyonunun oynadig) temel rolii, P simifinda

_1+z
11—z

p(2)

seklinde tanimli Mobius fonksiyonu oynar. Yalinkat ve analitik olan p fonksiyonu i/

yu sag yar1 diizlem tizerine konform olarak doniistiiriir.

Bir sonraki teorem, P siifina ait fonksiyonlarin belirli iglemlere tabi tutulsa da

karakter degistirmedigini gosterir.

Teorem 2.21. ([3]) s, s1 ve sy fonksiyonlars P sinifinin tiyeleri ise, asagida verilen

g fonksiyonlar: da P simifinan diyeleri olacaktir:

(i) a € R igin g(z) = s(e*z).

(1)) —1 <t <1 igin g(z) = [s(2)]" veya g(2) = s(tz).



(i) (2) = 5.
(iv) t1,ta > 0 ve ty +ta <1 igin g(2) = [s1(2)]"[s2(2)]".

(v) XelU, s(\) =a+ibise g(z) =+ [s (ﬂ) —z'b]

1-Xz

(vi) b € R igin g(z) = ffiij(i)) .

Teorem 2.22. Gergel kismu pozitif olan s(z) = 1+ prz+pez®+- =1+ 7 p,2"

fonksiyonunun U tizerinde analitik oldugu durumda,
Pal <2 (neN={1,2,---})

dir ([3]).

Teorem 2.23 (Subordinasyon Prensibi). s1(z) ve sy(z) fonksiyonlar U idzerinde ta-
nimly analitik iki fonksiyon olmak tizere, ¢(z) fonksiyonu U tzerinde taniml, analitik
ve p(0) = 0, |¢(z)| < 1 ifadelerini saglayan bir fonksiyon ise ve s1(z) = s1(¢(2))
seklinde temsil edilebiliyorsa, s1(z) fonksiyonu so(z) fonksiyonuna subordinedir ve
s1(z) < sa(z) ile sembolize edilir ([5]).

Sekil 2.2: Subordinasyon

Subordinasyon prensibi Schwarz Lemmasinin genellegtirilmig bir formiilasyonudur.

¢(z) = z alindiginda Subordinasyon Prensibi Schwarz Lemmasina doniisiir.
Bir sonraki teorem, subordinasyon prensibinin geometrik yorumunu sunar:

Teorem 2.24. s;(2) ve so(2), U tzerinde tanimly analitik iki fonksiyon olmak izere,
So(2) fonksiyonu U tzerinde yalinkat ise, s1(z) fonksiyonu sy(z) fonksiyonuna subor-

dinedir ancak ve ancak,

51(0) = 52(0) ve s1(U) = s2(U)



dir ([5]).

2.4 Analitik Yalinkat Fonksiyonlarin Baz1 Alt Simf-

lar:

Bu béliimde, U iizerinde analitik yalinkat fonksiyonlarin tasvir bolgelerinin yildizil ve

konveks bélge olmasi durumunda olusan alt siniflar verilecektir.

Tamim 2.25. Bir D C C kiimesi ve bir zg € D noktast ele alinsin. zg noktasint her
z € D noktasina birlestiren dogru parcast tamamen D i¢inde kalwyorsa, bu durumda D
kiimesine zy noktasina gore yaldazal kiime ady verilir. Geometrik agidan, D kiimesinin
yldrzal olmase, her noktasinin zy noktasindan ’gorinir’ oldugu anlamina gelir. Her
noktasinin yildizal oldugu bir D kiimesine konveks kime denir. Bu ifade, konveks

kiimenin her bir noktasina gore yildizil kiime olacagini soyler.

Tanim 2.26. Eger s fonksiyonu yalinkat ve I = s(A) tasvir bélgesi orijine gore
yldizal ise, yani p € I ve r € [0,1] abindiginda rp € I oluyorsa, bu fonksiyona
yildizil fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin sinifs S* ile sembolize edilir. Ayrica,
s fonksiyonu yalnkat olup s(A) tasvir bolgesi konveks ise, bu fonksiyona konveks

fonksiyon ady verilir ve bu fonksiyonlardan olusan sinif IC ile sembolize edilir.

Teorem 2.27. s : U — C tamumle analitik bir fonksiyon ve s(0) = 0 olsun. Bu

durumda, s fonksiyonu yildizildir ancak ve ancak s'(0) # 0 ve her z € U igin,

e f22)

dir ([5]).

Teorem 2.28. s :U — C tamumlh analitik bir fonksiyon olsun. Bu durumda, s fonk-

siyonu konvekstir ancak ve ancak s'(0) # 0 ve her z € U igin,

Re {1 + Z;/;(ZZ))} >0

dir (/5]).

Teorem 2.29. s(z) = z+ Y >, a,2" € K olsun. Bu durumda, her n € Z*t igin
la,| <1 olacaktur ([5]).
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Tanmim 2.30. s : U — C analitik bir fonksiyon olsun. 0 <n <1, s(0) =0 ve s'(0) # 0
olmak tizere z € U i¢in,
Re {zs/(z)} -
s(2)

kosulunu saglayan s fonksiyonuna n-mertebeli yildizil fonksiyon adi verilir. Bu

fonksiyonlarin simafi S*(n) ile sembolize edilir.

Tamim 2.31. s : U — C analitik bir fonksiyon olsun. 0 <n <1, s(0) =0 ve s'(0) # 0

olmak tizere z € U igin,
"
EE I
s'(2)

kosulunu gercekleyen s fonksiyonuna n-mertebeli konveks fonksiyon adi verilir.

Bu fonksiyonlarin simfi K(n) ile gosterilir.
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Bolum 3
p-Valent Fonksiyonlar

Bu béliimde p-valent fonksiyonlar incelenecektir. Ayrica bu boliimdeki ¢alisma ‘Com-
munication in Mathematical Modeling and Applications’ isimli dergide yayinlanmigtir
[11].

Tanim 3.1. U da analitik olan

o0

s(z)=2"+ ) ap (peN={1,23---1}) (3.1)

k=p+1

tipindeki fonksiyonlarin simifs A, ile gésterilsin. s(z) € A, olsun. n (0 <n < ) ve

73=1,2,3,---,p reel sayilar: igin,

s)(2) 1 ,
arg (zl’——ﬂ <7}<1+;10g]> (z€elU) (3.2)
kosulu saglaniyorsa s(z) € A,(j,n) dwr denir. (3.2) ifadesinde j = p ven = 5 almirsa
esitsizlik
1
‘arg s(p)(z)‘ < g <1 + - logp> (z€elU) (3.3)

halini alar.
(3.8) esitsizligi 1996 da Nunokawa tarafindan ele alinmastur [15]. s(z), (3.3) ifadesini
saglyorsa, s(z) € A, fonksiyonu U da p-valenttir [15]. Ayrica s(z) € A,,

|arg s (2)| < Zﬂ' (zel), (3.4)

ifadesini saglyorsa s(z) fonksiyonu U da p-valenttir [16].

A,(j3,m) smifi adina problemimizi tartigmak i¢in agsagidaki lemmay1 hatirlamak

gerekir [4].

12



Lemma 3.2. s(z), |z| <1 de analitik bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, s(z)

! 1
[ spdz< g [ sl >0 5)
-1 |z|=1
esitsizliging saglar.

Lemma 3.2 de degigken doniigtimii yapilirsa, (3.5)

T

2T
15(pei®)|7dp < g / |s(re?®)]9d9. (3.6)
0

—-Tr

seklinde ifade edilebilir.

3.1 p-Valent Fonksiyonlarin Ozellikleri

Bu kisimda p-valent fonksiyonlarin 6zellikleri verilecektir. Asagida verilen teorem
s(z) € A,(j,n) fonksiyonlar: i¢in ilk sonugtur.

Teorem 3.3. Bir s(z) € A, fonksiyonu, n (0 < n < %) vej =1,2,3,---,p reel

saylary igin,

| < 21 loes) —20-) ew 67

ifadesini saghyorsa s(z) € A,(j,n) dor.

Kanat.

— ) +iarg <S:ZS)> (3.8)

ve

= / Z(log sU (1)) dt — / Z(log 77 dt (3.9)

= sUHD(¢) ‘1
= . dt — (p— 1 —dt.
A = ﬁAt

13




dir. Buradan, z =7, 0 <r <1,0< p <rve( <6 <27 olmak iizere,

S0 (4 S

arg < zPEﬂ')>‘ = / SOt )t — (p—j)arg(z)
)
im | o

sU+1 (pe

]) peza

et g(3+1)
1m< (pe'?)

500 (pe?) )

</'r S(jfl)(p'ew)
= )| 50 (pet)

'

oldugu goriiliir. Lemma 3.2, (3.6) ile birlikte uygulandiginda,

sU)(2) _ r/% sUFD (rei?)

&\ o 2 /o s (rei?)

/277 7’6Z98(J+1)<7’6i0)
0

sU) (ret?)

do+2(p—j)m

do+2(p—j)m

1
—n(l—l——logj) .
m
elde edilir. Buradan, s(z) € A,(j,n) dir.

Teorem 3.3 de j = p ve n = 5 alimirsa bir sonraki sonug elde edilir.

Sonug 3.4. Bir s(z) € A, fonksiyonu

ifadesini saghyorsa,
1 1
largs® (2)| < = 1+ =logp) (2 €U)
2 m
dir.

14

1

2

1 (7 L [ .
S—(—(1+—logj>—2(p—j))/ df+2(p—j)m

2 \7 s 0

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)



Uyar: 3.5. Sonu¢ 3.4 (Nunokawa vd. 2019) tarafindan veridmistir [18].

Teorem 3.6. Bir s(z) € A, fonksiyonu, n (0 < n < 7), j = 1,2,3,---,p ve §
(0 <0 < 1) reel saylary igin,

—00) < Q(l—l—%logj) Re (M> —2(p—j) (zelU) (3.14)

T 11—z

ifadesini saghyorsa s(z) € A,(j,n) dir.

Kanat. Teorem 3.3 iin ispatindan hareketle,
re'? st (ret?)

s (2) _ 1 /27r
r : - ——
as\ 2 Jo s (reif)

2 o 0
Sl/ {Q<1+llogj)Re<1+(25 1)7“@ >—2(p—j)}d9
2/, x s 1 —re?

+2(p—j)m

1 2m 1+ (26 — 1)re®
:21<1—|——10gj)/ Re( + ie)re )d@
s 7r 0 1—re
1 2m 26
:21<1+—1ogj)/ Re<1—25+ w)d@
T 7r 0 1—re

1
:n(l—l——logj).
T

do+2(p — j)m

(3.15)
Buradan, s(z) € A,(j,n) dir. O
Teorem 3.6 da j = p ve n = 7 alimirsa agagidaki sonug elde edilir.
Sonug 3.7. Bir s(z) € A, fonksiyonu, bir § (0 < < 1) reel sayist igin,
zsPHD(2)] 1 ( 1 ) (1 + (26 — 1)2)
— | <=1+ -1 Re| ———— ceuU 3.16
s®)(z) |~ 2 + x 08P )Re 1—2z (2 ) (3.16)
ifadesini saghyorsa,
®) i 1
|arg s'P(z)| < 5 1+;logp (zel), (3.17)

dir. Yani, s(z), U da p-valenttir.
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Uyar:1 3.8. Sonu¢ 3.7 da § = 1 alimrsa, (Nunokawa vd. 2019) tarafindan verilen

sonuca ulagilur [18].

Teorem 3.6 da § = % olarak alinirsa agagidaki sonug elde edilecektir.
Sonug 3.9. Bir s(z) € A, fonksiyonu, n(0 <n < 7) vej=1,2,3,---,p reel saylar
¢,

2Vt (2)

S0 (2) < Z (1 + %logj) Re (i) —2(p—j) (z€lU) (3.18)

ifadesini saghyorsa, s(z) € A,(4,n) dir.

Uyar1 3.10. Sonug 3.9 de n = 5 ve j = p alnmrsa, (Nunokawa vd. 2019) tarafindan

verilen sonuca ulagilir [18].

3.2 A,(j,n) i¢in j = 1 durumu

Bu kisimda, A,(7,7) i¢in j = 1 durumu incelenecek.

Sonug 3.11. Bir s(z) € A, fonksiyonu, n(0 < n < §) ve j = 1,2,3,--- ,p reel

sayilary i¢in,

<

3|3

—2(p—1) (z€U) (3.19)

Q

ifadesini saghyorsa, s(z) € A,(1,n) dir. Dahas, (3.19) ifadesinde p =1 ise,

largs'(2)| <n (z €U) (3.20)
dir. Buradan, s(z), U da yalinkatter.

Teorem 3.6 araciligiyla bir sonraki sonug elde edilir.

Sonug 3.12. Bir s(z) € A, fonksiyonu, n(0 <n < ) ve § (0 <0 < 1) reel sayilar
1¢in,
25" (2)

s'(2)
ifadesini saglyorsa, s(z) € A,(1,n) dir. Dahasi, (3.21) ifadesinde p =1 ise,

14+ (20 —-1)z
1—=z

< gRe < ) —2p—1) (z€U) (3.21)

larg s'(2)| <n (2 €U) (3.22)
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dir. Buradan, s(z), U da yalinkattor.

Son olarak, asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.13. Bir s(z) € A, fonksiyonu, n(0 <n < %) ved (0 <0 < 1) reel saylar

¢In,
zs"(z)  z8(2)| _m (1 + (20 — 1)z>
_ < JRe (22— 7)= 2
‘ 902) 5 | S 7TRe = (zel) (3.23)
ifadesini saghyorsa,
z8'(2)
.24
arg ) <n (zelU) (3.24)
dir.
Kanat.

(3.25)

ifadesi dikkate alimsin. Buradan, z =re?, 0 <r < 1,0 < p <r,ve( <6 <27 olmak

lzere,
/ /
arg 28'(2) — |imlog <zs (z))
s(2) s(2)
z 1 " t / t
= |m <—+S()—S()>dt
o Nt S(t) st
r 1 s”(pe“’) 8/(p6i9>) 0
= I < A — — A “d )
)\ et T s(pe®)  s(pei) ) ¢ P (3.26)
r 1 " 0 / 0
Y T
0 pe?  s'(pe?)  s(pe?)
T " 0 / 16
B N T
o lpe® s (pe?)  s(pe’?)

17



elde edilir. (3.6) ile Lemma 3.2 birlikte igleme koyuldugunda,

27
|
/27r res (rew) re?s’ (rei?)
0 s'(ret?) s(rei?)
27 . 20
<1/ QR6(1+(25 1)7"6 )dG
0

2 T 1 —ret?

27 _ 0
:i/ Re(1+(25 Lre )d@
0

or 1 —ret?

1 s"(re?)  s'(re?

)
rei@ 8’( 6@'6) (7"6’9>
0 N 6 /(

zs'(z)

s(z)

arg df

1+ do

N~ N3

sonucuna ulagilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.13de d =1 ve § = % alinirsa agagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 3.14. Bir s(z) € Ay fonksiyonu, n (0 <n < 3) reel saysi igin,

< TRe (H ) (z € U)

T 1-—

zs"(2)  28'(2)
5T 5

ifadesini saghyorsa,
z5'(2)

s(2)

arg <n (zelU)

dir.
Sonug 3.15. Bir s(z) € Ay fonksiyonu, n (0 <n < 7) reel sayise igin,

zs"(2)  25'(2)
s

<Tpe(12) Gew

™

ifadesini saghyorsa,
z5'(2)

s(2)

arg <n (z€l)

dir.

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

Uyar1 3.16. Sonug¢ 3.15 de n = § olarak alimirsa, (Nunokawa vd. 2019) tarafindan

verilen sonuca ulasilir [18].
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Bolum 4

Belirli Yalinkat Fonksiyonlarin Alt
Siniflar1 I¢in Bazi Kosullar

Yaptigimiz ¢alismalarda elde ettigimiz teorem ve o6zellikler bu boliimde yer almakta-
dir. Ayrica bu boliimdeki ¢alisma 'International Europa Scientific Research Congress’

de sunulmug ve tam metin olarak basilmigtir [12].

4.1 Yalinkatlik icin Kosullar

Bu boliimde yalinkat olma kosullar1 verilmistir. s(z) € A igin, (Nunokawa vd. 1989)

tarafindan agagidaki sonuglar verilmigtir [17].

s

Lemma 4.1. Bir s(z) € A fonksiyonu, % #0 (0 < |z] < 1) olmak iizere,

()

kosulunu saghyorsa, s(z) € S dir.

<1 (z€lU) (4.1)

Yukaridaki lemmanin kaniti igin, (Ozaki; Nunokawa 1972) tarafindan verilen aga-

gidaki lemma kullanilir [19].

Lemma 4.2. Bir s(z) € A fonksiyonu,

Re< s(2)° ) > % (z € U) (4.2)

225'(z)

kosulunu saghyorsa, s(z) € S dir.
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Sonuglarimizi degerlendirmek igin, (Suffridge 1970) tarafindan verilen bir sonraki

lemma gereklidir [21].

Lemma 4.3. U da analitik olan bir p(z) fonksiyonu; bir h(z) yildizil fonksiyonu igin,
zp'(z) < h(z) (z €U) (4.3)

kosulunu sagliyorsa,
“h(t
p(2) —</ &dt (z €eU) (4.4)
0

dir.

Buradan, siradaki teorem elde edilir.

Teorem 4.4. Bir s(z) € A fonksiyonu; n (0 <n < 1) reel sayist igin,

‘(%)H <1-n (z€lU) (4.5)
kosulunu saglyorsa, ,
Re (;g?z)> > 5 i G (4.6)
dir.
Kanat.

p(z) = = <5(Zz)>/ = zj(sé(;) (zelU) (4.7)

ile verilen bir p(z) fonksiyonu goz oniine alinsin. Ayrica, p(z); p(0) = 1, U da analitik

ve
z

2p/(z) = =22 (@)H (4.8)

dir. p(z) fonksiyonu 0 <7 < 1 igin,

zp/(2) = —2° (ﬁ) <hz)=(1-n)z (z€lU) (4.9)

kosulunu saghyorsa, Lemma 4.3 baglantisiyla

B 228/(2) z@ _ B . .
p(z)——s(z)2 4/0 " dt=14+(1—-n)z (z€U) (4.10)
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oldugu goriiliir. (4.9) ve (4.5) kosulundan hareketle,

() 1<)

2P (2)| = <1-n (z€l)

dir. Ayn1 zamanda

Ip(z) — 1] =

dir. (0 <n < 1) igin, (4.12)

s(2)? 1

2%5'(z)  n(2—n) ’ = n(2—mn)

ifadesini gerektirir. Bu (0 <7 < 1) igin,

Re(iS(i)) ~ 23,; (z€l)

oldugunu gosterir. n = 0 ise, (4.12) ifadesi

225 (2)
—1 1
FEE ’ <1l (z€elU)
halini alir ve buradan (2)? .
s(z
fe (z%’(z)) 73 (zel)

dir. Bu teoremin ispatini tamamlar.

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

O

Agagidaki lemma (Hallenbeck; Ruschewehy 1975) tarafindan ifade edilmistir [8].

Lemma 4.5. p(2), p(0) = 1 ve U da analitik bir fonksiyon olmak iizere, bir h(z)

konveks fonksiyonu i¢in
p(2) +2p'(2) < W(z) (2 €U)
kosulunu sagliyorsa,

p(z) < — /OZ h(t)dt (z€U)

z
dir.

Yukarida lemma araciligiyla agagidaki teorem elde edilir.

21

(4.17)

(4.18)



Teorem 4.6. Bir s(z) € A fonksiyonu, n (0 <n < 1) reel sayist igin,

s(z) <1+ (1=n)z (z€lU) (4.19)
ifadesini saghyorsa,
1—
B 4120, pew (4.20)
z 2
dir.
Kanat. )
s(z
plz) = —— (4.21)

olacak sekilde bir p(z) fonksiyonu alinsin. Ayrica, p(z); p(0) = 1 ve U da analitiktir.
(4.19) ifadest,

S(z)=pz)+2p(2) < h(z) =1+ (1—n)z (z€U) (4.22)

ifadesine karsilik gelir ki burada h(z), U da konvekstir. Dolayisiyla s(z), (4.19) ifade-

sini sagliyorsa, Lemma 4.5 araciligiyla

0 — @ < % /0 hdt =145 ¢ ew (4.23)

elde edilir. O
s(z) € Agin, Z

p(z) = 502) (4.24)

b h(z) =1+ (1—n)2 (4.25)

olarak alindiginda asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.7. Bir s(z) € A fonksiyonu, n (0 <n < 1) reel sayisi igin,

z 2%5'(2)
2 — 14 (1-— 4.2
e e R (S RN CES ) (1.26)
ifadesini saghyorsa,
a4t cew (4.27)
s(2) 2 '

dir.
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s(z) € A igin, p(z) = §'(z) olarak alindiginda agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.8. Bir s(z) € A fonksiyonu, n (0 <n < 1) reel sayist igin,

s(2)+28"(z) <1+ (1—=n)z (z€U) (4.28)
ifadesini saghyorsa,
1 —
S(2)<1+—212 (zel) (4.29)
dir.
s(z) € Aigin, p(z) = 2 glarak alindiginda asagidaki teorem elde edilir.

s(z)

Teorem 4.9. Bir s(z) € A fonksiyonu, n (0 <n < 1) reel sayist igin,

zs'(z) ( 28"(z) zs’(z))
2 — 1 1-— 4.
52 + 9(2) 52 <1+(1—-n)z (z€lU) (4.30)
ifadesini saglhyorsa,
zs'(z) 1—n
) <1+ 5 (z €elU) (4.31)
dar.
Uyar1 4.10. 0 <7 < 1 i¢in,
1—n
w(z) =1+ 5~ (zelU) (4.32)
seklinde ifade edilirse,
1—
lw(z) — 1] < T” (z €U) (4.33)
dir. Bu, (4.29) daki s(z) nin
1 14n , 3—n _3
- < — — < = 4.34
55 < Re{s'(#)} < 5 =5 (zelU) (4.34)
ifadesini ve (4.31) deki s(z) nin
1 1+ <zs’(z)) 3—n _3
i < = 4.
5<% < Re 52 <5 <5 (zel) (4.35)

ifadesini sagladiginy gosterir.
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4.2 Giugli Fonksiyonlar
Bu kisimda, A'nin alt siiflar1 olan Sg(n), S&(n) ve Kg(n) smiflar1 tanitilacak ve bu
siiflara ait olma kosullar1 verilecektir.

Tanim 4.11. Bir s(z) € A fonksiyonu, n (0 <n < 1) reel sayr olmak iizere,

|arg s'(2)| < gn (z€elU) (4.36)

kosulunu saghyorsa, s(z) ye U da n-mertebeden giiclii yalinkattir denir ve s(z) €

Ss(n) ile gosterilir.

Tanim 4.12. Bir s(z) € A fonksiyonu, n (0 < n < 1) reel sayr olmak tizere,

arg <Zjéi§>)' < gn (zelU) (4.37)

kosulunu saglyorsa, s(z) ye U da n-mertebeden gilicli yildizildir denir ve s(z) €

S%(n) ile gosterilir.

Tanim 4.13. Bir s(z) € A fonksiyonu, n (0 < n < 1) reel sayr olmak tizere,

zs" (z)) T
1 - U 4.38
arg(—i—sl(z) <277 (zel) ( )
kosulunu saghyorsa, s(z) ye U da n-mertebeden gili¢li konvekstir denir ve s(z) €

Ks(n) ile gosterilir.

0 <n<1igin,
1 n
w(z) = ( ks ) (= cU) (4.39)

ile verilen bir w(z) fonksiyonu g6z 6ntine alindiginda,

1+2 m
argw(z):n<1_z> =51 (zel) (4.40)
elde edilir. Dolayisiyla,
§'(z) = %efg(m)ndt (4.41)
ise,
AT AN
0



1+t

s(z) = elo (i)' ¢ Ss(n), (4.43)
ve s(z) € Kg(n) oldugu goriiliir.
Buradan, agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.14. Bir s(z) € A fonksiyonu, n(0 < n < 1) ve 6 (6 # —1) reel saylars

¢,

28'(2) s <1 + 5z>
-1l <= 4.44
S '<2Re T (zel) (4.44)
ifadesini saghyorsa,
arg (ST@)' < gn (zelU) (4.45)

dir.

Kanit. s(z) € Aigin p(z) = @ fonksiyonu g6z oniine alinsin. p(z), U da analitik ve
p(0) = I’dir. Buradan,
/ /
(z) _250) 1 (4.46)
p(z) ()

1 2m 1— 7,,2
— dg =1 4.47
27 Jo 14712 —2rcosf (4.47)

ve
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ile verilen Poisson integrali kullanilarak,

|arg p(2)| =

IA

IN

A\

ARS AS NDIE NN NS
3

o
=3

dir. Buradan,

|arg p(z)] =

oldugu gortiliir.

[ Im(log p(z))|
Im / (logp(t))'dt’
() dt’

(0
((pe)

(ve >€d’)‘
p

Im

S— 3

0

8
\

p
"p
o P

\\

(
P(pe?)]
(pe“’)
2 p’(re“’)
p(re’)
rep’ (ret?)
p(re?)
re?s! (ret?)
s(re)

o
3

do

1 — re#

ei9> ‘ dp

—1‘d9

2T 0
Re (ﬂ) a0

2"{1—5+(1+5
2 2

Ornek 4.15. 0 < 7 < 1 olmak tizere,

2

s(z) =z (fz)gn (z €eU)

ile verilen bir s(z) fonksiyonu gz dniine alinsin.
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(S z))’ T
arg 7 < ="

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)



oldugundan,

4 2
i 4.52
-3 <3 (4.52)
ve
T
|arg w| < 3 (4.53)
dir. Buradan,
ag A T Cew (4.54)
z 2
dir. Bu sekildeki bir s(z) fonksiyonu i¢in,
GO B I P (4.55)
s(2) I P 1 '
alinabilir. Buradan, § < —1 olacak sekilde bir § almirsa, s(z),
28'(2) n(l—1¥9) n (1 + 52)
-1 < — 4.56
502 ‘<377_ 1 <2Re A (zel) (4.56)

ifadesini saglar.

Buradan, asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.16. Bir s(z) € A fonksiyonu, n(0 < n < 1) ve §(0 # —1) reel saylar
1¢in,

140z
1—=z

zs"(2)
s'(2)

ifadesini saglyorsa, s(z) € Ss(n) dir.

<gRe( ) (z € U) (4.57)

Kanit. s(z) € A igin p(z) = §'(z) olarak goz oniine alimsin. p(z), U da analitik ve
p(0) = 1’dir.
w'(z) _ 28"(2)
p(z)  $(2)

(4.58)
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oldugundan,

|arg p(2)| = [Im(log p(2))]
i n e !
/zzg: ]
()
P (pe”)
p(pe”)
p'(re”)
p(re’)
rep (re?)
p(re’)
reles”(rew)

IN

IN
\\—

IN
‘5’

o
3

do

do

A\

Nc\éo\o\

1 — re®

dp

2T 10
Re (ﬂ) a0

1—12

YRS RIS NIE NI S

3

elde edilir. Buradan,

2”{1—5+(1+5)
4 2 2

1472 —2rcosf

, 7
largp(2)| = Jargs'(2)| < 5n (2 €U)

dir ki bu s(z) € Ss(n) demektir.

Ornek 4.17. 0 < n < 1 icin,

2

() =1 —23n (1 - (2_Z>3”‘1>

ile verilen bir s(z) fonksiyonu goz oniine alinsin. (4.61) den

s'(z) = ( 2

2—z
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X

L

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)



ve

larg s'(2)] < % (z € U) (4.63)
oldugu gorilir.
25" (2) z
=3n|— 3 U 4.64
=l <o Gew (4.64)
oldugundan, (§ < —11) olacak sekilde bir § hesaba katildiginda,
zs"(z2) n(l—=19) n (1 + 52)
< - 4.
5(2) <3n < 1 <2Re T (zelU) (4.65)

olacaktar.

Buradan, agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.18. Bir s(z) € A fonksiyonu, n(0 < n < 1) ve § (0 # —1) reel saylar
¢,

1+ 6z
1-=2

2s"(z) _ 28'(2)
s'(2) s(2)

ifadesini saglyorsa, s(z) € S§(n) dir.

< gRe ( ) (z € U) (4.66)

Kanit. s(z) € Aigin p(z) = szS) olarak alinsin. Buradan p(z), U da analitik, p(0) = 1
v zp'(2) zs"(z)  z5(2)
P 1422 (4.67)
p(2) s'(z)  s(2)
dir. Teorem 4.14’in ispatindaki metod uygulandiginda,
jargp(2)| = Jare () < Ty (e (4.68)
a = |a — :
rgp(z s 51 (2
oldugu goriiliir. O]
Ornek 4.19. 0 < n < 1 icin,
5 3
s(z) = o 1) (4 cy) (4.69)

ile verilen bir s(z) fonksiyonu goz éniine alinsin. Buradan, s(z)

ZE(S) B (2 3 Z>377 (4.70)
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ifadesini saglar. Dolayiswyla, (§ < —11) i¢in s(z) fonksiyonu

< gRe (1;:5;) (zelU) (4.71)

olacaktar.

Son olarak agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.20. Bir s(z) € A fonksiyonu, n(0 < n < 1) ve 6 (6 # —1) reel saylars

T (eS| e an

s'(2) 1—2z

ifadesini sagliyorsa, s(z) € Kg(n) dir.

28" (z)

Kanat. p(z) = 70
p(z), U'da analitik ve p(0) = 1 dir.

+ 1 ile verilen bir p(z) fonksiyonu g6z 6ntine alinsin. Buradan

B zs"(2)
logp(z) = log (1 + 02) ) (4.73)

ifadesi kullanildiginda,

p(2) _ <log (1 N 28”<2))>/ (4.74)

p(2) s'(2)

oldugu goriiliir. Buradan, Teorem 4.14 iin ispatindaki metod uygulanirsa,

28" (2) s
|arg p(2)| = |arg (1 + 70 )' <50 (zelU) (4.75)
ifadesi elde edilir ki bu da s(z) € Kg(n) demektir. O
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Bolum 5
Sonuclar

Uciincii bsliimii olusturan calisma ve elde edilen sonuclar ‘Communication in Mat-
hematical Modeling and Applications’ isimli dergide yaymlanmigtir [11]. Dordiinci
boliimdeki ¢aligmada ise A'nim alt simiflar: olan Sg(n), S§(n) ve Kg(n) smflar tani-
tilmig ve bu smiflara ait olma kogullar1 verilmigtir. Ayrica bu ¢aligma ‘International
Europa Scientific Research Congress’ de sunulmug ve tam metin olarak basilmigtir

12].
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