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YASAMIMIZI CEVRELEYEN ILGINC GEOMETRIK SEKILLER: FRAKTALLAR

Riiya DOGAN', Miige GENC'
OZET

Bu calismada, Mandelbrot Fraktali kullanilarak yeni bir fraktal olusturulup, elde edilen seklin bir
fraktal oldugunun ispatlanmast amaglanmistir. Cahsma, Ozel Eyitboglu Lisesi 11l.simf
dgrencilerinden Aysegiil BAYAR, Valya HUBES, Merve AKIN ve Ece DEMIRCI - tarafindan
Matematik 6gretmenleri rehberliginde tamamlanmustrr.

Calismamn itk bolimiinde, UltraFraktal 4 prograrm kullanmlarak denemeler yapilmus, fraktalin
formiilii elde edilmistir. Oteleme islemleri aritmetik olarak gosterilmistir. Daha sonra elde edilen
seklin boyutu, ¢evresi ve alam hesaplanrmstir. {lk dteleme sonucunda elde edilen sekil 2 boyutludur.
Otelemeler sonucunda elde edilen seklin boyutunun 2’ye yakin bir rasyonel say1 oldugu bulunmustur.

Sonug olarak, sinirli alanda, sonsuz uzunlukta bir geometrik sekil elde edildigi, seklin boyutunun
rasyonel say1 oldugu gosterilmistir.

Yapilan literatir aragtirmalari sonucunda, elde edilen fraktalin geklinin daha 6nce mimaride
kullanildigini bulunmugtur. Italya’da bulunan “Del Montee™ kalesinin yapisi elde ettigimiz fraktalla
uyum igindedir. Ancak, kuskusuz ki kalenin yapiminda sonsuz bir 6telemeden séz edilemez.

ABSTRACT

The aim of this paper is to form a new fractal by using Mandebrot’s Fractal and to prove that the new
formed figure is also a fractal itself. This project is done by Grade 11 students of Ozel Eyuboglu High
School, Aysegiil BAYAR, Valya HUBES, Merve AKIN and Ece DEMIRCI with the guide of
Mathematics teachers.

In the first part of the project, students used Ultrafractal 4 programme, and got the formula of the new
fractal. Iterations are showed algebraically by the students. The perimeter and the area of the figure
are calculated. The first figure had two dimensions. The last figure’s dimension was also calculated
and found as a rational number nearly equal to 2.

Finally, it was proved that the figure had a bounded area but an infinite perimeter, and the dimension
of the figure was a rational number. The students realised that the new figure gotten by is similar to
the figure of the castle in Italy, called “Del Monde”. However, it can not be declared an endless
iteration for the construction of the castle.

GIRIS

Matematikte kirikli, piitirld, rasyonel say1 boyutlar1 olan geometrik sekil ve cisimlere
“fraktal” denmektedir. “Fraktal” kelimesi ilk olarak 1975’te Polonya asilh matematikgi
Benoit B. Mandelbrot tarafindan ortaya Latince “fractus” kelimesinden tiiretilmistir.

Fraktallarin 6zelliklerini incelersek:

1) En kiictik ayrmtis1 bile biitiintin tiim &zelliklerini tasgimaktadir. Ne kadar detaya
inerseniz inin, ne kadar yakinlagwrsamiz yakinlasin, yine de biitinit her ayrintida
gorebilirsiniz. Her parcasi, biitliniin kendine benzer daha kii¢iik béliimiidiir. Bu 6zellige
“kendine benzerlik” ad1 verilir.

2) Qevre uzunluklari 6lgiilemez. Ornegin “Ingiltere’nin sahillerinin uzunlugu nedir?”
sorusuyla baslayan aragtirma da g6stermistir ki, sahil geritlerinin ger¢ek uzunlugunu 6lgmek
neredeyse imkansizdir. Olgiim aracimz kiiciildiikge, sahilin uzunlugu, simirsiz bir sekilde
artmakta; korfezlerle, yarimadalarla katlanmaktadir. Olgiim islemi sonsuz sayida, giderek
kiigiilen 6lglim araglariyla devam ettirilirse, hatta olgek atom ¢apindaki uzunluklara
donisiirse, “belki” gergekten sona erebilmektedir ki; bu neredeyse imkansizdir.
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3) Kiunkh, piiriizli ve ¢ikintih bicimde olduklart igin her yerde siirekli olduklart halde,
hic bir yerde tiirevleri alinamaz.

4) Boyutlari rasyonel sayilardir. Bir iplik yumagm diisinelim: Boyutu, incelendigi
yere gore degismektedir. Uzaydan inceleniyorsa bir nokta seklinde diistiniiliip, sifir boyutlu;
cok yakindan bakithyorsa kiire olarak goriiliip, li¢ boyutlu oldugu s6ylenebilir. Fraktallarin
boyutlan da, ne kadar bir alanda biikaliip, kinildigiyla baglantili olarak degisir. Eger bir
fraktal, diizlemi kaphyorsa, boyutu 1 ve 2 arasinda; bombeli bir bicimdeyse, 2 ile 3
arasindadir.

5) Fraktallar, karmasik say1 fonksiyonlarinda sonsuz otelemelerle, vani belirledigimiz
kurali siirekli tekrarlayarak olusturulur. Ancak dogal fraktallarda smirh Gtelemeler
bulunabilir. Egreltiotlan, aycicekleri, brokoli, kozalaklar, salyangoz kabuklari, agac dal ve
yapraklarinda oldugu gibi.

Bilinen en iinlii fraktallar, Julia ve Mandelbrot kiimeleridir. z,., = z,” + ¢ gibi basit bir
karmagik say1 fonksiyonuyla agiklanan Mandelbrot Kiimesi, Fraktal Geometri denince ilk
akla gelen 6rneklerden biridir. Mandelrot, z,’1 (baslangigtaki karmagik sayvivi) “0” alarak, bu
fonksiyonla yeni bir karmagik say: bulmus; onu da tekrar aym fonksiyona yerlestirmistir.
Sonsuz otelemelerle elde ettigi bu sayilarin, karmagik diizlemde orijine olan uzakh@nm,
2’den kiigiik oldugunu gostermistir. Sonra da tiim sonuglari, karmasik diizleme yerlestirip,
muhtesem bir resimle karsilasmigtir. Julia Kiimeleri’nde ise, Gaston Julia, Mandelbrot’nun
fonksiyonundaki baglangic karmagik sayisim siirekli degistirerek, tiim 6telemelerdeki sabit
“c” sayisit hi¢ degistirmeden elde etmistir.

Bu ¢alismada, Mandelbrot kiimesinin fonksiyonundan yararlanilarak, yeni bir fraktal
fonksiyon elde edilmis ve elde edilen sekil matematiksel olarak incelenmistir. Bunun icin de
UltraFraktal4 programi kullanilmstir.

YONTEM

Calismada, 6ncellikle Mandelbrot fonksiyonu incelenmistir. Bu fonksiyon,

Zn1=Z," + ¢ seklindedir. Fonksiyonda “z” karmasik sayilari simgelendirmektedir. “c” ise
herhangi bir sabit sayidir. Bu fonksiyonda, “ z, = 0” baslangictaki karmasik sayi olmak
tizere, fonksiyona yerlestirilmis, sonsuz Gtelemeler yapilmis ve merkezden uzakhk 2’den
kiiciik alinarak, tiim oteleme sonuglarindan elde edilen z sayilan, karmasik diizlemde
gosterilmigtir. Boylece asagidaki sekil elde edilmistir (Mandelbrot, 1975).

Sekil 1
UltraFractald Mandelbrot resmi
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Projede “UltraFractal4” progranundan yararlamilmistir. Bu program Microsoft Windows
uyumlu, fraktal iretmeye yarayan en son programlardan biridir. Programin esasinda bulunan
kayith formiiller degistirilebildigi gibi, farkli formiiller de gelistirilebilmektedir.Bu seviyede
yeni bir formiil tiretmek yerine, Mandelbrot Kiimesinin formiliindeki degerler, gesitli
denemeler yapilarak degistirilmistir. Denemeler, olusan seklin ger¢ek hayatta baska bir
nesne ile baglantis: kurulabilecek sekilde yapilmustir.

Bu formiil tizerinde yapilan degisikler sonucu ¢ok degisik sekiller olusmus ve sonug

olarak f (Z) =27’ +¢ formiiliiniin olusturdugu sekil se¢ilmis ve merkezden uzakhk |z| <3
olarak alinmmstir.

Sekil 2
Denemeler Sonucunda Elde edilen fraktalin resmi

Sekil 2°de resmi gorillen fraktali matematiksel olarak agiklamaya ge¢meden once,
fonksiyonun ilk 6telemesinden elde edilen sekil incelenmistir.

Sekil 3
1.6teleme sonucunda elde edilen gekil
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Ilk otelemede bir cember elde edilmisti. Bu ¢emberin merkezi, orijine (0, 0)’a
yerlestirilmis (Sekil 3) ve z, = 0 alinmustir. Ele alinan “c” sabit sayist ¢ = a + bi seklinde bir
karmagik sayidir. Bu durumda ilk 6teleme sonucunda elde edilen hesaplamalar asagidaki
gibidir: Bu hesaplama sadece 6rnek bir “c” sayisi i¢indir. Mandelbrot da calismalarinda c
sabit sayisim belli bir degerin lizerinde almnca, fonksiyondan elde edilen yeni karmagik
saymin ya birden bilyiiylip, sonsuza kactifini ya da belli bir degerin altinda alinca, elde ettigi
yeni karmagik sayilarin merkeze uzakliginin hep 2’den kii¢iik olanlarin1 karmagik diizleme
yerlestirerek, Mandelbrot fraktalimi elde etrmstir.

Bu calismada da bu sonuca ulagilabilmek icin farkh “c” sayilani ile hesaplamalar
yapilmistir. Ornegin:

c=-0.06+0.08i

7=20 +¢=-0.06+0.08i

[T 2]

¢” sayist secilirken, yapilacak olan tim otelemelerde |z} < 3 sarti g6z Oniinde
bulundurulmustur. UltraFractal4 programinda, olusturulan fraktalin formiiliinii yazarken, bu
kosuldan yola ¢ikilmustir. Farkh “c” sayilan i¢in yapilan tiim hesaplamalarda, fonksiyona
konulan ve otelemelerden elde edilen savilarin |z} degerleri sadece 0.1 civarinda oldugu
takdirde, boyle bir fraktala ulasilmstir. “c” sayisinda |z} degeri biiyiidiikge, elde edilen
karmagik sayilar maalesef bu fraktalin diginda kalmistir. Dolayisi ile, |z} <3 kosulunu
saglayabilecek, farkli “c” sayilari ile yola gikilarak elde edilen tim “z” karmagik sayilari,
analitik diizleme yerlestirilerek bu fraktal olusturulmustur. Kagit ve kalemle yapildigi
takdirde yillarca siirebilecek hesaplamalar, Ultrafraktal 4 programiyla 1 dakikadan kisa bir
stirede tamamlanmsgtir.

Sekil 4
2.0teleme sonucunda elde edilen sekil

2. Steleme sonucunda 8 tane kiigiik gember daha elde edilmistir. Yani yapilacak olan tiim
Otelemelerde kendine benzer 8 ¢ember daha olusmaktadir. Her bir 6teleme sonucunda
cember kendini tekrarlayarak sekizer sekizer ¢ogalmaya baglamstir.

2. 6teleme icin, 1. 6telemeden elde edilen z, sayis: fonksiyona yerlegtirilmistir ve binom
acilum yardum ile sonuca ulastlmagtir:
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2=12,"+ ¢ = (a+bi)’ + (:0.06 + 0.08 i) = ,C, -’ +,C, - a* - (bi) +,C, -a’ - (bi)’ +

,Cy-a® - (biV+,C, -a” - (bi)' +,C, -a* - (bif +,C, -’ -(bi) +,C, - a* - (bi) +,C; - a' - (bi)' +

(-0.06 + 0.08 7)
7= -0.0599999995 + 0.08000000009 i

Yukandaki iglemde TI83 grafik ¢izen hesap makinesi kullamlmistir. Bu saymin 3., 4. ve
5. 6teleme sonuglarinda da hep aym z, sayis1 elde edilmigtir. Bunun sebebi, sayilar giderek
¢ok hizli bir bigimde kiigiilmekte ve hesap makinesinde virgiilden sonra 9.basamaktan
sonraki sayilar1 okumamaktadir.

Sekil 5
3.6teleme sonucunda elde edilen sekil

Sekil 6
4.6teleme sonucunda elde edilen sekil
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Sekil 7
5.6teleme sonucunda elde edilen sekil

Sekil 8
250.6teleme sonucunda elde edilen sekil

Elde edilen seklin fraktal oldugunu gosterebilmek igin, ilk olarak boyutunun
hesaplanmas: gerekmektedir. Fraktallarin boyutlarim hesaplayabilmek i¢in, Hausdorff Boyut
formiili veya Kutucuk Sayma Metodu kullanilmaktadir. Ayrica fraktallarin boyutlarimi
hesaplayabilmek i¢in pek ¢ok bilgisayar programi da gelistirilmigtir. Bu projede elde edilen
fraktalin boyutunu hesaplayabilmek i¢in kullanilan formiil agagidaki gibidir:

D (Fraktal boyut) = In (birbirine benzeyen parg:alar)

In (boliinen pargalar : biiyiitiilme oram)

Bu formiilii uygulayabilmek i¢in 6ncelikle elimizde birbirine benzeyen kag par¢a oldugu
incelenmustir. 2.6teleme sonucunda gember sekli kendisini 8 kez tekrarlamustir. Bu sekildeki
tekrarlanan parcalar esit olarak bolersek, asagidaki sekilde de goriildiigli gibi, sekil 4
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parcaya ayrilmis olur. Bu ayirma islemi yapilirken, seklin biiytitiilme orani, yani ¢emberlerin
birbirlerini tekrar ederken ne 6l¢iide biiytidiigli de gz oniinde bulundurulmaya ¢ahisiimustir.
Bu yiizden, bulunan seklin fraktal boyutu asagidaki gibi hesaplanmustir:

D= ln—8:1.5
In4

Sekil 9
2.6teleme sonucunda elde edilen seklin parg¢alara
ayrilms hali

Elde edilen sonugtan da goriildiigii gibi seklin boyutu rasyonel say1 olarak bulunmustur.
Bu sonug, elde edilen seklin bir fraktal oldugunu gostermektedir. Ayrica, ilk Gtelemenin
sonucu bir gemberdi. Cember iki boyutlu bir sekil oldugundan daha sonraki ételemelerden
elde edilen seklin boyutunun 1 ve 2 arasinda ¢ikmasi beklenmektedir. Elde edilen fraktalin
boyutu da 1 ve 2 arasindadir.

Elbette ki, sekli kesin ve net olarak esit parcaya bélebilmek miimkiin olmamistir. Bu
yiizden, sekil, farkh esit pargalara da ayrilmigtir. Bu ayirmalar sonucunda 4, 5 ve 6 parga
elde edilmistir. Tim bu sayilar formiile yerlestirildigi zaman, farkhh Kkesir sayilarina
ulasilmastir:

D :1r1_8 ~1.29
InS

D :@ ~1.16
In6

Ancak biiylitiilme orami g6z Oniline alinarak, en uygun olarak 4 parcaya ayrilmasi
gerektifine karar verilmistir. Ciinkii, kesrin 2’ye daha yakin olmasi gerektigi
diistintilmektedir.

Elde ettigimiz fraktalin gevresini hesaplayabilmek i¢in su sekilde bir yol izlenmistir:
Ikinci oteleme sonucunda, ilk elde edilen seklin ( ¢ember ), 8 kez tekrarlandig
goriilmektedir. Ik dteleme sonucunda elde ettigimiz cember seklinin yarigapt “r” olsun. Bu
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durumda, ikinci 6teleme sonucunda 8 kez tekrarlanan ¢emberlerin her birinin yarigapiin g

oldugu diistintilebilir. Birinci 6teleme sonucunda elde edilen seklin gevresi;
C =2m’dir.
Ikinci 6teleme sonucunda tekrar edilen sekillerden birinin yay uzunlugu;

S= 27r-’: olacaktir. Ancak, elimizde tekrarlanan 8 sekil bulunmaktadir. Bu durumda,

tekrar eden sekillerin toplam uzunlugu 27r bulunacaktir. ( Bkz. Sekil 10 )

Sekil 10

Tekrarlanan sekilllerin toplam uzunlugunu, 1. Stelemeden elde edilen seklin gevresi ile
toplarsak, cevre uzunlugunun her seferinde baslangictakinin, 2 kati kadar arttigt goriilir.
Béylece, cevre uzunlugunun giderek arttif1 ve sonsuz oldugu sonucu elde edilir.

Alan ol¢iisii igin, her bir dairenin yaricapinmn bir 6ncekinin 1/ 8’i kadar oldugu g6z
6niinde bulundurulmugtur. Buna gére, seklin alam seri toplarm ile asaZidaki sekilde

hesaplanabilir:
Bu, geometrik bir seridir. Ortak kat 1 / 64°diir. Seri seklinde yazilacak olursa:

o (rY
A=rxri+n|=| +7)—| +..°dwr
g)  "ea
Seri toplanu ile yapilan hesaplamada:

wrt B 6471’
=L
64

olarak bulunur.

Goruldugii gibi simrh alanda, sonsuz uzunlukta bir geometrik sekil elde edilmistir. Bu da
fraktallarm bir 6zelligidir.
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SONUC

Cahismada, f (Z) =z’ + ¢ formiilii kullamlarak, ételeme yapilmus, 1.6teleme sonucunda
asagidaki bilgiler elde edilmistir:

1. Yapilan ilk 6teleme sonucunda karmasik diizlemde elde edilen sekil bir gemberdir.

2. Ik oteleme sonucunda elde edilen sekil 2 boyutludur. Dolayisiyla, ilerleyen
otelemeler sonucunda elde edilecek olan fraktalin boyutunun 1 ve 2 arasinda bir
rasyonel say1 ¢ikmasi beklenmektedir.

Ikinci 6teleme sonucunda elde edilen bilgiler sunlardir:

1. Ikinci 6teleme sonucunda karmasik diizlemde elde edilen sekilde ¢emberlerin
kendilerini tekrarladigi gérilmektedir.

2. Tkinci 6teleme sonucunda elde edilen sekilde ¢ember 8 kez kendini tekrarlamistir.

Ultrafraktald4 programinda, fraktal en ¢ok 250 sefer oteleme sonunda goériintiilenmistir.
Elde edilen frakalin boyutu hesaplandiginda 1.5 bulunmustur ki bu deger 2’ye yakindir.
Dolayistyla ilk 6telemede elde edilen sekil olan ¢emberin boyutuna yakin bir deger elde
edilmistir.

64rmr’
Alani hesaplanabilirken (T; ), ¢evre uzunlugu sonsuz olarak bulunmustur.

Bu veriler dogrultusunda, elde ettigimiz seklin fraktal oldugunu ispat edebilmekteyiz.

Dogada bulunan bazi canhlarin fraktal yapida olduklarimi belirtmistik. Ancak, bu
yapilarda sonsuz 6teleme olmadigi da bir gercektir.

Yapilan literatiir arastirmalan1 sonucunda elde edilen fraktalin seklinin daha once
mimaride de kullamildigim bulunmustur. italya’da bulunan “Del Montee” kalesinin yapist,
elde ettigimiz fraktalla uyum i¢indedir. Ancak, kuskusuz ki kalenin yapiminda sonsuz bir
Otelemeden s6z edilemez.

Del Monte Kalesi 29 Ocak 1240 yilinda Italyanmin Bari eyaletinde imparator
Federico  tarafindan, avciik yapmak i¢in Riccardo di  Montefuscolo'ya
yaptirtlmistir.  Kale, Santa Maria kilisesinin  yanma insa edilmistir. Kalenin
etrafinda 8 adet ayni Olcilerde sekizgen oda bulunmaktadir. Bu odalar ise,
bizim olusturduumuz fraktala benzeyen kismidir.
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