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1. Giris

Istatistikte verilerin modellenmesinde regresyon analizi &énemli bir
yere sahiptir. Verilere ait regresyon modelinin bulunmasinda bir ¢ok
matematiksel fonksiyon kullanilir. Uygulamali istatistikte
diizgiinlestirilmis fonksiyonlarin elde edilmesi Onemli bir alandir. Bu
amacla kullanilan bir ¢ok popiiler yontem vardir. Bunlarin en ¢ok
kullanilanlar1  smoothing spline, kernel smoothers ve lokal polinomal
regresyondur (LPR) . Lokal polinomlar , parametrik olmayan regresyon
modelleri i¢in de Onemli bir yere sahiptir. Uygun optimal agirlik
fonksiyonlarinin secimiyle smoothing islemlerinde kullanilir. ( Seifert &
Gasser , 1996) Lokal polinomlarin band se¢imi iizerine yapilmis bir ¢ok
caligma vardir . (Linton et al., 2001 ) .

En iyi bilinen parametrik olmayan regresyon tahmincileri Nadarya-
Watson ve Gasser-Muller Kernel tahmincileri, Smoothing spline ve Lokal
polinomlardir. Bu polinomlarm 6zellikleri ( Simonoff ,1996 ) ayrintili
incelenmektedir. Zaman serileri, Capraz tablolarin ( Contingency table)
diizglinlestirme islemlerinde Lokal polinomlar kullanilmaktadir. Ayrica
matematik ,fizik, biyoloji gibi bilimsel alanlarda 6zellikle diferansiyel
denklemlerin sayisal ¢oziimlerinde LPR yontemi etkin olarak
kullanilmaktadir. Bu ¢alismada LPR nin etkinligi farkli alanlardan alinan
ornekler iizerinde incelenmistir.

2. LOKAL POLINOMAL REGRESYON

(X5, ¥1), .5 (Xp Yo ) g0zlemleri igin agagidaki fonksiyonel modeli
diistinelim.

yi=t(x)+e
Burada x; bagimsiz degisken, y; ler bagimli degisken ve g; hata terimidir.

Taylor seri agilim yaklasimi ile x; noktasi civarinda f(x) fonksiyonunu
seriye acalim,

, f" () (i — x)?
FG) = FG) + 1) g = ) b o ——

f(x) fonksiyonunun bulunmasi lokal polinomal regresyon olarak bilinir.
Kernel yaklasimi kullanilarak asagidaki denklem en kiiciik kareler
optimizasyonu ile ¢oziiliir.
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min(B) X[y — o — b1 (e, — ) — Baxi = X ..~y (e~
T K(EE) O

Lokal polinomlarin B; tahmincileri yukarida verilen toplamin minimize
edilmesi sonucunda elde edilir.

p= (ﬁo s B, ) tahmin edilecek parametrelerdir.

x; :0ile 1 arasinda bir nokta ,

K :negatif olmayan agirlik fonksiyonu ( Kernel Function )
h :band genisligi

xo : Lokal polinom i¢inde herhangi bir nokta ( orta nokta )

1 (x—-x) . . . (x,—-x)7 ¥
= v . W:diag[K(ix{_%D
h
I (x,=x) . . . (x,-x)F Y
pB=x'wx)y'xwy (2)

Olarak bulunur. Sonug olarak Lokal polinomal yaklasimda y tahmin
degerleri

LD 3 CRENY (3)

formiiliinden hesaplanir.

Kernel fonksiyonu ( Yang &Yue , Nov.2014) olarak Tablol de
verilen fonksiyonlar secilebilir. Calismalarda Epanechnikov Kernel
fonksiyonu kullanilmistir. Polinomun derecesi tahminler i¢in énemli bir
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faktordiir. Polinom dersecesi 3 den biiyiik oldugunda tahminlerdeki
yanlilik azalmaktadir. Tek dereceden polinomlar daha etkin sonuglar
vermektedir. Kernel se¢imi ve bant genislikleri (h) de tahminler i¢in bir
diger faktordiir.

Tablo 1. Kernel Fonksiyonlar1

Kernel K(t)
Epanechnikov
p (1_t )/I <5
0 diger durumlar
Biweight
& Bh-sy, =
6
diger durumlar
Triangular ‘t‘ <1
diger durumlar
Gaussian 1 o $A%
Va2
Rectangular 12 ]| <1
0 diger durumlar

Problem 2.1. Asagidaki gozlem degerleri i¢in farklt polinom
derecelerinde LPR modeli kurularak hata kareleri toplami ( HKT =
Y(y; — %)% ) tablo 2 de verilmektedir. Ayrica polinom derecesi 3 igin
LPR modelin grafigi Sekil 1 de sunulmaktadir. LPR metodu asagidaki
datalar i¢in Matlab kullanilarak uygulanmistir ve Matlab kodu Ek1 de
paylasilmistir. Tablo 2 den polinom derecesi yiikseldikce HKT diistiigii
goriilmektedir bu da yontemin etkinligini gdostermektedir. Sekil 1 den
metodun etkinligi goriilmektedir.
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Gozlem | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11| 12| 13 | 14 | 15

Datalar i¢in olusturulan ¢6ziim matrisleri asagida verilmektedir.
Y=[54 50 45 37 3525 20 16 18 13 8 11 8 4 6]

W=diag (0.32)

1 -5,32 28,30 -150,53

1 2,32 5,38 -12.48

1 0,32 0,10 0,03

1 2,68 7,18 19,26

1 6,68 44,63 298,14
X=|1 11,68 136,43 1593,59

1 18,68 348,96 6518,71

1 23,68 560,76 13279,12

1 26,68 711,85 18992.37

1 30,68 941,29 28879,18

1 37.68 1419.82 5349929

1 44,68 1996,34 89197.44

1 45,68 2086,70 95321,51

1 52,68 277523 146200,29

1 57.68 3327,03 191904.76

B; tahmincileri ise B =[43.9389 —1.824 0.0342 - 0.0002]'
olarak hesaplanir. Y tahmin degerleri ise

y
= [54.65 4836 44.52 39.29 332 269 20.18 16.62 14.89 1298 10.46 852 827 6.38 4.76]

Olarak hesaplanir.
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Tablo 2. Polinom derecesine bagli HKT

Derece | HKT
2 72.34
3 44.95
4 43.74
5 41.73

Gozlem
Tahmin

Sekil 1. Polinom derecesi {i¢ i¢in model grafigi

3. IKi BOYUTLU TABLOLARDA ( crosstabs ) LOKAL
POLINOMAL YAKLASIMLA TAHMIN

RxC boyutlu bir tabloda hiicrelerin diizgiinlestirilmis (smooth )
frekanslar1 lokal polinomal yaklagimla tahmin edilebilir. Tablo 2 deki
gbzlem degerleri i¢in sozil edilen yontemle diizgiinlestirilmis tahminler,
iki boyutlu tabloyu daha iyi agiklayict duruma getirir.

Yazilan bir bilgisayar programi ile literatiirden ( Simonoff,1996 )
alinmis problem i¢in lokal polinomal yaklasimin iki boyutlu tablolar i¢in
uygulamasi asagida agiklanmaktadir. Denklem 2 deki W matrisi ¢ok
degiskenli ( problem 3.1 de 2 degisken kullanildi) Kernel fonksiyonu
kullanilarak bulunur.
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Capraz tablonun satir ve siitun numaralar1 X agiklayici degisken
matrisini olugturur. Tablonun hiicre degerleri bagimli degisken Y
matrisini olugturmaktadir.

Problem 3.1. 55 MBA &grencisinin, Isletme egitiminde, Istatistik ve
Ekonomi nin 6nemi hakkinda sorulara verdikleri yanitlar Tablo 3 de
goriilmektedir. Bu tabloda satirlar istatistik icin verilen yanitlari, sutunlar
ise ekonomi i¢in verilen yanitlari igermektedir. Yanitlar su sekilde
kodlanmustir;

1= tamamen gereksiz , 2 = gereksiz , 3= az Onemli , 4= tarafsiz ,
5=06nemli , 6= ¢ok onemli , 7= kesinlikle 6nemli

Tablo 3. MBA 6grencilerinin cevaplarina ait ¢apraz tablo

Ekonomi

Istatistik

Bu datalara ait yogunluga bagli renklendirilmis grafik sekil 2 de
goriilmektedir. Tablo 3 verilerine lokal polinomal regrseyon uygulanarak
diizgiinlestirilmis yogunluklar sekil 3 de goriiliir. Ekonomi ve Istatistigin
isletme egitiminde oldukg¢a dnemli oldugu ( koyu renkli kisimdan )
goriilmektedir.
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(=N (el [erl fell fan)
(el el fen i Fao i Fan i

Sekil 2. Tablo 3 datalara ait grafik

Sekil 3. Tablo 3 datalarina LPR uygulanms grafigi

Ornekten , yorumlanmasi zorluk gosteren tablolarin LPR ile daha iyi
aciklanabilir hale geldigi goriilmektedir .

4. ZAMAN SERILERININ LOKAL POLINOMAL
YAKLASIMLA DUZGUNLESTIRILMESI

Zaman serilerinin modellenmesinde &zellikle stokastik trendin
bulunmasi biiyilk 6nem tasir. Bu amacla kullanilan bir ¢ok yontem
vardir.  Stokastik  trendin  elde  edilmesinde ,diizgiinlestirme
problemlerinde kullanilabilecek alternatif bir yontemde Lokal Polinomal
yaklasimdir. Ozellikle son yillarda bu alanda yapilan bilimsel
calismalarda Kernel fonksiyonlar1 ¢ok genis yer tutmaktadir.

Problem 4.1.

Bu boéliimde stokastik trend bulmak igin Tiirkiye’deki altin fiyatlar
kullanilarak lokal polinomal yaklagim kullanilmistir (Caglar vd, 2004) .

Analizde 678 gozlem kullanilmistir. Formiil (3) deki ﬂA degerleri Matlab
programi yardimiyla bulunmustur ve Matlab kodu Ek1 de paylasiimistir
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grafik olarak Sekil 4 de altin fiyatlarmin diizglinlestirilmis egrisi
goriilmektedir.

Lokal polinomal yaklagimla bulunan zaman serisinin stokastik trendi
sekilden goriilmektedir. Diizgiinlestirilmis stokastik trendin elde
edilmesinde local polinomal yaklasimin etkin bir yontem oldugu
sOylenebilir. Farkli Kernel’ler secilerek MSE ( Mean Square Error ) ler
karsilastirilarak optimum kernel se¢imi yapilabilir.

- , porf

1 W
§1 0 Z Diizgiinlestiril
E} mis Degerler
E 5 Altin Fiyatlar
0 T T T )
0 200 400 600 800

Giinler

Sekil 4. Altin fiyatlarinin degisim grafigi ( diizglinlestirme 6ncesi ve sonrasi)

Problem 4.2. Tiiik den alinan 2019 —2021 yillar1 arasindaki aylik
TUFE oranlar kullanilarak polinom derecesi bes icin LPR ile bulunan
stokastik trend Sekil 5 de goriilmektedir. Matlab kodu Ekl de
paylagilmigtir. Ayrica Tablo 4 de HKT farkli polinom dereceleri i¢in
verilmistir. Tablo 4 den polinom derecesi ylikseldikce HKT diistiigii
goriilmektedir bu da ydntemin etkinliginin bir kez daha goriilmesini
saglamaktadir.

Tablo 4. Polinom derecesine bagli HKT

Derece | HKT
2 4.473
3 4.463
4 3.619
5 3.618
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8 T
Gozlem
— Tahmin

Sekil 5. Tiife aylik oranlarinin degisim grafigi

5. LPR ‘nin INTEGRAL DENKLEMLERE
UYGULANMASI

Bu boliimde, demografi , malzeme, sigortacilik alanlarinda bir¢ok
uygulamasi bulunan Volterra integral denklemini ( Delves & Mohamed,
1985) LPR yaklasimi ile ¢ozelim.

Denklemin genel formu asagida verilmektedir.

x(t) + )\f; k(t,s)o(s)ds = y(t), a<t<ba<s
4

[/
o~

Denklem (3) denklem (4) {in yaklasik ¢6ziimii olsun.

D0 Bi(t —to) + AX)_0 B [y k(t, s)(s — to)ds = y(t),

a<t<bas<s<b )

matris formunda yazilirsa,
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L (ty—to) + A [ k(t,s)(s — zo)ds ... (t1—to)” + A [l k(t, 8)(s — z0)"ds
| . . .
! (tnft0)+)\f;}ﬁ(t,s)(sfa:0)ds (tn7tg)p+/\f;}c(ts)(sfzg)pds
_ " .
Y:
L YUn |
15 22 -
. =(1—u 1flul <1
K = | =@ iflul <
0 otherwise

Kernel fonksiyonu olarak quartic kernel kullanilmistir.

(6) denklem (2) de yerine yazilirsa fi degerleri matris sistemi ¢oziilerek
elde edilir. Boylece verilen denklemin yaklasik ¢oziimii elde edilmis olur.

Problem 5.1.

Asagida verilen integral denklemin (Caglar vd, 2008 ) LPR ile sayisal
¢Oziimiinii bulalim.

2(s) = sin(s) — s+ fof sta(t)dt , 0 <t < T

Denklemin teorik ¢oziimii x(s) = sin(s) olarak bilinmektedir.
Sayisal ¢oziim degerleri Tablo 5 de verilmekte ve Sekil 6 de
gosterilmektedir. LPR yontemin integral denklemi ¢ozmekte iyi bir
yakinsaklik sagladigi goriilmektedir. Yontem ayni zamanda farkli bant
genisligi ve Kernel fonksiyonlari i¢in denenebilir.
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— Exact Solution
# LPR

0.2 04 0.6 08 1 12 14 1.6

0.2 I 1 1 1 1 1
0

Sekil 6. x(s)=sin(s) ve LPR ¢oziimii

Tablo 5. yi teorik ¢dzliim, Yi LPR ¢6ziimi

| Yi | Y, |

0

-0.00000000120664

0.09801714032956

0.09801716335287

0.19509032201613

0.19509030895861

0.29028467725446

0.29028466194663

0.38268343236509

0.38268343573862

0.47139673682600

0.47139675044662

0.55557023301960

0.55557023796561

0.63439328416365

0.63439327155392

0.70710678118655

0.70710675890148

0.77301045336274

0.77301043763579

0.83146961230255

0.83146961261548

0.88192126434835

0.88192127296150

0.92387953251129

0.92387952957580

0.95694033573221

0.95694031039742

0.98078528040323

0.98078525344602

0.99518472667220

0.99518473630261

1.00000000000000

0.99999998107762
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Problem 5.2.

Teorik ¢oziimii x(s) =¢" olan asagidaki denkleminin ¢oziimii
grafik olarak Sekil 7 de goriilmektedir. Sekilden teorik ¢oziime
yakinsama ¢ok net goriilmektedir.

r(s) = e — E’s;l_l + [y esta(t)dt,0 <t < 1

—— Exact Solution
#* LPR

0 01 02 0.3 04 0.5 06 07 0.8 0.9 1

0.8 I 1 1 1 I 1 1

Sekil 7. x(s) = ¢’ ve LPR ¢6ziimi
6. SONUC

Local polinomal regresyon yontemi , mithendislik, istatistik ve
matematik alanlarinda yaygin kullanilmaktadir. Yaklagim fonksiyonun
bulunmasinda en kiiciik kareler yontemi uygulama kolayligina sahip
olmakla birlikte yontemin kodlar1 Matlab veya farkli bir proglama dilinde
kolaylikla yazilabilir. Calismada Lokal polinomlarin teorisi anlatildiktan
sonra ¢apraz tablolar, zaman serileri ve mithendilik denklemlerinde
uygulamalari ele alinmistir. Farkli polinom derceleri , Kernel ve bant
secimlerine bagl olarak optimal diizgiinlestirme saglanabildigi
goriilmiistiir. Sonug olarak , LPR nin farkli alanlardaki problemlerin
sayisal ¢ozlimlerinin elde edilmesinde , diizgilinlestirme islemlerinde ve
capraz tablolarda yogunluk alanlarinin belirlenmesinde oldukea etkili bir
yontem oldugu goriilmiistiir.
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Ek1. Matlab Kodu
function [s,x,xk,b,ys] = lpr(xl,vy,p,k,m)
[n,nl]=size(x1l) ;x=zeros (n,ptl);
x(:,1)=ones(n,1);
h=(x1(n)-x(1))/m;
for i=1:n t1=0; t2=x1(1);
for j=x1 (1) :h:x1 (n)

if x1(i) < jJ x0 =73 - h / 2; break;

end;
end;

xkl=kernel ((x(i) - x0) / h,k); xk (1i,1)=xkl;

tl = tl1l + xkl; t2 = t2 + xkl1 * x(i);
end;

x3=x1-t2 / t1;

for i=0:p x(:,1+1)= x3.71; end
b=inv (x'*xk*x) *x'*xk*y;

ys=x*b;

figure
set (gca, 'FontSize',45)
plot(xl,y,'o",x1,ys);
k=legend('Gozlem', '"Tahmin")
k.FontSize = 16;
s=sum( (y-ys) ."2)

end



