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TERS DONMUS BiR SARKACIN DOGRUSAL OLMAYAN KONUM
DENETIMINDE EN BUYUK LYAPUNOV USTELININ POINCARE KESITINDEN
ELDE EDILMESI

S. GURSES', N. AKKAS', B. E. PLATIN?

Ozet

Bu ¢alismada, iki mertebeli bir sistemden alinan Poincaré kesitleri kullanilarak bu sistemin en biiyiik
Lyapunov iistelinin (LLE) hesaplanabilecegi gosterilmistir. Model olarak dogrusal olmayan konum
denetimi yapilan ters donmiis bir sarka¢ kullanilmistir. Sistemin dogrusal olmayan davramisi, denetim
torkunun retiminde geri- besleme bilgisi olarak kullamlan agisal konumdaki oli bélgeden
kaynaklanmaktadir. Yay sabiti, séniimlenme katsayist, konumdaki 6l bblge esik degeri gibi sistem
parametreleri degistirilerek, sistemin dinamik davramisimin kaotik olmast saglanmistir. S6z konusu
sarka¢ dinamigi MATLAB SIMULINK®™ ortammnda modellenmistir. Model denklemleri, durum
degiskenleri olarak segilen agisal konum ve agisal hiz igin sayisal integrasyon teknigi ile ¢6ziilmiigtiir.
Bu ¢éziimler sistemin davramisini faz uzayinda temsil etmek igin kullanilmustir. Coziimler elde
edilirken, sistem yoriingelerine verilen bir rahatsizligim zaman igindeki degisimi ve geligimi izlenmis,
bu veriler kullamlarak sistemin LLEsi bulunmustur. Kaotik davranan sarkacin LLEsi Poincaré
kesitleri kullanmlarak da hesaplanmus ve aym sistemin hareket denklemleri kullanilarak hesaplanan
LLEsi ile karsilagtirilmstir.

Abstract

Computing the largest Lyapunov exponent (LLE) of a 2-D planar flow through its Poincaré section is
shown to be possible in this study. An inverted pendulum with nonlinear position control is used as a
mathematical model. The nonlinearity imposed on the model is caused by a dead-zone assigned to the
position sensor. The dynamical system is forced to behave chaotically by tuning the system
parameters; such as, the stiffness, damping, or the width of the dead-zone of the sensor. MATLAB
SIMULINK® is used as the media to build the mathematical model of the system. The governing
equations of the system are solved by using numerical integration techniques for angular position and
angular velocity, which are used as the state variables in constructing the dynamical behavior of the
system in the phase plane. A parallel processing algorithm working with numerical integration of the
system’s governing equations is developed in order to follow the fate of a perturbation given to the
states at a time. LLE of the dynamical system is generated by using this algorithm and compared with
the LLE estimate computed through the Poincaré section of the dynamical system.

1. Giris

Kararsiz olmayan dinamik sistemler kararli dengeye gelebilirler; peryodik, yari-
peryodik ya da kaotik davranabilirler. Kararli ya da peryodik davranmayan bu tiir dinamik
sistemlerin incelenmesinde geometriye dayanan yontemler gittikce 6nem kazanmaktadir.
Bunun bir nedeni de, bu tiir sistemlerin zaman i¢indeki davramislarmn kritik bir siireden
sonra kestirilememesidir. Ancak, bu ¢esit dinamik sistemler hala baz1 deterministik (uzaysal
anlamda) ozellikler gostermektedirler ve “kaotik sistemler” olarak adlandirilmaktadir
[Kaplan, Glass 1995, Faure, Korn 2001]. Nitekim, ayni sistemler faz uzaylar: i¢inde de ifade
edilebilirler ve bu uzaylardan alinan Poincaré kesitlerinde goézlenen desenler bazi degismez

! Orta Dogu Teknik Universitesi, Mithendislik Bilimleri Bolimii, 06531 Ankara, 0-312-210-4461, 0-312-210-
1269, senih@metu.edu.tr, nakkas@metu.edu.tr

2 Orta Dogu Teknik Universitesi, Makina Mithendisligi Boliimii, 06531 Ankara, 0-312-210-2583, 0-312-210-
2536, platin@metu.edu.tr

121



S. GUrses, N. Akkas, B. E. Platin

ozellikler tagimaktadir. Bu calismada, dinamik sistemlerden alinan Poincaré kesitlerinin
tasidif1 degismez oOzellikler kullanilarak sistemin en biiyiikk Lyapunov istelinin
hesaplanabilece@i gosterilmistir.

Kaotik dinamik sergileyebilen karmasik bir sistemin degerlendirilmesinde sistemin
“en bliyllk Lyapunov ustelinin (LLFE)” hesaplanabilmesi onemlidir [Haken 1985]. LLE,
dinamik bir sistemin en biiyiikk ortalama 6zdegeri olarak gériilebilir [Wolf, Swift, Swinney,
Vastano 1985]. LLEmin ortalama olmasmin nedeni kaotik davranan sistemin simrhlik
kosulu altinda dogrusal davranamayacag ve dolayisiyla faz uzay: iginde dogrusal olmayan
bir davranis sergileyecegidir. LLE, sinirlt bir faz uzay: i¢inde herhangi bir anda birbirine ¢ok
yakin olan iki sistem yoriingesinin zaman iginde komsuluk iliskilerinin ne olacag: hakkinda
fikir vermektedir [Kinsner 2006]. Ornegin, birbirine ok yakin komsu olan iki yoriingenin
zaman i¢inde bu komsuluklarim yitirmesi ve daha 6nce birbirlerine gok uzak yériingeler ile
komsuluk iligkilerine girebiliyorlar olmasi, sistemin smirli faz uzay: iginde kararsiz davranan
bir 6z-dogrultusunun varligim (LLE>0) gostermektedir. Bu nedenle, hareket denklemleri
bilinmeyen fakat karmasik davramis sergileyen dinamik sistemler hakkinda deneysel
kayitlardan fikir sahibi olabilmek i¢in LLE’nin sayisal ydntemler ile hesaplanabilmesi
onemlidir [Wright 1984; Wolf, Swift, Swinney, Vastano 1985; Hegger, Kaniz, Schreiber
1999].

Bu caligmada, iki mertebeli bir sistemden alinan Poincaré kesitleri kullamlarak bu
sistemin LLE’sinin hesaplanabilecegi gosterilmistir. Model olarak dogrusal olmayan konum
denetimi yapilan ters donmiis bir sarka¢ kullanilmugtir. Sistemin dogrusal olmayan davrams:,
denetim torkunun {iretiminde geri besleme bilgisi olarak kullanilan konumdaki 6lii bélgeden
kaynaklanmaktadir. Sistemin yay sabiti, séniimlenme katsayisi, konumdaki 6lii bolge esik
degeri gibi parametreleri degistirilerek, dinamik davranisinin peryodik, yari-peryodik ve
kaotik olmasi saglanmustir. Kaotik davranan ters dénmiis sarkacin LLE’si hem hareket
denklemlerinden hem de Poincaré kesitlerinden hesaplanmistir.

2. Yontem
2.1 Dinamik bir sistemin LLE’sinin tammmlanmasi

2.1.1 Dinamik bir sistemin hareket denklemlerinin zamanin siirekli fonksiyonu
olarak ifade edilmesi

Mertebesi n olan, zorlanmamis ve zamana gére degismez 6zellikleri olan, yani otonom
bir dinamik bir sistemin hareket denklemleri durum uzaymnda

H)= df;” = F(3(1) M

seklinde yazilabilir. Burada, ¢ zamam, X(f) sistemin zamanin siirekli fonksiyonu olan

durum degisken vektorinii, f(X(7))ise f; bilesenlerinin her biri yalmzca durum
degiskenlerine bagli n-tane dogrusal olmayan fonksiyonu gostermektedir. Denklem (1) ile
verilen dinamik sistemin ¢Oziimii olan bir ydriingeye bir 77(f) rahatsizhif verildigi
diistiniiliirse, o zaman yeni ¢6ziim asagidaki gibi vazilabihir.
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X (1)=3(1)+ij(t) @)

Sistemin smirhi bir dinamik sergilemesi halinde, sistem yériingelerine verilen bu 7j(7)

rahatsizlifinin zaman i¢indeki evrimi dinamik sistemin davranigi hakkinda nemli bilgiler
sunmaktadir [Moon 1987]. Rahatsizligm zaman i¢indeki davranigmin ifadesi

7(t) = Vi (3(1))-1i(1) 3)

seklindedir. Burada,

of (%)

Vi(%(1)) == 4)

olarak verilen nxn boyutlarinda bir matristir, sistemin “Jacobian”1 olarak bilinir ve agik
ifadesi asagidaki gibidir.

of)(%)/0x; Ofy(%)/ox, . . Ofi(%)/0x, ]

afz(i)/axl ﬁfz(fc)/axz .o afz(.i:)/axn
Jpn = . . . . (5)

O (X)/0x; Of(%)/xy . . Of,(%)/ox,]

2.1.2 n-mertebeli dinamik bir sistemin hareket denklemlerinin kesikli hale
getirilmesi '

Denklem (1), bahis konusu olan dinamik sistemin n-mertebeli diferansiyel hareket
denkleminin zamanin siirekli fonksiyonu olan n-tane durum degiskeni kullanilarak, n-tane
birinci mertebeden baglasik diferansiyel denklem takimu olarak ifade edilmis halidir. Zaman

iginde stirekliligi olan bu n-tane durum denklemi baz: kosullar altinda, durum degiskenleri
zaman i¢inde “kesikli” hale getirilerek n-tane fark denklemi olarak yazilabilir.

Xpas =F(%,) 6)

Denklem (6)’da, m sayisal integrasyondaki adim sayisini, X, ise durum degisken
vektoriiniin m’ninci adimdaki degerini gostermektedir.

Bu durumda, Denklem (2) ve (3) de sirasiyla,
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m = )_C’m + ﬁﬂ'l (7)

7—7’m+1 = Vﬁ()_ém ) : ﬁm (8)

seklinde fark denklemleri olarak yazilabilir.

Dinamik sistemin hareket denklemini zamanin siirekli fonksiyonu olarak diferansiyel
denklem seklinde degil de, zaman ig¢inde kesikli davranan fark denklemi olarak yazmak,
sistem yoriingelerinin sayisal codziimlemeyle elde edilmesinde kolaylik saglamaktadir.
Sistem yériingelerinin sayisal integrasyon teknikleri kullamlarak elde edilmesinin baslica
nedeni, dogrusal davranmayan dinamik sistemlerin hareket denklemlerinin genellikle
analitik ¢6ziimleri bulunmamasidir.

Dinamik bir sistemin dogrusal olmayan davramigmin karakterize edilebilmesi i¢in;

sistem yériingelerine m’ninci adimda verilen rahatsizhfm  zaman igindeki evriminin
izlenmesi ¢ok 6nemli oldugundan doiayi, Denklem (8) bir sonraki integrasyon adim igin

ﬁm+2 = Vﬁ(xmi-])Vﬁ(xm)ﬁm ‘ &)

seklinde yazilabilir. Bu ifade ardisik k adim igin genellenirse, 77, ’nin zaman igindeki kesikli
evrimi elde edilir.

k~1
ﬁm+k = HVF(XmH ) : ﬁm (10)
i=0

2.1.3 Dinamik bir sistemin En Biiyiik Lyapunov Ustelinin (LLE) tanimlanmas:

Dinamik bir sisteme verilen 77 rahatsizhigmin biiyiikliik 6l¢tisii “Euclidian” olarak

llﬁ||=1/an (11)
i=1

seklinde tamimlanirsa, Denklem (10) yardimiyla asagidaki oran yazilabilir:

“TL"*’i]“ HIVF( (12)

124



Ters Donmiis Bir Sarkacin Dogrusal Olmayan Konum Denetiminden En Biiyik Lyapunov Ustelinin Poincaré Kesitinden Elde Edilmesi

Denklem (12), m’ninci basamakta sisteme verilmis olan rahatsizhigm biiyiikliigiiniin,
K’nmc1 basamag@a gelindiginde alnus oldugu degerle ilgili, dolayisiyla dinamik bir sisteme
verilen rahatsizligin biiylikliigliniin zaman igindeki evrimi ile ilgili bir metrik sunmaktadir.

Denklem (12)’de her iki tarafin logaritmasi alindigida

In W’f*ﬁ”] Zl IE (13)

elde edilir. Denklem (12)’nin sag tarafi kullamlarak dinamik bir sistemin en biiyiik
Lyapunov {isteli

ln[ /2 "J AkAt (14)
77l

ifadesi yardimiyla bulunabilir. Burada, At iki integrasyon adimi arasindaki zaman farkidir ve
A bir sabittir. Eger m’ninci adimda zaman sifir olarak (z=0) kabul edilirse, Denklem (14)
sisteme verilen rahatsizligin siirekli fonksiyonunu kullanarak

nnmnj |
In AkA 15
[nnw)u f ()

seklinde de yazilabilir. Bu durumda k’ninci adimdaki zaman ise agagidaki gibidir.

t = kAt (16)

Ik kez A. M. Lyapunov tarafindan tanimlanan dinamik bir sistemin en biiyiik Lyapunov
tisteli, Ny (LLE) 6zgiin haliyle agagida verilmistir.

a4 Hn(t)il}
Ar =L In 17
: e() (Mn(wll 47

Dolayist ile, N, (LLE), Denklem (13) yardimiyla asagidaki gibi de ifade edilebilir.

{—o0

k
A = Lsz]; znjvﬁ(ie,. )| (18)
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2.1.4 Dinamik bir sistemin LLE’sini hesaplamak icin gelistirilmis bir yéntem

Hareket denklemi bilinen dinamik bir sistemin yoriingeleri sayisal integrasyon teknigi
ile cozilirken, eszamanli olarak sistem yoriingelerine verilecek bir rahatsizh@im evriminin
ve LLE’sinin hesaplanmasi igin gelistirilen bir yontemin blok diyagrami Sekil 1’de
verilmistir [Giirses 2002].

Sekil 1’de, dinamik sistemin dogrusal olmayan hareket denklemleri ¢6ziimiiyle
(birinci dongii) es zamanhl olarak sistemin Jacobian’i de hesaplanmaktadir (yerel
dogrusallagtirma ve glincelleme). Jacobian, ikinci dongiide sistem yoriingelerine verilecek
bir rahatsizhigm bir sonraki integrasyon admmindaki evrimini hesaplamak igin
kullamlmaktadir. Bir baska deyisle, her integrasyon adiminda sisteme verilen rahatsizligin
kaderi o adim i¢in hesaplanan Jacobian tarafindan belirlenmektedir. Her yeni integrasyon
adimi i¢in birinci dongtiden itibaren bu Gi¢ islem tekrarlanmaktadir.

Sekil 2 LLE’nin fiziksel yorumunu gostermektedir. Eger dinamik bir sistemin durum
uzaymda temsil edilen sistem. yoriingelerine, durum uzayinin belirli bir noktasinda her 6z-
dogrultu y6niinde birim rahatsizlik verilirse; bu durum, merkezi rahatsizhgin verildigi durum
noktas1 olan bir hiper kiire ile temsil edlleblhr (Sekll 2 — sol taraf, bu senaryonun 2-boyutta
temsilini géstermektedir).

: £ L Sistem
F_ 7 L _ 7 J s }
=i A i- ) P far - yoriingeleri
\ , ) X(t)
Yerel dogrusallastirma

ve Jacobian giincellemesi

. . = — 2{
s =viEaic) |1 e I 0= [illﬂ(t)llj L(t).

fico)]

Sekil 1. Hareket denklemleri bilinen dinamik bir sistemin LLE sini hesaplamak i¢in
gelistirilen yontem

126



Ters Donmiig Bir Sarkacin Dogrusal Olmayan Konum Denetiminden En Bityiik Lyapunov Ustelinin Poincaré Kesitinden Elde Edilmesi

Sekil 2. LLE 'nin fiziksel yorumu [Baker, Gollub 1990].

1 sisteme bir anminda her dogrultuda verilen birim rahatsizhigi, v; Ozvektorii, A; ise
ozdegeri gostermektedir. “Koyu” karakterler vektorel bityiikliikler i¢in kullamlmistir,

“t”

Bu hiper kiire, dinamik sistemin yoriingeleri lizerinde hareket ettigi siire i¢inde
topolojik bir degisim gecirecektir. Bu degisim kiirenin bazi 6z-dogrultularda uzamasiyla
diger baz1 6z-dogrultularda da kisalmasiyla gergeklesecektir (Sekil 2 — sag taraf). Bu uzama
ve kisalmalarm yonlerini ve biiyiikliiklerini dinamik sistemin hareket denklemlerinin yerel
dogrusallagtinlmas1 sonucunda elde edilen Jacobian’in ozdegerleri ve 6zvektorleri
belirleyecektir [Baker, Gollub 1990; Nayfeh ve Balachandran 1995].

2.2 Dinamik bir sistemin faz uzayindaki temsilinden Poincaré kesitinin ahnmasi

Dinamik bir sistemin faz uzaymdan sistem yoriingelerine enlemesine alinan bir kesit
Poincaré kesiti (X) olarak bilinir ve kesiti alma kosulu

(%) F(%)=0 (19

ile verilir [Nayfeh ve Balachandran 1995; Robinson 1999]. Denklem (19)’da 7, X durum
noktasinda yer alan ve vektér alan Fe teget olmayan (alani enlemesine kesen) L hiper-

ylizeyinin normal vektériidir. Vektor alani F , dinamik sistemin hareket denklemlerinin
¢oziimiinden elde edilen n-boyutlu durum uzayimdaki akisi temsil etmektedir. £ hiper-yiizeyi
n-boyutlu dinamik sistemin durum uzaymda n-1 boyutlu bir viizeydir (Sekil 3).
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>

%2

N {8 \,

HN@ F(®=0
I

(2,840 w,

Sekil 3. o, frekans: ile siiriilen ters donmiis bir sarkagtan alinan Poincaré kesiti (X).
¥ kesitindeki faz noktalar: (£) “Poincaré mapping” olarak adlandirlir.

Dinamik bir sistemden Poincaré kesiti elde etmek ilk kez Henri Poincaré tarafindan
karmasik dinamik. bir sistemin faz uzaymda temsilini basitlestirmek igin gelistirilmis

stroboskobik bir yontemdir [Baker ve Gollub 1990] ve Poincaré mapping (f’) olarak bilinir.
Poincaré mapping n-mertebeli otonom dinamik bir sistemin faz uzayinda n-1 boyutlu bir
mapping’dir ve sembolik olarak

fm+1=f’(i,n) ; X, veX  €X (20)
seklinde ifade edilir. Burada
P(i):Z>2X (21)

olarak tammlanan 13(:6) vektor alam F(X ) ile asagidaki sekilde ilintilidir.
P(x)=F"(3%)eX ; ieX (22)

Denklem (22)’de 7, “ilk d6nils zamani” olarak bilinir ve agagidaki gibi tanimlanir.

(%) =inflt>0:F (7)€ 5| (23)

Bir 6rnek vermek gerekirse, sabit w4 frekansi ile stiriilen bir sarkag igin ilk doniis
zamani da sabit bir degerdir ve 2770/ ye esittir.
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2.3 Dinamik bir sistemin LLE’sinin Poincaré Kkesitinden elde edilmesi

Sekil 4’te Poincaré duizlemi (X) tizerinde LLE hesaplamak i¢in gelistirilen yontem
tamitilmaktadir; x, Poincaré kesitindeki faz noktalarini; P(x), Poincaré mapping’i, 4P, sistem
dinamiginin bir siirtim periyodu i¢inde degistigi ortalama yon ve buylikliginii; og,pqon Sistem
dinamiginin bir siiriim periyodu i¢inde degistigi ortalama 6z-dogrultu kestiriminin kontrol
parametresi; AP,; zaman ileri dogru akarken Oymo; acisi ile denetlenen 6z-dogrultuda
miimkiin olan en yakin komsuluk iligkisidir. Bu yontemin ayrntisi asagida verilmigtir
[Glirses 2002].

P, )=x, Pl i

A///ﬂ\ N /\M s,
AP oﬁmn’zmw AP

Pix )=x,
Px Fx. ° : 2
(x J=x, AP P(x3)=x4 1

Sekil 4. Poincaré diizlemi (¥) tizerinde LLE hesaplamak i¢in gelistirilen yontem

Adim I: Poincaré kesitinde (X) birinci Poincaré noktas: X, igin A]_il = p(i] ) — X, hesaplanur.
Adm I % ign AP = P(X)—% bulunur; burada r=23,..k] ve
k =round(T,(27 / ®g )), T, benzetim siiresi, &4 ise siriim frekansidr.

Adim_II: A]?;, AP ile kargilagtirilir; eZer herhangi bir r igin 'AF‘,

r

< |A13ll ve
la tan 2( AIBr )—atan2( AI_SI ) S Qronror 1€ bu  kosullar1  saglayan Af’rler iginden

min(|AF,

) kargilik gelen X, Poincaré noktasi P()’c’l) ile yer degistirir. Bu durumda A}_); ,

Aﬁr ile yer degistirmis olacaktir. ¢,umor agist sistem dinamiginin her bir siirlim periyodunda
ortalama uzama ya da kisalma 6z-dogrultu kestirimindeki hatayi denetlemektedir ve

genellikle 5° altinda tutulmaktadir.
Adim IV: Yukaridaki ilk-ii¢ adimdaki islemler diger Poincaré noktalar (X ;) iein

tekrarlanir; j=2,3,... k-1 ve r=3,4,....k-1. Béylece tim Poincaré noktalan i¢in, zaman ileriye
dogru akarken, Admm II’deki kosul kontrol edilmis ve gerekli noktasal degisiklikler
yapilmustir.
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Adim V: LLE’ nin kestirimi dinamik bir sistemin Poincaré kesitine (£) “map” edilmis
Poincaré faz noktalan (X j€ 2') arasinda zaman ileriye dogru akarken miimkiin olan en

yakin komsuluk iliskisinin evrimi

Ay = ki log ({AP (5"1:1. )/|ap G, ) (24)

j=I J

seklinde hesaplanir. Burada, ¢ faz akismn ( F (X)) Poincaré diizlemini (X) X ; noktasinda

gegme amdir (7(X;) = F (%) € Z) ve Denklem (23) hatirlanacak olursa ¢, = jz >dur.
3. Sonuglar

3.1 Matematiksel modelleme

3.1.1 Dogrusal olmayan konum denetiminde ters dénmiis sarkac modelinin
tanitilmasi

Sekil 5’de O donme noktasinda bir donel yay ve bir donel séntimleyici bulunan ters
donmiis bir sarkag goriilmektedir; CM kiitle merkezini, m ve I sirasiyla ters donmiis sarkacin
kiitlesini ve CM’e gore eylemsizlik dénme momentini, & yay sabitini, » séniimlenme
katsayisini, g ise yergekimi ivmesini gostermektedir. Sarkaca verilecek 7{#) rahatsizlig: bu
yay ve sOniimleyici tarafindan {iretilecek tork ile karsilanacak ve sarkag tam dik konumda
(6=0) sifir iz ile (w=0) dengeye getirilmeye c¢alisilacaktir. Sarkacin kiiciik genlikli
hareketler yapacagi bir kisit olarak getirilirse, kiigiik agilar igin sinf~6 yaklasikligindan
dolayt sarkag geometrik olarak dogrusal davranacaktir. Ancak, (#=0, w=0) noktasina
konulacak 8, esik degerli bir konum 6l bolgesi sarkacin bu nokta civarinda dogrusal
davranmasina engel olacaktir.

z
A oM

/l

g E———

e

T®

T®
th

9{!1

Sekil 5. Ters donmiis sarkag modeli ve dogrusal olmayan konum denetim (7,) fonksiyonu.
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3.1.2 Tek esikli 6rnek durumun hareket denklemleri

Ornek durum igin konum denetiminde agisal yer degisikligi duyucusunun tek esikli bir
6lii-bolge icermesinden dolayr dogrusal davranmayan ters donmiis bir sarka¢ incelenecektir.
Bu sarkacin (Sekil 5) hareket denklemi -

10 +b0-mgl=T(t)-T,(0) (25)

seklindedir. Burada, denklemin sag tarafindaki girdiler 7(z) ve T.(11) asagida verilmistir.

T(t)= Asin(wyt) | " (26)
{0 ........ T '9|Seth}
T.(6)= » @7
k(0—sgn(6)-6y,) ...... 6] > 6y,

- Denklem (26)’da A4 girdi torkunun genlidi ve aj, ise sistemi siiriim frekansidir.

Sarkacin agisal konumunu birinci durum degiskeni (x;=6), agisal hizim ikinci durum
" ‘degiskeni (x;=w) olarak tammladiktan sonra; otonom olmayan bu sistemi otonom hale
getirmek amaciyla girdi torkunun faz agis1 da {igiincti durum degiskeni (x;=¢=w,f) olarak
“tamimlanirsa, durum denklemlerini asagidaki gibi yazmak miimkiindiir.

Xy =X «
Xy=Asin(x3)/1—(b/1)x;~T,(x;)/I+(mgl/I)x;;(28)
X3 =@y '
Burada
O it Xy Sgh
To(x)= ROl o
k(x;—sgn(x;)-6,) ... lx1|>¢9th

Bu durumda sabit bir frekans ile stiriilen ters donmiig sarkacin faz uzayr 3-boyutlu
olacaktir. Ancak iiglincii eksen (x;) boyunca faz akisi sabit oldugu i¢in (x, = @,) ters

donmiis sarkacin dinamiginin karmasik hale getirilmelisine x; yontinden katki gelmeyecektir.
Dolayistyla sarkacin karmasik dinamigi 2-boyuttaki (f ve w) izdiisiimiine bakarak

131



S. GUrses, N. Akkas, B. E. Platin

incelenebilir. Bir baska deyisle karmasik dinamik, x;=sabit alinarak (§-w) diizleminde 2-
boyutlu bir akis olarak gortlebilir. x;=sabit alhinmasi, (26) numarali denklem geregi sistem
dinamiginin belirli bir anda dondurulmas: (x, = 0) veya sistem dinamigine girdi torkunun
yalnizca bir faz acist igin (x3=¢mb,~,=a)dt*; £ dinamigin xs;-ekseninde donduruldugu any
bakilmast anlamina gelecektir (Sekil 3). Dinamik sisteme bu sekilde bakmak Poincaré
tarafindan ortaya atilan stroboskobik yontem kullamlarak Poincaré mapping yapmak ile
6zdestir. Bu durumda, 28 numarali denklem, Denklem (29)’da verilen kosullar g6z oniine
ahindiginda agagidaki gibi iki ayr1 durum denklemi seti olarak yazilabilir.

51 [ o 1 |x 0
= _ + . eger |x1| <8, (30a)
X, | |mgl/l -b/I]x, T /1

EX 1 Ix 0 0
1= + +| . | eger |x;|> 6, (30b)
%, | |(mgl—k)/IT -b/I|x,| |ksgn(x)0,/I| T /1|

T* = T([*) = ASin(a)dt*) = A¢mbit | (31)

Yukardaki denklem takimlarindan, tek esikli-konum denetiminde ters doénmiis
sarkacin iki farkli sistem matrisi oldugu goriliir ve daha da ileri giderek sistemin dogrusal
olmayan bir gekilde davranmasinin nedeninin, sarkacin hareketinin iki farkh sistem matrisi
tarafindan belirlenmesi oldugu s6ylenebilir.

3.1.3 Ornek durum i¢in sistemin denge noktalarimin tammlanmasi ve kararhhik
analizi

Ters donmiis sarkacin 6rnek durumda verilen kosullarda denge noktalarini bulmak i¢in
Denklem (30) X = 0 icin ¢ozildigu takdirde, Denklem (30a) icin (x,,x,)=(0,0) noktasinin,
Denklem (30b) i¢in (x;,x;)=(%k6,/(mgl-k),0) noktalarimin sistemin denge noktalar1 oldugu
gortiliir. Sistemin her biri kendi i¢inde dogrusal davranan ve (x;<-8,, -84<x,;<8y, 0;<x,) ile
tanimlanan {i¢ par¢ali dinamiginde, sistemin denge noktalar1 her parca igin farkhidir. Kontrol
torku firetilmeyen durumda (birinci parca) denge noktas: yercekimi diiseyi iken, kontrol
torku tretilen durumda, eger x>0 ise (ikinci parca) denge noktast (~k6,/(mgl-k},0) olmakta,
x;<0 tken (ticlincli parga) ise denge noktasi (k6,/(mgl-k),0) olmaktadir. Bir bagka deyisle, x;
yercekimi diiseyinin 6l bolgeye kadar olan civarinda (|x,|<é,;) yercekimi diiseyi etrafinda
hareket etmektedir. Bu takdirde, yergekimi diiseyi gergek bir denge noktasi olmaktadir. Eger
oli bolge yer ¢ekimi diigeyinin sag tarafindan terk edilmisse (x,>0 ve x,>6,;), yercekimi
diigeyinin solunda kalan denge noktasi etrafinda, 61t boélge yer c¢ekimi diiseyinin sol
tarafindan terk edilmigse (x,<0 ve x;<-6,) yercekimi diiseyinin saginda kalan denge noktast
etrafinda hareket edecektir (Sekil 5). Son iki durumdaki denge noktalari ait olduklar:
bolgeler disinda yer aldiklar igin sistemin sanal denge noktalarim olusturmaktadir. Bu ii¢
parcanin sistem dinamigi i¢inde birbirleriyle olan iliskisini anlamak i¢in {i¢ denge noktasinin
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da kararlilik analizinin yapilmas: gerekmektedir.

Bir denge noktasinin kararliligim saptamak i¢in sisteme bu denge noktasinda kiigiik
bir rahatsizlik (77) vermek gerekir. Bu rahatsizigin zaman i¢indeki evrimi, sistemin bu
denge noktasmn kararliligin hakkinda bir fikir verecektir. Eger Denklem (3) ve (4)
hatirlanacak olursa, sistemin bu denge noktasinda hesaplanacak Jacobian’nmn 6zdegerleri
verilen rahatsizhiin biiyiikliigiinlin zaman igindeki evrimini tayin edecektir.

Dogrusal davranmayan ornek sistem li¢ par¢ali dogrusal alt sistemlerden olustugu igin
her alt sistemin Jacobian’t kendi sistem matrisine esittir. Bu {i¢ parca i¢in Denklem (28)
‘kullanilarak Jacobian hesaplandiginda, yukarida birinci parga olarak tammlanan boélge igin

0 1 0
Jy=||mgl/I -b/I| Acos(x3)/I (33a)
0o 0 0

ikinci ve ligiincii parga olarak tanimlanan sag ve soldaki iki bélge igin ise

0 1 0
J23= [(ng—k)/I —b/I} Acos(x3)/I| (33b)
0 0 0

bulunurf

Her {i¢ parga igin de Jacobian, ligiincii faz degiskeninin fonksiyonu gibi goriinse de; o
6z-dogrultuda faz akigt sabit oldugundan sistemin kararhilik analizi i¢in bu dogrultu
unutulabilir ve her Gi¢ parga i¢in de Jacobian sabit katsayih bir matrise doniiglir. Bir bagka
deyisle sistemin 3-boyutlu faz uzay: i¢indeki davranigi, (6-w) diizlemine “map” edilerek 2-
“boyutlu bir faz akig1 halinde incelenebilir ve bu akis igin sistemin kararliligi Denklem (33a)
ve (33b)’de verilen matrislerinin iki boyutlu alt sistemleri tarafindan belirlenir [Moon 1987].
Bu alt sistemler, Denklem (30a) ve (30b)’de verilen sistem matrislerinin kendisinden bagka
bir sey degildir. Bu durumda, sistemin denge noktalarmun kararhilik tayini i¢in Denklem
(30)’da verilen sistem matrislerinin 6zdegerlerine bakmak gerekir ve yeterlidir.

3.2 Benzetim sonuglar
3.2.1 Durum I i¢in sistem parametrelerinin tayini

Denklem (25), (26) ve (27) ile tamimlanan dogrusal olmayan konum denetimli ters
dénmiis bir sarkacin sistem parametreleri i¢in, gévdesinin tizerinde ters dénmiis bir sarkact
andiran insan bas1 érmegine karsin gelen su degerler kullanilacaktir [Giirses, Dhaher, Hain,
Keshner 2005): m=4.5kg, [=0.07m, I=0.0233kgm’, g=9.81ms”, k=10N.m/rad,
b=0.0IN.m.s/rad. Bu parametre degerleri ile, Denklem (30a)’daki sistem matrisinin
ozdegerleri +11.30 ve —11.73, Denklem (30b)’deki sistem matrisinin 6zdegerleri ise —
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0.215+17.22i olarak bulunur. Denklem (30a)’nimn ifade ettigi hal icin konum denetiminde ters
donmils sarkacin denge noktast pozitif 6zdeger ile ilintili kararsiz bir 6z-dogrultu
tasimaktadir. Boyle art1 ve eksi dzdeger ¢ifti igeren bir denge noktas: “eger noktas1” olarak
adlandinlmaktadir. Sistem davramisin fiziksel agiklamasi olarak; konum denetimi olarak
tretilmesi gereken denetim torku, duyucu esifinden dolayl, I|x,]<6,; oldugunda
tiretilemeyecek ve sarkag yercekimi etkisiyle iist konum civarmdan aynlarak dismeye
baslayacaktir. Iste bu ayrilma, kararsiz davranan &6z-dogrultu ile temsil edilmektedir.
Denklem (30b) ile temsil edilen (jx,[>§;) iki durumda ise, duyucu esik degeri asildigindan
oOtiirti konum denetimi icin gerekli tork iiretilip sisteme verilmektedir. Bu bolgeler i¢in sistem
matrisinin 6zdegerlerine bakildiginda gercek kismi negatif olan karmasik sayr giftini
gérmekteyiz. Bu durum, topolojik olarak kararl: spiral diye bilinir [Strogatz 1994] ve denge
noktasinin kararli davrandigi anlamina gelir. Bu bolgede, sistem kendisinin simetrigi olan
diger bolge icinde bulunan sanal denge noktasmna dogru kararl: bir sekilde siriiliir. Ornegin,
sistem yoriingeleri eger 6l bolgeyi yer ¢cekimi diigeyinin sag tarafindan (x>0 ve x;>8,,) terk
etmis ise, yergekimi diiseyinin solunda kalan noktaya dogru denge noktasimin kararl spiral
karakterinden dolay: ¢ekilecektir. Ancak, yériingeler sol taraftaki noktaya yaklastiklarinda,
bu kez sag taraftaki kararh spiral onlarn kendisine dogru ¢ekmeye baslayacaktir. Dogrusal
olmayan bu sistemin sergiledigi dinamik, yer ¢ekimi diiseyinin sag ve sol taraflar arasinda
gidip gelmelerle kalmamakta; yer ¢cekimi diiseyi civarindaki 6lii bolgeden gecerken de, her
iki taraftaki ¢ekicinin yok olmastyla ortaya ¢ikan yer ¢ekiminin kararsizhik etkisine bagh bir
6z-dogrultuda hizla bir tarafa dogru diismeye baglamaktadir. Sistemin maruz kaldig bu tiir
¢ekme ve diisme tarzmdaki farkli dinamikler sistemin davramigimn bir siire sonra
kestirilemez olmasma neden olmaktadir. Bu durum dogrusal olmayan sistemler dinamiginde
ikili catallanma diye adlandiriiir [Moon 1987; Baker, Gollub 1990] ve bazi sistem
parametreleri i¢in pes pese gelen dallanmalar karmasa (kaos) ile sonuclanabilir.

3.2.2 Durum I icin sistem denklemlerinin zaman ¢éziimleri (Kaotik davrams)

Insan govdesinin {izerinde duran bagm sagittal diizlemdeki denge hareketini temsil
eden ters donmis sarka¢ dinamigi MATLAB SIMULINK® ortammda modellenmistir.
Mode! denklemleri, durum degiskenleri olarak secilen agisal konum ve agisal hiz igin sayisal
integrasyon teknigi ile ¢6ziilmustiir. Benzetimlerde, sistem, genligi 0.1 N.m ve frekansi 0.81
Hz olan bir siniis girdisi ile siiriilmiig, yukarida verilen parametre degerleri ve 0.01 saniyelik
integrasyon adimlart kullanilmigtir. Benzetimin 70-90 saniyeler arasindaki bolimii agisal
konum ve agisal hiz i¢in Sekil 6a’da verilmistir. Sekil 6b ise 180 saniye siiren agisal konum
ve acisal hiz zaman serilerinin frekans uzaymdaki hizli Fourier doniistimlerini (FFT)
gostermektedir.

Sekil 6b’de 2 Hz civarinda goriilen tepe, bag-boyun sisteminin dogal frekansidir [Peng
1996]. Sekil 7 ise, aym1 zaman c¢oziimleri kullamilarak, ters donmiis sarkacin faz uzay
icindeki desenini gostermektedir. Bu 2-boyutlu diizlemsel karmagik bir akistir ve bu akigin
enlemesine diizlemi kestigi noktalar Poincaré noktalan olarak (A) gosterilmistir. Bir bagka
deyisle, eger ters donmiis sarkacin dinamiginin 3-boyutlu oldugu hatirlanacak olursa,
Poincaré noktalar1 x;-eksenine enlemesine ilk donils zamant (//f;) araliklariyla alinms faz
noktalaridir. Sekil 7 sarka¢ dinamiginin ve Poincaré noktalarmin (f-w) dizlemindeki
izdiigtimiidiir.
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Sekil 6. Basin 70-90 saniyeler arasinda benzetimi yapilan salimmlarinin zaman serileri (A)
ve 180 saniye siiren ayni1 benzetim sonuglarin zaman serilerinin FFT leri (B)
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Sekil 7. Bagin 180 saniye siire ile benzetimi yapilan salimmlarimin faz uzayinda temsili.

Sekil 7°deki Poincaré kesitine yakindan bakilacak olursa, bu kesitteki faz noktalarinin
ters donmis sarka¢ dinamiginin eger noktasinin kararsiz 6z-dogrultusundan ve kararh spiral
seklindeki sistem yoriingelerinden gegtigi fark edilebilir. Bir baska deyisle, sistem
dinamiginin uzadift yo6n eger noktasimn kararsiz 6z-dogrultusudur. Bu dogrultuda
birbirlerine ¢ok yakin iki komsu faz noktasi, zaman iginde birbirinden ¢ok ayri diisebilir. Bu
wraksamanin bir 6lgiisti Denklem (10), (12) ve (18)’de ifade edildigi gibi sistemin en biiyiik
Lyapunov tistelidir (LLE). Sekil 8a, yukarida verilen sistem parametreleri kullamlarak (Sekil
7°de verilen diizlemsel akis igin) bulunan LLE grafigini géstermektedir. Bu LLE Sekil 1°de
verilen yontem aracilifiyla hesaplanmistir.

Sekil 8b ise aymi kosullarda LLE’nin Poincaré kesitinden elde edilmesini
gostermektedir. G6ze carpan 1lk husus, Poincaré kesitinden elde edilen LLE’nin, Sekil
8a’dakinden ¢ok daha kisa bir siire icinde kalic1 degerine (0.75 sn™') yakinsamasidir. Her iki
sekilde de hesaplanan LLE’ler (>0), bu parametreler ile siiriilen ters donmiis sarkag
sisteminin kaotik davrandigini isaret etmektedir.
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Sekil 8 LLE nin zaman i¢inde degisimi
A: Sistem denklemleri kullanarak
B: Poincaré kesitinden Boltim 2.3.2°de verilen yontem araciliiyla

Kullamlan 6rnekte sistemin hareket yasalart bilinmektedir. Ancak karmagsik davranis
gosteren sistemlerin hareket yasalarnn genellikle bilinmez. Bu durumdaki sistemlerin
dinamikleri hakkinda bilgi sahibi olurken,. gelistirilen bu yontemin kullanilmas: 6nem
kazanacaktir.

4. Tartisma ve sonug

Biyolojik sistemler gibi yiiksek mertebeden karmasik sistemler ile ugrasirken
genellikle bu sistemleri yoneten yasalarn matematiksel olarak ifade etmek zor ve hatta
olanaksizdir [Boslough 1995]. Buna ragmen, bu tip sistemlerin dinamikleri hakkinda bilgi
sahibi olmak igin, fraktal gii¢ spektrumu, entropi, fraktal boyut hesabi gibi yontemler her
gegen giin daha fazla énem kazanmaktadir [Blacher ve Perdang 1981; Badii ve Politi 1997].
Dogrusal davranmayan bu sistemlerin dinamikleri secilen sistem parametrelerine ya da
gozlemlendikleri ilk durum degerlerine bagli olarak degisiklik gostermektedir. Boylesi
sistemlerin davranislart hakkinda kestirimde bulunmak ya da denetim stratejileri gelistirmek
i¢in sistem dinamiginin karakteristiklerinin tanimlanmasi1 gerekmektedir [Kang ve Dingwell
2006]. Sistemden elde edilen deneysel kayitlardan Lyapunov iistellerinin spektrumunu veya
LLE’sini hesaplayabilmek bu yontemler iginde en 6nemlilerindendir [Wolf 1985]. Bu tip
dinamik sistemlerin Poincaré kesitlerinin bazi degismez desen o6zellikleri tagsidifi Henri
Poincaré zamanindan beri bilinmektedir [Rabinovich 2000]. Bu calismada dinamigi
matematiksel olarak ifade edilebilen ancak analitik olarak c¢oziilemeyen, dogrusal
davranmayan, ikinci mertebeden ters dénmiig bir sarkacin, sayisal yontemler kullamlarak faz
uzay1 icinde ifade edilen dinamiginden alman Poincaré kesitlerinden LLE’sinin
hesaplanabilecedi gosterilmistir. Bu yontemin bir uygulamast icin, deneysel kayit olanaklan
olan karmagik biyolojik ve tibbi sistemlerin dinamiklerini sayisal yontemler kullanarak faz
uzaylan i¢inde temsil ederek [Farmer 1983; Nayfeh 1995] Poincaré kesitlerinden LLE
hesaplanabilecegi gosterilmistir [Gilirses, Dhaher, Hain, Keshner 2005]. Boylece, karmasik
sistemlerin tanimlanmasi, izlenmesi ve denetlenmesi i¢in kullamilabilecek bir yontem
tanttilmustir.
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