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TERS DÖNMÜS BIR SARKACIN DOGRUSAL OLMAYAN KONUM
DENETIMINDE EN BÜYÜK LYAPUNOV ÜSTELININ POINCARE KESITINDEN

ELDE EDILMESI

s. GÜRSESi, N. AKKASl, B. E. PLATIN2

Özet

Bu çalismada, iki mertebeli bir sistemden alinan Poincare kesitleri kullanilarak bu sistemin en büyük
Lyapunov üstelinin (LLE) hesaplanabilecegi gösterilmistir. Modelolarak dogrusalolmayan konum
denetimi yapilan ters dönmüs bir sarkaç kullanilmistir. Sistemin dogrusalolmayan davranisi, denetim
torkunun üretiminde geri besleme bilgisi olarak kullanilan açisal konumdaki ölü bölgeden
kaynaklanmaktadir. Yay sabiti, sönümlenme katsayisi, konumdaki ölü bölge esik degeri gibi sistem
parametreleri degistirilerek, sistemin dinamik davranisinin kaotik olmasi saglanmistir. Söz konusu
sarkaç dinamigi MA TLAB SIMULINK® ortaminda modellenmistir. Model denklemleri, durum
degiskenleri olarak seçilen açisal konum ve açisa] hiz için sayisal integrasyon teknigi ile çözülmüstür.
Bu çözümler sistemin davranisini faz uzayinda temsil etmek için kullanilmistir. Çözümler elde
edilirken, sistem yörüngelerine verilen bir rahatsizligin zaman içindeki degisimi ve gelisimi izlenmis,
bu veriler kullanilarak sistemin LLEsi bulunmustur.. Kaotik davranan sarkacm. LLEsi Poincare
kesitleri kullanilarak da hesaplanmis ve ayni sistemin hareket denklemleri kullanilarak hesaplanan
LLEsi ile karsilastinlrtustir.

Abstract

Computing the largest Lyapunov exponent (LLE) of a 2-D planar flow through its Poincare section is
shown to be possible in this study. An inverted pendulum with nonlinear position control is used as a
mathematical modeL. The nonlinearity imposed on the model is caused by a dead-zone assigned to the
position sensor. The dynamical system is forced to behave chaotically by tuning the system
parameters; such as, the stiffness, damping, or the width of the dead-zone of the sensor.MA TLAB
SIMULINK® is used as the media to build the mathematical model of the system. The goveming
equations of the system are solved by using numerical integration techniques for angular position and
angular velocity, which are used as the state variables in constructing the dynamical behavior of the
system in the phase plane. A parallel processing algorithm working with numerical integration ofthe
system' s governing equations is developed in ord er to follow the fate of a perturbation given to the
states at a time. LLE of the dynamical system is generated by using this algorithm and compared with
the LLE estimate computed through the Poincare section of the dynamical system.

1. Giris

Kararsiz olmayan dinamik sistemler kararli dengeye gelebilirler; peryodik, yari­
peryodik yada kaotik davranabilirler. Kararli ya da peryodik davranmayan bu tür dinamik
sistemlerin incelenmesinde geometriye dayanan yöntemler gittikçe önem kazanmaktadir.
Bunun bir nedeni de, bu tür sistemlerin zaman içindeki davranislarinin kritik bir süreden
sonra kestirilememesidir. Ancak, bu çesit dinamik sistemler hala bazi deterministik (uzaysal
anlamda) özellikler göstermektedirler ve "kaotik sistemler" olarak adlandirilmaktadir
[Kaplan, Glass 1995, Faure, KOffi 2001]. Nitekim, ayni sistemler faz uzaylari içinde de ifade
edilebilirler ve bu uzaylardan alinan Poincare kesitlerinde gözlenen desenler bazi degismez
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özellikler tasimaktadir. Bu çalismada, dinamik sistemlerden alinan Poincare kesitlerinin
tasidigi degismez özellikler kullanilarak sistemin en büyük Lyapunov üstelinin
hesaplanabilecegi gösterilmistir.

Kaotik dinamik sergileyebilen karmasik bir sistemin degerlendirilmesinde sistemin
"en büyük Lyapunov üstelinin (LLE)" hesaplanabilmesi önemlidir [Haken 1985]. LLE,
dinamik bir sistemin en büyük ortalama özdegeri olarak görülebilir [Wolf, Swift, Swinney,
Vastano 1985]. LLE 'nin ortalama olmasinin nedeni kaotik davranan sistemin sinirlilik

kosulu altinda dogrusal davranamayacagi ve dolayisiyla faz uzayi içinde dogrusalolmayan
bir davranis sergileyecegidir. LLE, sinirli bir faz uzayi içinde herhangi bir anda birbirine çok
yakin olan iki sistem yörüngesinin zaman içinde komsuluk iliskilerinin ne olacagi hakkinda
fikir vermektedir [Kinsner 2006]. Örnegin, birbirine çok yakin komsu olan iki yörüngenin
zaman içinde bu komsuluklarini yitirmesi ve daha önce birbirlerine çok uzak yörüngeler ile
komsuluk iliskilerine girebiliyorlar olmasi, sistemin sinirli faz uzayi içinde kararsiz davranan
bir öz-dogrultusunun varligini (LLE>O) göstermektedir. Bu nedenle, hareket denklemleri
bilinmeyen fakat karmasik davranis sergileyen dinamik sistemler hakkinda deneysel
kayitlardan fikir sahibi olabilmek için LLE'nin sayisal yöntemler ile hesaplanabilmesi
önemlidir [Wright 1984; Wolf, Swift, Swinney, Vastano 1985; Hegger, Kantz, Schreiber
1999].

Bu çalismada, .iki mertebeli bir sistemden alinan Poincare kesitleri kullanilarak bu
sistemin LLE'sinin hesaplanabilecegi gösterilmistir. Model olarak dogrusalolmayan konum
denetimi yapilan ters dönmüs bir sarkaç kullanilmistir. Sistemin dogrusalolmayan davranisi,
denetim torkunun üretiminde geri besleme bilgisi olarak kullanilan konumdaki ölü bölgeden
kaynaklanmaktadir. Sistemin yay sabiti, sönümlenme katsayisi, konumdaki ölü bölge esik
degeri gibi parametreleri degistirilerek, dinamik davranisinin peryodik, yari-peryodik ve
kaotik olmasi saglanmistir. Kaotik davranan ters dönmüs sarkaein LLE'si hem hareket
denklemlerinden hem de Poincare kesitlerinden hesaplanmistir.

2. Yöntem

2.1 Dinamik bir sistemin LLE'sinin tanimlanmasi

2.1.1 Dinamik bir sistemin hareket denklemlerinin zamanin sürekli fonksiyonu
olarak ifade edilmesi

Mertebesi n olan, zorlanmamis ve zamana göre degismez özellikleri olan, yani otonom
bir dinamik bir sistemin hareket denklemleri durum uzayinda

;(t) = dX(t) = Jri(t)) (1)
dt

seklinde yazilabilir. Burada, t zamani, i( t) sistemin zamanin sürekli fonksiyonu olan

durum degisken vektörünü, f(i(t))ise ii bilesenlerinin her biri yalnizca durum

degiskenlerine bagli n-tane dogrusalolmayan fonksiyonu göstermektedir. Denklem (1) ile
verilen dinamik sistemin çözümü olan bir yörüngeye bir ij(t) rahatsizligi verildigi

düsünülürse, o zaman yeni çözüm asagidaki gibi yazilabilir.
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x*(t)= X(t)+ij(t) (2)

Sistemin sinirli bir dinamik sergilernesi halinde, sistem yörüngelerine verilen bu ij( t)
rahatsizliginin zaman içindeki evrimi dinamik sistemin davranisi hakkinda önemli bilgiler
sunmaktadir [Moon 1987]. Rahatsizligin zaman içindeki davranisinin ifadesi

/j(t) = \11(x(t)) ·ij(t)

seklindedir. Burada,

(3)

(4)

olarak verilen nxn boyutlannda bir matristir, sistemin "Jacobian"i olarak bilinir ve açik
ifadesi asagidaki gibidir.

aiix)! ax]aiix)! aX2ajj(x)! aXn

aI2(x)! ax]

aI2(x)! aX2aI2(x)! aXn

Jnxn=

1(5)

ain(x)! ax]

ain(x)! aX2ain(x)! aXn

2.1.2 n-mertebeli dinamik bir sistemin hareket denklemlerinin kesikli hale

getirilmesi

Denklem (1), bahis konusu olan dinamik sistemin n-mertebeli diferansiyel hareket
denkleminin zamanin sürekli fonksiyonu olan n-tane durum degiskeni kullanilarak, n-tane
birinci mertebeden baglasik diferansiyel denklem takimi olarak ifade edilmis halidir. Zaman
içinde sürekliligi olan bu n-tane durum denklemi bazi kosullar altinda, durum degiskenleri
zaman içinde "kesikli" hale getirilerek n-tane fark denklemi olarak yazilabilir.

(6)

Denklem (6)'da, m sayisal integrasyondaki adim sayisini, xm ise durum degisken

vektörünün m'ninci adimdaki degerini göstermektedir.

Bu durumda, Denklem (2) ve (3) de sirasiyla,
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(7)

(8)

seklinde fark denklemleri olarak yazilabilir.

Dinamik sistemin hareket denklemini zamamn sürekli fonksiyonu olarak diferansiyel
denklem seklinde degil de, zaman içinde kesikli davranan fark denklemi olarak yazmak,
sistem yörüngelerinin sayisal çözümlemeyle elde edilmesinde kolaylik saglamaktadir.
Sistem yörüngelerinin sayisal integrasyon teknikleri kullamlarak elde edilmesinin baslica
nedeni, dogrusal davranmayan dinamik sistemlerin hareket denklemlerinin genellikle
analitik çözümleri bulunmamasidir.

Dinamik bir sistemin dogrusalolmayan davramsinin karakterize edilebilmesi için;
sistem yörüngelerine m'ninci adimda verilen rahatsizligin zaman içindeki evriminin
izlenmesi çok önemli oldugundan dolayi, Denklem (8) bir sonraki integrasyon adimi için

(9)

seklinde yazilabilir. Bu ifade ardisik k adim için genellenirse, iim 'nin zaman içindeki kesikli
evrimi elde edilir.

k-I

iim+k = f1VF(Xm+iJ-7]m
i=O

(lO)

2.1.3 Dinamik bir sistemin En Büyük Lyapunov Üstelinin (LLE) tanimlanmasi

Dinamik bir sisteme verilen ii rahatsizligimn büyüklük ölçüsü "Euelidian" olarak

(ll)

seklinde tanimlanirsa, Denklem (lO) yardimiyla asagidaki oran yazilabilir:

(l2)
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Denklem (12), m'ninci basamakta sisteme verilmis olan rahatsizligin büyüklügünün,
k'ninci basamaga gelindiginde almis oldugu degerle ilgili, dolayisiyla dinamik bir sisteme
verilen rahatsizligin büyüklügünün zaman içindeki evrimi ile ilgili bir metrik sunmaktadir.

Denklem (12)'de her iki tarafin logaritmasi alindiginda

Z (11i]m+dJ ~Z 1'\7 -(- )/n IIi]mll = {;o n vF xm+i (13)

elde edilir. Denklem (12)'nin sag tarafi kullanilarak dinamik bir sistemin en büyük
Lyapunov üsteli

(ili] m+k iiJ ~Ak1tZn IIi]mll

(14)

ifadesi yardimiyla bulunabilir. Burada, At iki integrasyonadimi arasindaki zaman farkidir ve
A.bir sabittir. Eger m'ninci adimda zaman sifir olarak (t=O}kabul edilirse, Denklem (14)
sisteme verilen rahatsizligin sürekli fonksiyonunu kullanarak

( 11i](t AI J = AkLitZn 11i](0)1I
(15)

seklinde de yazilabilir. Bu durumda k'ninci adimdaki zaman ise asagidaki gibidir.

t = kAt (16)

Ilk kez A. M. Lyapunov tarafindan tanimlanan dinamik bir sistemin en büyük Lyapunov
üsteli, ~ (LLE) özgün haliyle asagida verilmistir.

AL ~Lim(~)ln( 11i](t )11 Jt~OCJ t iii]( O )11

(17)

Dolayisi ile, ~ (LLE), Denklem (13) yardimiyla asagidaki gibi de ifade edilebilir.

(18)
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2.1.4 Dinamik bir sistemin LLE'sini hesaplamak için gelistirilmis bir yöntem

Hareket denklemi bilinen dinamik bir sistemin yörüngeleri sayisal integrasyon teknigi
ile çözülürken, eszamanli olarak sistem yörüngelerine verilecek bir rahatsizligin evriminin
ve LLE'sinin hesaplanmasi için gelistirilen bir yöntemin blok diyagrami Sekil 1'de
verilmistir [Gürses 2002].

Sekil l' de, dinamik sistemin dogrusalolmayan hareket denklemleri çözümüyle
(birinci döngü) es zamanli olarak sistemin Jacobian'i de hesaplanmaktadir (yerel
dogrusallastirma ve güncelleme). Jacobian, ikinci döngüde sistem yörüngelerine verilecek
bir rahatsizligin bir sonraki integrasyon adimindaki evrimini hesaplamak için
kullanilmaktadir. Bir baska deyisle, her integrasyon adiminda sisteme verilen rahatsizligin
kaderi o adim için hesaplanan Jacobian tarafindan belirlenmektedir. Her yeni integrasyon
adimi için birinci döngüden itibaren bu üç islem tekrarlanmaktadir.

Sekil 2 LLE'nin fiziksel yorumunu göstermektedir. Eger dinamik bir sistemin durum
uzayinda temsil edilen sistem yörüngelerine, durum uzayinin belirli bir noktasinda her öz­
dogrultu yönünde birim rahatsizlik verilirse; bu durum, merkezi rahatsizligin verildigi durum
noktasi olan bir hiper küre ile temsil edilebilir (Sekil 2- sol taraf, bu senaryonun 2-boyutta
temsilini göstermektedir).

Qrincidönv

Yerel dogrusallastirma
ve Jacobian güncellernesi

Vf(i)

ry(t)=Vf(i).ij(t)

i = f(i)

ij(t) ij(t)

Sistem
yörüngeleri

i(t)

AL(t) = ~.ln(Ilij(t)IIJt Ilij(O )11

GkincidönV••

Sekil 1. Hareket denklemleri bilinen dinamik bir sistemin LLE 'sini hesaplamak için
gelistirilen yöntem
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G t --? cx::i ..

Sekil 2. LLE 'nin fiziksel yorumu [Baker, Gollub 1990].

TJ sisteme bir "t" aninda her dogrultuda verilen birim rahatsizligi, Vi özvektörü, Ai ise
özdegeri göstermektedir. "Koyu" karakterler vektörel büyüklükler için kullanilmistir.

Bu hiper küre, dinamik sistemin yörüngeleri üzerinde hareket ettigi süre içinde
topolojik bir degisim geçirecektir. Bu degisim kürenin bazi öz-dogrultularda uzamasiyla
diger bazi öz-dogrultularda da kisalmasiyla gerçeklesecektir (Sekil 2 - sag taraf). Bu uzama
ve kisalmalarin yönlerini ve büyüklüklerini dinamik sistemin hareket denklemlerinin yerel
dogrusallastirilmasi sonucunda elde edilen Jacobian'in özdegerleri ve özvektörleri
belirleyecektir [Baker, Gollub 1990; Nayfeh ve Balachandran 1995].

2.2 Dinamik bir sistemin faz uzayindaki temsilinden Poincare kesitinin alinmasi

Dinamik bir sistemin faz uzayindan sistem yörüngelerine enlemesine alinan bir kesit
Poincare kesiti (E) olarak bilinir ve kesiti alma kosulu

ii(i)- F(i)::F O (19)

ile verilir [Nayfeh ve Balachandran 1995; Robinson 1999]. Denklem (19)'da ii, i durum

noktasinda yer alan ve vektör alani F'e teget olmayan (alani enlemesine kesen) E hiper­

yüzeyinin normal vektörüdür. Vektör alani F, dinamik sistemin hareket denklemlerinin
çözümünden elde edilen n-boyutlu durum uzayindaki akisi temsil etmektedir. E hiper-yüzeyi
n-boyutlu dinamik sistemin durum uzayinda n-I boyutlu bir yüzeydir (Sekil 3).
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Sekil 3. COd frekansi ile sürülen ters dönmüs bir sarkaçtan alinan Poincare kesiti (I:).
i: kesitindeki faz noktalan (A.) "Poincare mapping" olarak adlandirilir.

Dinamik bir sistemden Poincare kesiti elde etmek ilk kez Henri Poincare tarafindan

karmasik dinamik bir sistemin faz uzayinda temsilini basitlestirmek için gelistirilmis

stroboskobik bir yöntemdir [Baker ve Gollub 1990] ve Poincare mapping (P ) olarak bilinir.
Poincare mapping n-mertebeli otonom dinamik bir sistemin faz uzayinda n-I boyutlu bir
mapping'dir ve sembolik olarak

(20)

seklinde ifade edilir. Burada

(21)

olarak tanimlanan P(x) vektör alani P(x) ile asagidaki sekilde ilintilidir.

P( x ) = pr( x) (x) E i ; X E i (22)

Denklem (22)'de 7, "ilk dönüs zamani" olarak bilinir ve asagidaki gibi tanimlanir.

T(X) = infY > O:pt (x) E i} (23)

Bir örnek vermek gerekirse, sabit w d frekansi ile sürülen bir sarkaç için ilk dönüs
zamani da sabit bir degerdir ve br/w /ye esittir.
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2.3 Dinamik bir sistemin LLE'sinin Poincare kesitinden elde edilmesi

Sekil 4'te Poincare düzlemi (I;) üzerinde LLE hesaplamak için gelistirilen yöntem
tanitilmaktadir; x, Poincare kesitindeki faz noktalarini; P(x), Poincare mapping'i, LlP, sistem
dinamiginin bir sürüm periyodu içinde degistigi ortalama yön ve büyüklügünü; C4ontrol, sistem
dinamiginin bir sürüm periyodu içinde degistigi ortalama öz-dogrultu kestiriminin kontrol
parametresi; LlPr; zaman ileri dogru akarken C4onlrol açisi ile denetlenen öz-dogrultuda
mümkün olan en yakin komsuluk iliskisidir. Bu yöntemin ayrintisi asagida verilmistir
[Gürses 2002].

P(x )=x P(4 5 x )=x

~ 2 J~ ~O"t~1-,AP4 AP ~AP

P(x )=x 5 .ontlO~J L~5 6 AP xAP 2 P(x )=x ir P(X)=X i 2J 4

Sekil 4. Poincare düzlemi (I;) üzerinde LLE hesaplamak için gelistirilen yöntem

Adim I: Poincare kesitinde (I;) birinci Poincare noktasi .1\ için ~ = PCxl) - Xi hesaplanir.

Adim II: Xi için Mr=P(xJ-xl bulunur; burada r=2,3, ...,k-1 ve

k = raund (Tp ( 21C / OJd )), Tp benzetim süresi, w d ise sürüm frekansidir.

Adim III: ~, Mr ile karsilastirilir; eger herhangi bir r için IL1Prl <i~i ve

La tan 2( L1Pr) - a tan 2(~)1 <.:;, akantrol ise bu kosullari saglayan Mr ler içinden

mine ILlf:.I) karsilik gelen X r Poincare noktasi PCxJ ileyer degistirir. Bu durumda ~,

Mr ile yer degistirmis olacaktir. akonlrol açisi sistem dinamiginin her bir sürüm periyodunda
ortalama uzama ya da kisalma öz-dogrultu kestirimindeki hatayi denetlemektedir ve
genellikle 5° altinda tutulmaktadir.

Adim IV: Yukaridaki ilk üç adimdaki islemler diger Poincare noktalari (x) için

tekrarlanir;j=2,3,,,.,k-1 ve r=3,4, ...,k-l. Böylece tüm Poincare noktalari için, zaman ileriye
dogru akarken, Adim III' deki kosul kontrol edilmis ve gerekli noktasal degisiklikler
yapilmistir.
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Adim V: LLE'nin kestirimi dinamik bir sistemin Poincare kesitine (E) "map" edilmis

Poincare faz noktalari (.r.j E I) arasinda zaman ileriye dogru akarken mümkün olan en

yakin komsuluk iliskisinin evrimi

AL =i log2(1L1P(Xj+1JI/IL1P(xjJIJ
j=l tj

(24)

seklinde hesaplanir. Burada, tj faz akisinin (ft (x) ) Poincare düzlemini (E) x j noktasinda

geçme anidir (r(xj) = fttj (x j) E i:;) ve Denklem (23) hatirlanacak olursa t j = jr 'dir.

3. Sonuçlar

3.1 Matematiksel modelleme

3.1.1 Dogrusalolmayan konum denetiminde ters dönmüs sarkaç modelinin
tanitilmasi

Sekil 5'de O dönme noktasinda bir dönel yay ve bir dönel sönümleyici bulunan ters
dönmüs bir sarkaç görülmektedir; CM kütle merkezini, m ve i sirasiyla ters dönmüs sarkacin
kütlesini ve CM'e göre eylemsizlik dönme momentini, k yay sabitini, b sönümlenme
katsayisini, g ise yerçekimi ivmesini göstermektedir. Sarkaca verilecek T(t) rahatsizligi bu
yay ve sönümleyici tarafindan üretilecek tork ile karsilanacak ve sarkaç tam dik konumda
(8=0) sifir hiz ile (0)=0) dengeye getirilmeye çalisilacaktir. Sarkacin küçük genlikli
hareketler yapacagi bir kisit olarak getirilirse, küçük açilar için sine;::;e yaklasikligindan
dolayi sarkaç geometrik olarak dogrusal davranacaktir. Ancak, (8=0, 0)=0) noktasina
konulacak eth esik degerli bir konum ölü bölgesi sarkacin bu nokta civarinda dogrusal
davranmasina engelolacaktir.

CM

"i"
1
g

Sekil 5. Ters dönmüs sarkaç modeli ve dogrusalolmayan konum denetim (Tc) fonksiyonu.

130



Ters Dönmüs Bir Sarkacin DogrusalOlmayan Konum Denetiminden En Büyük Lyapunov Üstelinin Poincar' Kesitinden Elde Edilmesi

3.1.2 Tek esikli örnek durumun hareket denklemleri

Örnek durum için konum denetiminde açisal yerdegisikligi duyucusunun tek esikli bir
ölü-bölge içermesinden dolayi dogrusal davranmayan ters dönmüs bir sarkaç incelenecektir.
Bu sarkacin (Sekil 5) hareket denklemi

ie +be-mgie =T(t)-Tc(e) (25)

seklindedir. Burada, denklemin sag tarafindaki girdiler T(t) ve TlD) asagida verilmistir.

T(t) = Asin(mdtJ (26)

Denklem (26)' da A girdi torkunun genligi ve md ise sistemi sürüm frekansidir.

Sarkacin açisal konumunu birinci durum degiskeni (xi=B), açisal hizini ikinci durum
degiskeni (x2=m) olarak tanimladiktan sonra; otonom olmayan bu sistemi otonom hale
getirmek amaciyla girdi torkunun faz açisi da üçüncü durum degiskeni (x3=<jJ=mdt) olarak
tanimlanirsa, durum denklemlerini asagidaki gibi yazmak mümkündür.

Burada

Te( Xj ) = {a , ·..···Ix il';Blh} (29)k(xj-sgn(xj)·eth) ··· .. ·IXjl>eth

Bu durumda sabit bir frekans ile sürülen ters dönmüs sarkacin faz uzayi 3-boyutlu

olacaktir. Ancak üçüncü eksen (X3) boyunca faz akisi sabit oldugu için (xJ = md) ters

dönmüs sarkacin dinamiginin karmasik hale getirilmelisine X3 yönünden katki gelmeyecektir.
Dolayisiyla sarkacin karmasik dinamigi 2-boyuttaki (8 ve w) izdüsümüne bakarak
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incelenebilir. Bir baska deyisle karmasik dinamik, x3==sabit alinarak (8-w) düzleminde 2­
boyutlu bir akis olarak görülebilir. x3==sabit alinmasi, (26) numarali denklem geregi sistem

dinamiginin belirli bir anda dondurulmasi (x3 == O) veya sistem dinamigine girdi torkunun

yalnizca bir faz açisi için (X3=fjlsabil=OJdl*; i*: dinamigin xrekseninde donduruZdugu an)

bakilmasi anlamina gelecektir (Sekil 3). Dinamik sisteme bu sekilde bakmak Poincare
tarafindan ortaya atilan stroboskobik yöntem kullanilarak Poincare mapping yapmak ile
özdestir. Bu durumda, 28 numarali denklem, Denklem (29)'da verilen kosullar göz önüne
alindiginda asagidaki gibi iki ayri durum denklemi seti olarak yazilabilir.

[:} [ mg~II - ~ II i::H/ii] eger 1+;et' (30.)

T' = T(t') = Asin(mdt') = Arf>sabil (31)

Yukardaki denklem takimlarindan, tek esikli konum denetiminde ters dönmüs
sarkaem iki farkli sistem matrisi oldugu görülür ve daha da ileri giderek sistemin dogrusal
olmayan bir sekilde davranmasinin nedeninin, sarkaem hareketinin iki farkli sistem matrisi
tarafindan belirlenmesi oldugu söylenebilir.

3.1.3 Örnek durum için sistemin denge noktalarinin tanimlanmasi ve kararlilik
analizi

Ters dönmüs sarkaein örnek durumda verilen kosullarda denge noktalarini bulmak için

Denklem (30) x = O için çözüldügü takdirde, Denklem (30a) için (Xi,X2)=(O,O) noktasinin,
Denklem (30b) için (xi,x2)=(±k()I/(mgl-k),O) noktalarinm sistemin denge noktalari oldugu
görülür. Sistemin her biri kendi içinde dogrusal davranan ve (XI<-()Ih, -()lh<XI<()lh, ()lh<Xi) ile
tanimlanan üç parçali dinamiginde, sistemin denge noktalari her parça için farklidir. Kontrol
torku üretilmeyen durumda (birinci parça) denge noktasi yerçekimi düseyi iken, kontrol
torku üretilen durumda, eger XI>O ise (ikinci parça) denge noktasi (-k()tI/(mgl-k),O) olmakta,
XI<O iken (üçüncü parça) ise denge noktasi (k()th/(mgl-k),O) olmaktadir. Bir baska deyisle, Xi

yerçekimi düseyinin ölü bölgeye kadar olan civarinda (IXil< ()th) yerçekimi düseyi etrafinda
hareket etmektedir. Bu takdirde, yerçekimi düseyi gerçek bir denge noktasi olmaktadir. Eger
ölü bölge yer çekimi düseyinin sag tarafindan terk edilmisse (xi>O ve XI>()th), yerçekimi
düseyinin solunda kalan denge noktasi etrafinda, ölü bölge yer çekimi düseyinin sol
tarafindan terk edilmisse (xl<O ve XI<-()th) yerçekimi düseyinin saginda kalan denge noktasi
etrafinda hareket edecektir (Sekil 5). Son iki durumdaki denge noktalari ait olduklari
bölgeler disinda yer aldiklari için sistemin sanal denge noktalarini olusturmaktadir. Bu üç
parçanin sistem dinamigi içinde birbirleriyle olan iliskisini anlamak için üç denge noktasinin
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da kararlilik analizinin yapilmasi gerekmektedir.

Bir denge noktasinin kararliligini saptamak için sisteme bu denge noktasinda küçük
bir rahatsizlik (if) vermek gerekir. Bu rahatsizligin zaman içindeki evrimi, sistemin bu

denge noktasinin kararliligi hakkinda bir fikir verecektir. Eger Denklem (3) ve (4)
hatirlanacak olursa, sistemin bu denge noktasinda hesaplanacak Jacobian'nin özdegerleri
verilen rahatsizligin büyüklügünün zaman içindeki evrimini tayin edecektir.

Dogrusal davranmayan örnek sistem üç parçali dogrusal alt sistemlerden olustugu için
her alt sistemin Jacobian'i kendi sistem matrisine esittir. Bu üç parça için Denklem (28)
.kullanilarak Jacobian hesaplandiginda, yukarida birinci parça olarak tanimlanan bölge için

(33a)

ikinci ve üçüncü parça olarak tanimlanan sag ve soldaki iki bölge için ise

(33b)

bulunur.

Her üç parça için de Jacobian, Üçüncü faz degiskeninin fonksiyonu gibigörünse de; o
öz-dogrultuda faz akisi sabit oldugundan sistemin kararlilik analizi için bu dogrultu
unutulabilir ve her üç parça için de Jacobian sabit katsayili bir matrise dönüsür. Bir baska
deyisle sistemin 3-boyutlu faz uzayi içindeki davranisi, (O-w) düzlemine "map" edilerek 2­
boyutlu bir faz akisi halinde incelenebilir ve bu akis için sistemin kararliligi Denklem (33a)
ve (33b)'de verilen matrislerinin iki boyutlu alt sistemleri tarafindan belirlenir [Moon 1987].
Bu alt sistemler, Denklem (30a) ve (30b)' de verilen sistem matrislerinin kendisinden baska
bir sey degildir. Bu durumda, sistemin denge noktalarinin kararlilik tayini için Denklem
(30)'da verilen sistem matrislerinin özdegerlerine bakmak gerekir ve yeterlidir.

3.2 Benzetim sonuçlari

3.2.1 Durum i için sistem parametrelerinin tayini

Denklem (25), (26) ve (27) ile tanimlanan dogrusalolmayan konum denetimli ters
dönmüs bir sarkacin sistem parametreleri için, gövdesinin üzerinde ters dönmüs bir sarkaci
andiran insan basi örnegine karsin gelen su degerler kullanilacaktir [Gürses, Dhaher, Hain,
Keshner 2005]: m=4.5kg, 1=O.07m, I=O.0233kgm2, g=9.81ms·2, k=l ON m/ra d,
b=O.OlNm.s/rad. Bu parametre degerleri ile, Denklem (30a)'daki sistem matrisinin
özdegerleri +11.30 ve -11.73, Denklem (30b)'deki sistem matrisinin özdegerleri ise-
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0.215± 17.22i olarak bulunur. Denklem (30a)'nin ifade ettigi hal için konum denetiminde ters
dönmüs sarkaein denge noktasi pozitif özdeger ile ilintili kararsiz bir öz-dogrultu
tasimaktadir. Böyle arti ve eksi özdeger çifti içeren bir denge noktasi "eger noktasi" olarak
adlandinlmaktadir. Sistem davranisinin fiziksel açiklamasi olarak; konum denetimi olarak
üretilmesi gereken denetim torku, duyucu esiginden dolayi, IXii<etli oldugunda
üretilemeyeeek ve sarkaç yerçekimi etkisiyle üst konum civarindan ayrilarak düsmeye
baslayacaktir. Iste bu ayrilma, kararsiz davranan öz-dogrultu ile temsil edilmektedir.
Denklem (30b) ile temsil edilen (Ixii>etli) iki durumda ise, duyucu esik degeri asildigindan
ötürü konum denetimi için gerekli tork üretilip sisteme verilmektedir. Bu bölgeler için sistem
matrisinin özdegerlerine bakildiginda gerçek kismi negatif olan karmasik sayi çiftini
görmekteyiz. Bu durum, topolojik olarak kararli spiraldiye bilinir [Strogatz 1994] ve denge
noktasinin kararli davrandigi anlamina gelir. Bu bölgede, sistem kendisinin simetrigi olan
diger bölge içinde bulunan sanal denge noktasina dogru kararli bir sekilde sürülür. Örnegin,
sistem yörüngeleri eger ölü bölgeyi yer çekimi düseyinin sag tarafindan (xi>O ve Xj>etli) terk
etmis ise, yerçekimi düseyinin solunda kalan noktaya dogru denge noktasinin kararli spiral
karakterinden dolayi çekilecektir. Ancak, yörüngeler sol taraftaki noktaya yaklastiklarinda,
bu kez sag taraftaki kararli spiral onlari kendisine dogru çekmeye baslayacaktir. Dogrusal
olmayan bu sistemin sergiledigi dinamik, yer çekimi düseyinin sag ve sol taraflari arasinda
gidip gelmelerle kalmamakta; yer çekimi düseyi civarindaki ölü bölgeden geçerken de, her
iki taraftaki çekicinin yok olmasiyla ortaya çikan yer çekiminin kararsizlik etkisine bagli bir
öz-dogrultuda hizla bir tarafa dogru düsmeye baslamaktadir. Sistemin maruz kaldigi bu tür
çekme ve düsme tarzindaki farkli dinamikler sistemin davranisinin bir süre sonra
kestirilemez olmasina neden olmaktadir. Bu durum dogrusalolmayan sistemler dinamiginde
ikili çatallanma diye adlandinlir [Moon 1987; Baker, Gollub 1990] ve bazi sistem
parametreleri için pes pese gelen dallanmalar karmasa (kaos) ile sonuçlanabilir.

3.2.2 Durum i için sistem denklemlerinin zaman çözümleri (Kaotik davranis)

Insan gövdesinin üzerinde duran basin sagittal düzlemdeki denge hareketini temsil
eden ters dönmüs sarkaç dinamigi MA TLAB SIMULINK® ortaminda modellenmistir.
Model denklemleri, durum degiskenleri olarak seçilen açisal konum ve açisal hiz için sayisal
integrasyon teknigi ile çözülmüstür. Benzetimlerde, sistem, genligi 0.1 N.m ve frekans i 0.81
Hz olan bir sinüs girdisi ile sürülmüs, yukarida verilen parametre degerleri ve 0.01 saniyelik
integrasyon adimlari kullanilmistir. Benzetimin 70-90 saniyeler arasindaki bölümü açisal
konum ve açisal hiz için Sekil 6a' da verilmistir. Sekil 6b ise 180 saniye süren açisal konum
ve açisal hiz zaman serilerinin frekans uzayindaki hizli Fourier dönüsümlerini (FFT)
göstermektedir.

Sekil6b'de 2 Hz civarinda görülen tepe, bas-boyun sisteminin dogal frekansidir [Peng
1996]. Sekil 7 ise, ayni zaman çözümleri kullanilarak, ters dönmüs sarkacin faz uzayi
içindeki desenini göstermektedir. Bu 2-boyutlu düzlemsel karmasik bir akistir ve bu akisin
enlemesine düzlemi kestigi noktalar Poincare noktalari olarak (.•. ) gösterilmistir. Bir baska
deyisle, eger ters dönmüs sarkacin dinamiginin 3-boyutlu oldugu hatirlanacak olursa,
Poineare noktalari x;-eksenine enlemesine ilk dönüs zamani (f/fd) araliklariyla alinmis faz
noktalaridir. Sekil 7 sarkaç dinamiginin ve Poincare noktalarinin (8-w) düzlemindeki
izdüsümüdür.
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Sekil 7. Basin 180 saniye süre ile benzetimi yapilan salinimlannin faz uzayinda temsili.

Sekil 7' deki Poincare kesitine yakindan bakilacak olursa, bu kesitteki faz noktalarinin
ters dönmüs sarkaç dinamiginin eger noktasinin kararsiz öz-dogrultusundan ve kararli spiral
seklindeki sistem yörüngelerinden geçtigi fark edilebilir. Bir baska deyisle, sistem
dinamiginin uzadigi yön eger noktasinin kararsiz öz-dogrultusudur. Bu dogrultuda
birbirlerine çok yakin iki komsu faz noktasi, zanian içinde birbirinden çok ayri düsebilir. Bu
iraksamanin bir ölçüsü Denklem (lO), (l2) ve (l8)'de ifade edildigi gibi sistemin en büyük
Lyapunov üstelidir (LLE). Sekil 8a, yukarida verilen sistem parametreleri kullanilarak (Sekil
7'de verilen düzlemsel akis için) bulunan LLE grafigini göstermektedir. Bu LLE Sekil i 'de
verilen yöntem araciligiyla hesaplanmistir.

Sekil 8b ise ayni kosullarda LLE'nin Poincare kesitinden elde edilmesini
göstermektedir. Göze çarpan ilk husus, Poincare kesitinden elde edilen LLE'nin, Sekil
8a'dakinden çok daha kisa bir süre içinde kalici degerine (0.75 sn-I) yakinsamasidir. Her iki
sekilde de hesaplanan LLE'ler (>0), bu parametreler ile sürülen ters dönmüs sarkaç
sisteminin kaotik davrandigini isaret etmektedir.

135



S. Gürses, N. Akkos, B. E. Plolin

O

W
..J
..J

".:)~i-------~----

A

1.5, •

. ~
0.5~ •• fIM.. ~

lti'"

-0.5~1-----~------~--~--~-
O 60 120 180

zaman [sn]

':1

B
i

i~i

~ 1.5r

i
c::

.!!1

1~

~
w ;•• "Vl. -Il...i

-_ ..tIA1"l'"..J ••0.5

O-0.5

O
60120180

zaman [sn]

Sekil 8 LLE' nin zaman içinde degisimi
A: Sistem denklemleri kullanarak

B: Poincare kesitinden Bölüm 2.3.2'de verilen yöntem araciligiyla

Kullanilan örnekte sisteniin hareket yasalari bilinmektedir. Ancak karmasik davranis
gösteren sistemlerin hareket yasalari genellikle bilinmez. Bu durumdaki sistemlerin
dinamikleri hakkinda bilgi sahibi olurken, gelistirilen bu yöntemin kullanilmasi önem
kazanacaktir.

4. Tartisma ve sonuç

Biyolojik sistemler gibi yüksek mertebeden karmasik sistemler ile ugrasirken
genellikle bu sistemleri yöneten yasalari matematikselolarak ifade etmek zor ve hatta
olanaksizdir [Boslough 1995]. Buna ragmen, bu tip sistemlerin dinamikleri hakkinda bilgi
sahibi olmak için, fraktal güç spektrumu, entropi, fraktal boyut hesabi gibi yöntemler her
geçen gün daha fazla önem kazanmaktadir [Blacher ve Perdang 1981; Badii ve Politi 1997].
Dogrusal davranmayan bu sistemlerin dinamikleri seçilen sistem parametrelerine ya da
gözlemlendikleri ilk durum degerlerine bagli olarak degisiklik göstermektedir. Böylesi
sistemlerin davranislari hakkinda kestirimde bulunmak ya da denetim stratejileri gelistirmek
için sistem dinamiginin karakteristiklerinin tanimlanmasi gerekmektedir [Kang ve Dingwell
2006]. Sistemden elde edilen deneysel kayitlardan Lyapunov üstellerinin spektrumunu veya
LLE'sini hesaplayabilmek bu yöntemler içinde en önemlilerindendir [Wolf 1985]. Bu tip
dinamik sistemlerin Poincare kesitlerinin bazi degismez desen özellikleri tasidigi Henri
Poincare zamanindan beri bilinmektedir [Rabinovich 2000]. Bu çalismada dinamigi
matematikselolarak ifade edilebilen ancak analitik olarak çözülemeyen, dogrusal
davranmayan, ikinci mertebeden ters dönmüs bir sarkacin, sayisal yöntemler kullanilarak faz
uzayi içinde ifade edilen dinamiginden alinan Poincare kesitlerinden LLE' sinin
hesaplanabilecegi gösterilmistir. Bu yöntemin bir uygulamasi için, deneysel kayit olanaklari
olan karmasik biyolojik ve tibbi sistemlerin dinamiklerini sayisal yöntemler kullanarak faz
uzaylari içinde temsil ederek [Farmer 1983; Nayfeh 1995] Poincare kesitlerinden LLE
hesaplanabilecegi gösterilmistir [Gürses, Dhaher, Hain, Keshner 2005]. Böylece, karmasik
sistemlerin tanimlanmasi, izlenmesi ve denetlenmesi için kullanilabilecek bir yöntem
tanitilmistir.
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