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Bu tezde oncelikle genel kavramlar ile birlikte tezin ilerleyen boliim-
lerinde kullanilacak bazi tanimlar, teoremler ve alt siniflar sunulmustur.
Tezin amaci dogrultusunda, 6nce Bazilevi¢ fonksiyonlar1 ve bu fonksiyon-
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bulundurularak, bu disk icinde bazi fonskiyon simiflar1 tanitilmis ve so6z
konusu smiflardaki fonksiyonlarin gesitli 6zellikleri incelenmistir. Bu tez
calismasinin orijinal kisminda A(o, 8,7) ve A,(a, 3,7) ile gosterilen Bazi-
levi¢ fonksiyonlarinin alt smiflar1 tanimlanmis ve bu siniflara ait temel

ozellikler ve katsay1 esitsizlikleri elde edilmistir.
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ABSTRACT
Bazilevi¢ Functions

Tugba DAYMAZ

In this thesis, general concepts as well as certain definitions, theorems,
and subclasses that will be used in the subsequent chapters are first pre-
sented. In line with the objective of the study, Bazilevi¢ functions and a
special case of these functions, namely p-valently Bazilevi¢ functions, are
examined. By considering Bazilevi¢ functions within the open unit disk
U, certain function classes defined in this disk are introduced, and various
properties of functions within these classes are investigated. In the origi-
nal part of this thesis, two subclasses of Bazilevi¢ functions denoted by
A(a, B,7) and A,(«, 8,7) are defined, and their fundamental properties and

coefficient inequalities are given.
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Bolum 1

Tammlar ve Temel Ozellikler

Bu kisimda kompleks fonksiyonlar teorisinde 6nemli rol oynayan bazi tanimlar veri-

lecek ve birtakim temel ozelliklerden bahsedilecektir.

Bir zy kompleks sayisinin € komsulugu
|z — 2] < € (1.1)

ifadesi ile verilir. Bu komsuluk, 2z, merkezli ve belirli bir pozitif € yaricapli ¢emberin
i¢indeki (gember tizerindekileri degil) z noktalarin igerir. e degeri bilindiginde ya da
bu degerin tartigma iginde énemi olmadiginda (1.1) kiimesi sadece komsuluk olarak
adlandirilir. 2y harig, zy noktasinin ¢ komsulugundaki tiim z noktalarini igeren bir

komsuluga delikli komsuluk denir ve
0<|z—2z|<e

olarak gosterilir.

Bir zy noktasinin sadece bir D kiimesinin noktalarimi igeren bir komsgulugu var
ise zp’a D kiimesinin bir i¢ noktast denir. D kiimesinin higbir noktasini igermeyen bir

komgulugu bulunan bir zy noktasina da D’nin dis noktasi ad1 verilir. Eger zy bu tanim-



lanan noktalardan biri degil ise D’'nin sinir noktasidir. Dolayisiyla bir sinir noktasinin
her komsulugu, D’'nin hem en az bir i¢ noktasini hem de D’nin i¢ noktasi olmayan en
az bir noktay1 icerir. D kiimesinin tiim sinir noktalariin kiimesine D’'nin siner1 adi
verilir. Higbir sinir noktasini igermeyen bir kiime a¢ik olarak isimlendirilir. Ttim sinir
noktalarini igeren bir kiimeye kapalr kiime denir. D kiimesi igindeki tiim noktalarla
birlikte D’nin siirini da iceren kapali kiime D’nin kapanise olarak isimlendirilir ve D
ile gosterilir. Acik bir D kiimesi i¢inde alinan her z; ve 2z, noktasi tamamen D icinde
kalacak gekilde sonlu sayida ug uca eklenmis bir cok kdseli dogru ile birlestirilebiliyor
ise bu kiimeye baglantils denir. Bos olmayan baglantili bir acik kiimeye domain adi
verilir. Dolayisiyla her komsguluk bir domaindir. Siir noktalarinin bazilari, higbiri
veya hepsi ile birlikte bir domain bélge olarak adlandirilir. Timleyeni baglantili olan

bir domain basit baglantilvdir (bkz. Sekil 1.1).

Sekil 1.1: Basit baglant1 ve basit baglantili olmayan domainler

f fonksiyonunun tanim kiimesi zy noktasimin bir |z — zg| < € komgulugunu igersin.

f fonksiyonunun zy noktasindaki tirevi

limitidir. Eger f’(zy) mevcut ise f fonksiyonu zy noktasinda diferansiyellenebilir ola-
rak adlandirilir. Eger z kompleks degiskeninin bir f fonksiyonu bir D agik kiimesinin
her noktasinda tiireve sahip ise f(z) fonksiyonu D kimesinde analitiktir denir. f(z)

fonksiyonunun z’in bir komsulugundaki her noktada tiirevi varsa f fonksiyonu z



noktasinda analitik olarak adlandirilir. Literatiirde analitikligi belirtmek igin regiiler

ve holomorfik terimleri de kullanilmaktadir.

Bir f fonksiyonu bir D domaininde birebir (veya yalnkat veya schlict) ise D

domainindeki her z; ve 25 igin

21 # 2 ise f(z1) # f(z)

saglanir. D domaininde hem analitik hem de birebir olan bir f fonksiyonuna D iize-
rinde konform denir. Boyle bir f fonksiyonunu D’nin konform tasviri olarak adlan-

diracagiz.

Riemann teoremi, 19. yilizyll matematiginin en dikkat c¢ekici sonuclarindan biri
olarak kabul edilir ve C kompleks diizleminin herhangi bir basit baglantili alt kii-
mesinin konform olarak birim disk U = {# € C : |z| < 1} iizerine resmedildigini

belirtir.

Teorem 1.1 (Riemann Teoremi). [6, sayfa 160] D C C basit baglantil bir domain
ve 2o € D herhangi bir nokta olsun. D kiimesini, U birim diski tzerine resmeden
birebir ve tek tirli belirli bir analitik f : D — U fonksiyonu f(z0) = 0 ve f'(29) > 0

ozelliklerini saglayacak sekilde mevcuttur.

Bir konform doniigiimiin ters goriintiisii de konform oldugundan Riemann teoremi
C’den farkli iki basit baglantili domainin konform olarak egdeger oldugunu soyler.
Yani, D C C ve D’ C C basit baglantili iki domain ve z € Dvew € D'ise f : D — D’
seklinde f(z) = w ve f'(z) > 0 6zelligine sahip tek tiirli belirli bir konform dontigiim

vardir.

f fonksiyonu D domaininde analitik olsun. f(z) = u(x, y)+iv(z,y) olarak yazarsak



u ve v sirasiyla f fonksiyonunun reel ve sanal kisimlari

ou B ov ou ov

ox oy ' 0y o

Cauchy-Riemann denklemlerini saglar. Tersine, u(x,y) ve v(z, y) fonksiyonlar1 Cauchy-
Riemann denklemlerini saglayan siirekli kismi tiirevlere sahipse f(z) = u(z,y) +

iv(x,y) fonksiyonu D domaini {izerinde analitiktir |6, sayfa 41].
Tanim 1.2 (Yalinkat Fonksiyonlar). f(z) fonksiyonu D domaininde iki kez ayni de-

gert almazsa, yani 21,z € D i¢in

21 # 2 ise f(z1) # f(22) (1.2)

injektiflik (birebirlik) kosulu gerceklenirse f(z) fonksiyonu D domaininde yalinkat

olarak adlandirilir. Es deger olarak yalinkat fonksiyonlar, z1, zo € D i¢in

f(z1) = f(22) ise 21 = 2z
kosulunu saglar.

Bu caligmada oOncelikli olarak D domaininde analitik olan yalinkat fonksiyonlar
ilgilenilir. Dolayisiyla, yalinkat terimi f(z) fonksiyonunun ayni zamanda analitik ol-
dugu anlamini tagir. Ancak, tanima bu dahil edilmez ¢iinkii f(z) fonksiyonunun D

domaininde bir basit kutup noktasina sahip oldugu durumlar1 da incelenecektir.

Tanmim 1.3 (Yerel Yalinkat Fonksiyonlar). /8, sayfa 5] f(z) fonksiyonu D domaininde
taneml ve analitik olsun. f'(z) tirevi her yerde sifirdan farkl ise f(z) fonksiyonu yerel

yalinkattir denir.

Uyar1 1.4. D domaininde analitik olan bir fonksiyonun yalinkat olmasi i¢in gerek



sart tirevinin D domaininde sifirlanmamasidir. Yani, f fonksiyonu D domaininde ya-
linkat ise her z € D i¢in f'(z) # 0 esitsizligi gergeklenir. Bu teoremin Rouché teoremi

kullanalarak elde edilen bir ispaty Titchmarsh’in kitabinda verilmistir [27, sayfa 198].

Yalinkat fonksiyonlar teorisi bazi basitlestirici varsayimlarin yapilmasini gerek-
tirecek kadar genis ve komplekstir. Bunlardan en iyi bilineni keyfi D domainini
U={z€C:|z| <1} birim diski ile degigtirmektir.

Ornek olarak, U birim diskinde tamimh f(z) = (1+42)? fonksiyonunu ele alalm. Bu
fonksiyonun U birim diskinde yalinkat oldugu geometrik olarak gosterilebilir. Burada,
¢ = 1+ z doniigiimiiniin birim diski saga kaydirdig1 ve w = (? = (1+ 2)? kare almanin
etkisi diisiiniildiigiinde gorsellestirme kolaylagir: |z| = 1 icin 2z = € geklinde yazilsin

ve f(z) = pe'® olsun. Buradan

= (2+cosf —isinf + cosf + isinf)e” = (2 4+ 2cosh)e,

p=2+2cosf (¢p=20)

elde edilir. Sekil 1.2°de ii¢ domain gosterilmistir. Ayrica f(z) = (14 2)? fonksiyonunun

Alm
AY alm 2i
i 1+
/<>\ : /s\ . B
_\qu1 0 U2 0 3 ¢
—i 1-i
—2i
z C(=1+z w=1C=(1+2)?

Sekil 1.2: Birim diskin f(z) = (1 4 2)? fonksiyonu altindaki goriintiisii



U birim diskinde yalinkat olduguna dair cebirsel bir kanit da verilebilir: f(z;) = f(22)

olsun. Bu durumda

f(z1) = flz) = 1+ 21)° = (1 + 2)?
=(1+2—1—29)(1+2+1+4 2)

=(z1—22)2+2+2)=0 (21,220 €V)

oldugundan z; = 2 saglanir. Cilinkii, z; + 20 = —2 olsaydi 2 = |21 + 29| < |z1] +
|z9] < 2 geligkisi elde edilirdir. Aym tiirden bir argiimanm kullanarak g(z) = (1 +

)3 fonksiyonunun U’da yalinkat olmadigini gdsterebiliriz. Bunun igin bir ters érnek

verelim: z; = —% + z'\/T‘a’ ve 29 = —% — i*/Tg olsun. Bu iki farkli say1 birim disk i¢inde
3 3
yer alir, ancak g(z1) = (1 —%%—z"@) = —1 = <1 — 3 —2'\?) = g(z9) esitligi

gerceklenir.

Eger f(z) fonksiyonu U’da analitik ise U birim diskinde yakinsak olan
f(Z):b0+blz+b2z2+...:anzn (13)
n=0

formunda bir Maclaurin serisi agilimina sahiptir. f(z) fonksiyonunun bu gosterilimi
kullanilarak iki soru sorulabilir: Verilen {b,} katsayilar dizisi f(z) fonksiyonunun ge-
ometrik Ozelliklerine nasil etki eder? f(z) fonksiyonunun bir 6zelligi verildiginde bu
ozellik (1.3) denklemindeki katsayilar1 nasil etki eder? Biz burada yalinkathik 6zelligi
ile ilgilendigimizden bu sorular1 daha spesifik hale getirebiliriz: (I) Eger f(z) fonk-
siyonu yalinkat ise bu durum Maclaurin serisindeki katsayilara nasil etki eder? (II)
(1.3) denklemindeki katsayilar verildiginde f(z) fonksiyonunun D domaininde yalin-

kat olup olmadigi belirlenebilir mi?

Riemann tasvir teoremi (Teorem 1.1) kompleks diizlemin herhangi bir basit bag-

lantili 6zalt kiimesinin birim diske konform olarak esdeger oldugunu soyler. Yani,



D C C basit baglantili ve 2, € D ise tek tiirlii belirli bir f : D — U konform tas-
viri f(z9) = 0 ve f’(20) > 0 saglayacak sekilde mevcuttur. Bu nedenle, herhangi bir
basit baglantili domain {izerinde yalinkat fonksiyonlar hakkinda sdylenenler, birim
disk iizerinde yalinkat fonksiyonlara aktarilabilir. Buna gore, f fonksiyonu D doma-
ininde analitik ve yalinkat ise genelligi bozmadan, D domaininin U birim diski oldugu

varsaylilabilir ve Maclaurin serisi agiliminin
f(z):z+a222+a323+~--:z+2anz” (1.4)
n=2

formunda f(0) = f'(0) — 1 = 0 normalizasyonunu sagladig1 sdylenebilir.

Tamim 1.5 (Normalize Edilmis Yalinkat Fonksiyonlar ve & Smufi). U birim diski
uzerinde analitik, yalinkat ve f(0) =0, f'(0) = 1 normalizasyon kosullarni saglayan

fonksiyonlar sinifs S ile gosterilsin. Yani
S={f:U—=C|f, Ubirim diski uzerinde yalinkat ve analitik, f(0)=0, f'(0) =1}

dar.

Yalinkat fonksiyonlar teorisi yiizyil agkin bir siireye dayanan, eski ancak hala ¢ok
aktif bir alandir. Tarihgesi, iinlii Bieberbach hipoteziyle iligkilidir. Bieberbach hipo-
tezi, k € S Koebe fonksiyonunundan ilham alarak n > 2 i¢in |a,| < n esitsizliginin

gerceklendigini One siirer.

Tanim 1.6 (Koebe Fonksiyonu). Analitik

> oo
k(z) = (1_2)2:an”:z+222+323+---, zeU

n=1



fonksiyonu Koebe fonksiyonu olarak adlandirilir. |of =1 dzel se¢imiyle

z

R

seklinde tanimlanan fonksiyonlar Koebe fonksiyonunun rotasyonlaridar.

Koebe fonksiyonu, birim disk U’yu, —1/4 noktasindan oo’a kadar olan negatif
reel eksenin C’den ¢ikarilmasi ile elde edilen bolgeye resmeder. Yani k(U) = C\

(—o0, —1/4] seklindedir. Bunu gérmek igin

z (1+22—(1—2)?2 1[/1+2\°
kz) = (1 —2)? - 4(1 — 2)? T4 [( ) _1]

yazalim. Simdi

_1+=z
1=z

w(z)

fonksiyonlarini ele alalim. Her z € U ve w = u + v igin

1+z2 w—1
w = sw—wz=1l4+z=14+wz=w—-1=2=——
1—2 w41
—1
\z|:‘w—+1‘<1=>|w—1]2<|w—|—1|2=>(u—1)2+v2<(u—|—1)2+2)2
w

W —2u+l<uw’+2u+1= —2u<2u

1
saglandigindan u = Rew > 0 oldugu sonucu elde edilir. Bu, w(z) = 1 +z fonksiyo-

nunun U birim diskini Rew > 0 yar1 diizlemine resmettigi anlamia gelir. Ardindan,
g(z) = w?(z) fonksiyonu bu yarim diizlemi negatif reel eksen harig tiim kompleks
diizleme gotiiriir. Boylece k(z) = (g(z) — 1)/4 transformasyonu yukarida yer alan
normalizasyonu gerceklestirir. k(z) fonksiyonunu olugturmak igin kullamlan fonksi-

yon dizisi Qekil 1.3’de gosterilirmektedir.



AY Alm alm
Bli Bi
1
C A x C » Re E:; .4 » Re
-1 1 0 D"’ CII
D[~ D'%i
z w = ﬁ C= z
1-z (1-2)2
Sekil 1.3: Koebe fonksiyonu altinda birim diskin goriintiisi
Teorem 1.7. [9, sayfa 15] Koebe fonksiyonu
> e}
k(2) = ————=2+22 4324+ tn2"+... = nz" 1.6
)= ooy > (16)

S fonksiyon stmifindadir. Bu fonksiyon, U birim diskini —oo dan —i noktasina ka-

dar negatif reel eksende yer alan kesit disinda, tim kompleks dizlemi kapsayan D

domainine birebir sekilde resmeder.

Yalinkathigt bozmadan bir acik nokta kiimesini domainin goriintiistiine eklemek
miimkiin olmadigindan sezgisel anlamda Koebe fonksiyonu S kiimesindeki "en bii-
yik" fonksiyondur. Teorem 1.7’daki domainin "maksimal" niteligi, simetrisi ve k(z)
katsayilarimin biiyiikligi su hipotezi 6nermektedir: f(z) € S ise n > 2 i¢in |a,| < n
ifadesi saglanir. Bu teorem literatiirde Bieberbach hipotezi [4] olarak adlandirilr.
Hipotez, 1916 yilinda Bieberbach tarafindan |as| < 2 esitsizliginin ispatlandigy bir
calismada dipnot olarak belirtmistir ve esitsizlikte egitlik halinin f fonksiyonunun
Koebe fonksiyonu veya onun rotasyonlarindan biri oldugunda gerceklesecegi gerek ve

yeter sart olarak verilmistir.

Bieberbach hipotezi basit bir ifadeye sahip olmasina ragmen bir¢cok matematikgi

i¢in bir meydan okuma olmus ve hipotezi ispatlama ¢aligmalar: uzun bir stire bagarisiz-



likla sonuglanmigtir. Bu siirecte farkl yontemler geligtirilmig ve bu yontemler teorinin
bir parcgasi haline gelmistir. Bieberbach hipotezinin dramatik hikayesi matematigin
olusumunu agiklamaktadir. 68 yil boyunca bir¢cok matematik¢i bu problemi ¢ézmek
icin yalinkat fonksiyonlar teorisine katkilar yapmistir. Ornegin, M. Schiffer kompleks
analizde varyasyon hesabi teknigini getirmistir. C. Lowner ise Lie'nin baz fikirlerini
kullanarak bazi kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri olarak ilgili fonksiyonlar:
temsil etmenin bir yolunu bulmugtur. W. Kaplan konvekse yakin fonksiyonlar sinifina
dikkat ¢ekmis ve M. Reade bu genig sinif i¢in hipotezin dogru oldugunu gostermistir.
Diger bircok matematik¢i de problemi ¢dzmek i¢in kompleks analizde etkileyici iler-
lemeler kaydetmigtir. Hipotezin ispatina yonelik son deneme yapildiginda, biiyiileyici
bir matematik gerceginin oraya cikarildigi agikca goriilmiistiir. Elbette daha onceki
caligmalarin bu basari i¢in temel olugturdugu agiktir. Bieberbach hipotezinin tarihi
matematikcilerin, matematik bilimini nasil inga ettiklerine dair yolu goéstermektedir.
1984 yilinda, hipotez ortaya atildiktan 68 yil sonra, matematik¢i Louis de Branges

uzun ve karmagik ancak dogru bir kanit sunmugtur. [7].

Asgagida S kiimesindeki baz1 basit ama 6nemli fonksiyonlar listelenmigtir:

(i) f(z) = z birim fonksiyonu U {izerinde yalimkattir. Dolayisiyla, S bog degildir.

(ii) Koebe fonksiyonu

z

Yalinkat k fonksiyonu U’yu C\ (—oo, —1/4] iizerine resmeder. Daha 6nce belir-
tildigi gibi £ fonksiyonu S smifindaki en 6nemli 6rnektir.
(iii)
z

f(z):—l_z2 =z+28+ 224+

10



fonksiyonu U’yu C\ (—o0, —1/2] U [1/2, 00) tizerine tasvir eder.

(iv)

Ny ST

fonksiyonu U’yu Re z > —1/2 yar diizlemi iizerine yansitir.

(v)
1 142

wa(Z):EIOgl_Z

fonksiyonu U'yu —7/4 < Imw < 7/4 yatay seridi iizerine resmeder.

(vi)
fle)=z- 32 =501~ (1= )

fonksiyonu U birim diskini bir kardioidin i¢ine tasvir eder.

Akla § simifim1 koruyan déniigiimler hangileridir sorusu gelebilir. Agagidaki 6rnek,
feSvege Sise f+ g ¢ S olabilecegini, yani S simifinin toplama iglemi altinda

kapali olmadigini gosterir.

Ornek 1.8.

fonksiyonlar, normalizasyon kosullarini saglayan, U birim diskinde birebir ve analitik

fonksiyonlar olduklarndan & simafina aittirler. Diger taraftan

oldugundan
, by 2=2(1—4)z
f(z) +4'(2) = (1= 2)2(1 +iz)?

11



saglanwr. Eger

I
1—¢ 2

z =

ise f'(z) + ¢'(2) = 0 bulunur ki bu f + g ¢ S oldugunu ifade eder.

Simdi, S smifini koruyan bazi doniigtimleri verelim:

(i)

Rotasyon. Eger f € S ve
g(2) = e P f(e?2) = 7?2 4 axe® 2 + a2 4 - -)
=24 age?2? + a3+ .-, H€R
ise g € S dir.

Kamt. f € S olsun. Eger R(z) = €2 ve T(2) = e 2 geklinde tanimlanir ise
R:C — CveT :C — C fonksiyonlar acikca birebirdir. g(z) = e f(e?2) =
(T o f o R)(2) birebir tasvirlerin bir bilegkesi oldugundan ¢ fonksiyonunun U

birim diskinde yalinkat oldugu sonucuna varilir. Diger taraftan

g’(z) — efio . eief/(ewz) — f/(€i92>

saglandigindan g fonksiyonunun U birim diskinde analitik oldugu goriiliir. Ay-
rica, g(0) = f(0) = 0 ve ¢’(0) = f'(0) = 1 esitliklerinden g(z) € S neticesine

ulagilir. O]

Dilatasyon. Eger f € S, 0<r <1 ve

g(2) =1 flrz) = r (re + agr?2® + a2 + -0
=2+ arz® +azr’s® + -
ise g € S dir.

12



(iii)

Kamit. 0 < r < 1ve f € S olsun. Eger R(z) = rz ve T(z) = 2 seklinde
tammlanir ise R : C — C ve T': C — C fonksiyonlar agik¢a birebirdir. g(z) =
Lf(rz) = (T o f o R)(2) bileske fonksiyonu oldugundan g fonksiyonu U birim

diski lizerinde birebirdir. Diger taraftan
/ 1 / /
§() = v Fr2) = F(r2)

oldugundan ¢ fonksiyonu U birim diskinde analitiktir. Ayrica, g(0) = f(0) =0
ve ¢'(0) = f’(0) = 1 normalizasyon kogullar1 gergeklendiginden g(z) € S oldugu

goriiliir. [

Esleniklik. Eger f € S ve

g(z):f(z>:2+a222+a323+:Z+a_222+(l_323—|—

ise g €S.

Kamit. f € S ve w(z) = Z olmak iizere w : C — C fonksiyonu birebirdir.
g(z) = f(Z) = (wo fow)(z) ifadesi birebir fonksiyonlarm bileskesi oldugundan, g
fonksiyonu da U birim diskinde birebirdir. w(z) fonksiyonunun U birim diskinde
analitik olmadigina dikkat edelim. Bu yiizden (i) ve (ii) siklarinin ispatlarinda
yaptigimiz gibi analitik fonksiyonlarin bilegkesinin de analitik oldugu gergegini

kullanamayiz. Bunun yerine 6nceklikle f fonksiyonun Taylor seri acilimi olan

oo
z+ g 2"
n=2

ifadesinin yakinsaklik yaricapinin 1 oldugunu gozlemleyelim. Bu yukarida veri-
len Taylor serisinin her |z| < 1 igin f(z) fonksiyonuna yakimsadigini ve dolayi-

siyla |z| < r < 1 olan her kapal diskte diizgiin yakimsadigini gosterir. Sonug

13



olarak
z+ Z a, 2"
n=2
Taylor serisinin yakinsaklik yaricapinin 1 oldugu ve bununla beraber U iizerinde

analitik bir fonksiyon tanimlandigr goriiliir. Dolayisiyla

9g(2)=f@) =2+ + a2+ -

ifadesinin de g(0) = f(0) = 0 ve ¢'(0) = f(0) = 1 olacak sekilde U iizerinde

analitik oldugu sonucuna ulagilir. Yani, g(z) € S'dir. O

Dordiincii transformasyonu vermeden 6nce U birim diskini konform olarak U birim
diskine resmeden Mdabius donigimleri (veya kesirli dogrusal dondigimler) olarak ad-

landirilan 6zel bir fonksiyon sinifini tanitalim.

Onerme 1.9. z, € U sabiti i¢in 2o — 0 ve |¢'(2)| > 0 olmak tizere

Z— 20

9(2) = 7 =

fonksiyonu U birim diskinin U tzerine bir konform tasvirdir.
Kanat. Agikga g(zo) = 0 saglanir. Ayrica

(1—%2)+Z(z—2) 1—|z/
(1 —7Z2) - (1-7%2)?

9'(z) =

tiirevinde |zp| < 1 oldugu kullanildiginda her z € U i¢in |¢/(z)| > 0 esitsizliginin geger-
liligi goriiliir. g fonksiyonunun U birim diskini U birim diskine resmettigini géstermek
i¢in her |z| < 1 igin |g(2)| < 1 oldugunu kanitlamak gerekir. Bu agagidaki esitsizlikler

araciligiyla elde edilir: |z| < 1 oldugundan |2]? < 1 ve 1 — |2|? € R oldugundan
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(1 —|20]?)|2]* < 1 — |20|* bulunur. Bu esitsizlik diizenlenirse
|2* + |20* < 1+ |20]*2]*
ifadesi elde edilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafindan zzy + 2Z; € R gikartilarak
|2 + 20| — Z20 — 220 < 1+ |20%|2|* — 220 — 2%
bulunur ve bu esitsizlik
2Z—Zzog— 220 + 2020 < 1 — Zzg — 220 + Zozp22
olarak yazilabilir. Buradan
(z—20)(Z— %) < (1 —Z2)(1 — 202) veya |z — z|*> < |1 — Zoz|?

elde edilir. Boylece

|z — zo| <1

l9(2)| =

-1 -z
sonucuna ulagilir. Kanit1 tamamlamak i¢in g fonksiyonunun U’yu {izerine resmettigini
gostermek gerekir. Bunun igin her w € Range(g) igin w = g(z) olacak sekilde bir

z € Domain(g) oldugunu gosterelim. Bir w € U verilsin. Simdi

zZ— 20

w = —
1—"22

seklinde yazilir ve w, z i¢in ¢oziiliirse

w + 2o

W—Zp2W =2 — 29 Ve 2z=_———
1+ Zow
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bulunur. Buna gore

ZoW
( w ~+ 2o )
g p— =w
1+ Zow
oldugundan ¢ : U — U fonksiyonu iizerinedir. Boylece kanit tamamlanir. O]
zZ— 2
g(z) = . Y Mébius déniisiimii icin bir Taylor acilim elde edilebilir. Gergekten
— Z0%
zo € U sabit ise
_FTR o, — | =22 | =33
g(z) = — = (2z—20)(1+Z02+ 202"+ 22" +--)
1—Z2

=20+ (1 — Zo20)z + (B — Z0°20)2° + (2o — Zo°20)2° + - - -

(1.7)
=20+ (1 — 20?2z +Zo(1 — |20/} 2% + 22 (1 — |20]?)2> + - - -
=20+ 1|2 72"

n=1

dir.

(iv) Disk otomorfizmi. f € S ve

f<z+zo)—f(z0)

_ 1+ 7%z
99 = T B )

’Z0| <1

ise g(z) € S dir.

Kamt. f € S olsun ve w(0) = 2y ifadesini saglayan ve U birim diskini kendi

tizerine resmeden w(z) = fjio Mébius doéniigiimii goz oniine alinsin. zg € U
Z0%

saglandigindan ¢(0) = 0 olmak {izere

f(w(z)) = f()
(1 —120/?)f"(20)

9(z) =

16



fonksiyonu U birim diski tizerinde yalinkattir. Ayrica

(o) = WS wE) B0 f/(w(2))
(=T ) (1= [P (zo)
_EEEEE) | pw)

(1 —120/*).f"(20) (1+%02)*f'(=0)

(1.8)

oldugundan, ¢’(0) = 1 elde edilir ve g fonksiyonun U birim diski iizerinde ana-

litikligi gézlemlenir. O halde g € S’dir. O

Range transformasyonu. Eger f € S ve ¢ : f(U) — C fonksiyonu f(U) tizerinde

analitik, yalinkat ve
(¢ o f)(z) — (0)
¢'(0)

9(z2) =

ise g € S'dir.

Kanat. g(0) = 0 iken g fonksiyonunun U birim diski iizerinde yalinkat oldugu

agiktir. Ayrica
f'(2)¢'(f(2))
¢'(0)

tiirev fonksiyonu goz oniine alindiginda ¢'(0) = 1 olmak iizere g fonksiyonun U

9'(2) =

tizerinde analitik oldugu sonucu elde edilir. O halde g € S’dir. O

Ihmal edilen deger transformasyonu. Eger f(z) # w kosulu altinda f(z) € S ve

9(z) = w_—(z)

wf(z)
f

ise g € §'dir.

Kanat. ¢ # w igin T(¢) = fonksiyonu birebirdir ve g(z) = (T o f)(2)
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(vii)

seklinde tanimlanan bilegke fonksiyonu U birim diskinde yalinkattir. Ayrica

_wf@)w—f)+wf)f(z)  wf(z)

9 @ — @7 (=)

ve w # f(z) oldugundan ¢'(0) = 1 ve dolayisiyla g fonksiyonunun U birim

diskinde analitik oldugu sonucu elde edilir. Buna gére g € S’dir. O

Karekok transformasyonu. f(z) € S ve

ise g € S dir.

Kanat. f(z) = 0 esitligi sadece z = 0 oldugunda gergeklendiginden karekok

fonksiyonunun tek degerli bir dalin1 segebiliriz 6yleki z € U igin

9(2) = 24/ f(22) /22 = z\/z2 + ag2! —Z{—2a3z6 .

=21+ a2 +agzt 4+ =24 325 + 52’ + -

yvani g(—z) = —g(z) saglanir. Sifirdan farkli z;, 2z € U igin

9(z1) = g(22) = f(2}) = f(2) = 21 = 25 = 21 = £z

dir. z; = —z9 ise g(21) = g(z2) = g(—21) = —g(21) olur. Buradan g(z;) = 0 ve
2 = 0 bulunur. O halde, yalmzca z; = 2z iken g(z1) = g(22) esitligi saglanir.
Yani g(z) fonksiyonu U’da yalinkat ve g(0) = 0 ve ¢'(0) = 1 olmak iizere U
birim diskinde analitiktir. O halde g € S oldugu elde edilir. m
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Bolum 2

Alan Teoremleri

Bir bolgenin alani her zaman pozitif oldugundan herhangi bir alan ifadesi bir egit-
sizlik ile verilebilir. Bu tiir bir esitsizlik, yalinkat fonksiyonlar teorisindeki bazi1 temel
teoremleri kanitlamak igin kullanihir. Bu béliimde, bir tanesi f(z) = 2 +a22® + a3z +
.-+ € § bicimindeki yalinkat bir fonksiyonun birim disk altindaki goriintiisiiniin ala-
nin1 f fonksiyonunun Taylor agilimindaki a,, katsayilariyla ifade eden alan teoreminin
iki versiyonunu tanitacagiz. Alan teoreminin ardindan bir diger geometrik sonu¢ Ko-
ebe dortte-bir teoremi ve Bieberbach teoreminin as ikinci katsayisi icin gegerli olan

las| < 2 esitsizligi ortaya koyulacaktir.

Teorem 2.1 (Alan Teoremi - I). [9, sayfa 25/ Eger f : U — f(U) fonksiyonu f(0) = 0

ve f'(0) > 0 olmak tzere U’nun bir konform tasviri ise 0 < a; € R i¢in f’nin
f(2)=az+a2® +azz® +---, |z| <1 (2.1)
formunda bir Taylor agilimi mevcuttur. Bu durumda
Alan(f(U)) =7 i nla,|?
n=1
esitligi saglanwr (bkz. Sekil 2.1).
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f
o o
U
u=f(U)
z — diizlemi w-duzlemi
Sekil 2.1: Alan teoremi
Kanit. U = f(U) ve w = f(z) = u(z,y) + iv(x,y) olsun. O halde P = u — iv,

Q = 1u+ v igin

/8dew:/aU(u—iv)(du+idv):/8U(u—z‘v)du+(iu+v)dv:/ Pdu + Qdv

ou

saglanir. Diger taraftan, Green teoremi kullanilarak

/8 § wdw = /8 ] Pdu + Qdv = / /U (Qu — P)d(u,v) = / /U 2i d(u,v) = 2iArea(U)

yazilabilir. Burada

1 1 —
— | wdw = — (2)f(2)dz
21 U 21 oU

degisken doniisiimii yaparak

1
Area(U) = % /aU wdw

elde edilir. Yukarida elde edilen egitlikte (2.1) ifadesi kutupsal formda yazildiginda,
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OU = {e? : 0 < 0 < 27} olmak iizere

= 2 [ (852 (S )

1 m=1

1 27 ( oo B 0) <§: )9) . i
= — in ma,,e " 1" do
21 0 —
1 2T 0
= —/ ( > ma,,e ) do
2 Jo —~

sonucuna ulagilir. Son olarak, Cauchy ¢arpimini tiim diagonel terimlerin m # n olmak
iizere e"m~™? formunda ve tiimiiniin 0 < § < 27 araliginda integralinin 0’a esit oldugu

gozlemi ile hesaplayarak

2 o0 [ee)
Area(U) = %/ (Zm e—im?) (Z mameim(;) do
0

n=1 m=1
1 27 0

-3 /0 S kag i | do
k=1

= N k|ag|? 1/27Tcl9—7r2k\a 2
k 2 ), k

k=1
ifadesi elde edilir. O

f € S olsun. Tamimdan f(0) = 0 ve f’(0) = 1 olmak tizere f : U — f(U) fonk-
siyonu U’da analitik ve yalinkattir. Eger Area(f(U)) < oo ise f fonksiyonu sinrldir

denir. Teorem 2.1, Area(f(U)) igin
Area(f(VU)) = Win|an|2 (2.2)

karakterizasyonunu verir. Ayrica, Area(f(U)) alam igin bir diger ifade

Avea(f(U) = [ /f oy = J[ 17y
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seklindedir. Bu ifadeyi gostermek i¢in w = f(z) = u(x,y) + iv(x,y) olarak yazlsin.
f fonksiyonu U {izerinde analitik oldugundan, uw, = v,, u, = —v, olarak bilinen
Cauchy-Riemann esitliklerini gergekler ve tirevi f'(z) = w, + iv, olarak bulunur.
Dolayisiyla

[f' () =z + v,

saglanir. Ote yandan, f fonksiyonunun Jacobian matrisi J ¢ ve

Uy Uy Uy —VUp

Uy Uy Uy Uy

olmak tizere

Area(f(U))://f(u)dudv://U]detjf(x,yﬂdxdy

olarak elde edilir.

J[ 17y

ifadesi f fonksiyonunun Dirichlet integrali olarak da adlandirilir. Bagka bir deyisle,
f € S fonksiyonunun sinirli olmasi igin gerek yeter kosul fonksiyonun sonlu bir Di-
richlet integraline sahip olmasidir. f € S i¢in a; = 1 oldugunu kullanarak yukarida

elde edilen neticeleri agagidaki sekilde ozetleyebiliriz.

Corollary 2.2. f € S ise

//u |f'(2)|Pdxdy = Win|an|2
n=1

esitligi saglanar.
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Ornek 2.3. f(2) = 2z — 222 = 3(1 — (1 — 2)?) seklinde tamumlanan fonksiyon S
simafindadir. Aslinda f fonksiyonu birim diski bir kardiyoidin i¢ine resmeder. Corol-
lary 2.2 kullamilarak kardiyoidin alana belirlenebilir ve f fonksiyonunun sinwrl oldugu

dogrulanabilir. a; = 1, ay = —1/2 oldugundan

1

Areaf() =73 =7 (1 JEENE

2 3
) = > birim kare < oo

bulunur. Alternatif olarak f'(z) =1 — z oldugundan
()P =1-2)(1-2)=1-2z—Z+]z]

ve buradan

Area(f(V) = [ 17@Pdudy = [[ (=2 = 2+ [sP)dndy (2 =2+ iv
U U
://[1— (z +iy) — (v — iy) + 2* + y°]dady
U
= //(1 — 2z + 2° + y*)dzdy
2L7Jr 1
= / / (1 —2rcosf + r*)rdrdf
o Jo
2m /)2 23 7a4>1
—/0 (3—?00894-2 0d9
27
:/ (%—gcose)de
0

2
= (§6 — gsim@)
143 0

3
= g birim kare

elde edilir.

Simdi, 1914 yilinda Gronwall tarafindan kegfedilen ikinci alan teoremini verelim

[11]. Bu teorem D = {# € C : |z| > 1} domaininde sonsuzdaki rezidiisii 1 olan basit
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kutba sahip analitik ve yalinkat olan fonksiyonlar i¢in gegerlidir. Bu tiir fonksiyonlar

b, € C olmak iizere

bi by — bn
g(z):z+bo+;+§+"'22+bo+;Z—n7 |2 > 1

formunda bir Laurent acilimina sahiptir. ¥ sembolii bu tip fonksiyonlarin kiimesini
gostermek i¢in kullanilsin. Ayrica, g € ¥ ise g fonksiyonu D domainini bir kompakt

(kapali ve sinirli) € kiimesinin tiimleyeni tizerine resmeder. Bununla beraber, eger

feSveg(z) = m seklinde tersine tanimlanirsa
g(z) = ! =z—ay+ (a3 —ag)z - |z| > 1
g : |

elde edilir. Aslinda bu ters alma iglemi S simifi ile ¥ simfimin ¥’ alt sinifi arasinda

0 € & olacak sekilde (yani, D’de g(z) # 0 olacak sekilde) birebir bir egleme kurar.

g € X fonksiyonunun katsayilarinin tizerinde yalinkatlik ile belirlenmis kat1 bir

sinirlama bulunmaktadir. Bu durum agagidaki alan teoremiyle ifade edilir.

Teorem 2.4 (Alan Teoremi - II). [11] g € ¥ olmak tizere g fonksiyonu
g(z) =z+bo+ Y buz ", |z >1 (2.3)
n=1

Laurent agilimina sahiptir. O halde

> nlb)? <1

n=1
esitsizligi gerceklenair.
Kanit. g € ¥ olsun. g tarafindan ihmal edilen kompakt, baglantili nokta kiimesi £

ile gosterilsin. » > 1 olarak kabul edilsin ve C)., yaricap: r olan dairenin g altindaki
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goriintiisii olsun. g yalinkat bir fonksiyon oldugundan, C, bir Jordan egrisi, yani basit
(kendi kendini kesmeyen) ve kapali bir egridir. Dolayisiyla, C,. egrisi £’yi igeren bir &,

domainini gevreler (bkz. Sekil 2.2). Green teoremi ve degigken doniigiimii kullanilarak

g:D—-§&°
RN

|z| =7 C, =08,

Sekil 2.2: g : D — £° ve |z| = r altinda g'nin gorintiist C,

Area(& / wdw = — 9(2)d (2)dz
|2|=r

elde edilir. Bu ifadede (2.3) denklemi kullamldiginda ve kutupsal koordinatlara gegil-
diginde
ire®df

1 o —1i6 o —n _inf 1 j+1)0
Area(& :Z/o ( —l—anr e >(1—Zybr3 i

27 o
/ < Z 1 n z (n+1) ) <1 . Zjbjrjlei(j+l)0> A6
0 n=0 J=1

l\')lr—\

bulunur.

2
n # 7 iken / e "=1%dp = 0
0

ve

2
n =7 iken / by, iV i 000 g0 — o b, |2 2n
0
oldugundan

Area(&,) =7 <r2 - Z n|bn|2r_2”)

n=1
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sonucuna ulagilir. r — 1+ iken

— 1; — _ 2
Area(€) = Tl_l)I{lJr Area(&,) =7 <1 Zln|bn\ >

elde edilir. Area(€) > 0 oldugundan

[e.9]

> nlb)? <1

n=1
esitsizligine ulagilir. O]

Corollary 2.5. g € ¥ i¢in
b <n Y2, n=1,2,3,--
esitsizligi gerceklenir.
Belirtmek gerekir ki yukaridaki sonucta verilen iist sinir
g(z) =z + n~l2m

fonksiyonu D iizerinde yalinkat olmadigindan eger n > 2 ise kesin degildir. Yani,

esitsizlikte esitlik hali saglanmaz. Aslinda, n > 2 i¢in

g (z)=1—nt/2z 1
tiirevi D tizerinde baz1 noktalarda sifira egittir. Bununla birlikte, |b;| = 1 ise
by

g(z):z+b0+;

fonksiyonu D iizerinde yalinkattir ve bu nedenle {ist sinirin n = 1 i¢in kesin oldugu
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kolayca kontrol edilebilir.

Corollary 2.6. Eger g € ¥ ise

1b1] <1

esitsizlige gerceklenir. Ayrica, esitligin saglanmast icin gerek yeter kosul by € C ve

|b1| = 1 olmak iizere g fonksiyonunun

b
g(z)zz+b0+;1, ze€D

formunda olmasidir. Bu, D tizerinden uzunlugu 4 birim olan bir dogru parcasinin

tiimleyeni tizerine konform bir tasvirdir.

Simdi alan teoremini kullanarak Bieberbach’in 1916°de f € S i¢in |as| < 2 ifade-

sini nasil kanitladig1 gosterelim.

Teorem 2.7 (Bieberbach Teoremi). [4] Eger f(z) = z + agz* + azz® + -+ € S ise
las| < 2 dir. Esitligin saglanmasu i¢in gerek ve yeter kosul f fonksiyonunun Koebe

fonksiyonunun bir doniisimi olmasidar.

Kamt. f € Sise f(z) = z+azz® +azz®+--- (2 € U) formunda bir agihma sahiptir.
Her z igin F?(z) = f(2?) olacak sekilde bir F' € S tek fonksiyonu tanimlansim. Bu

fonksiyon i¢in
F2(2) = f(2*) = 22+ apz* + a3’ + - = 22 (1 4 ag2® +agz* +--)
ifadesi gecerli oldugundan F' fonksiyonunun Taylor agilimi

F(2) =24 c32° +c52° + -+
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formundadir. Bu durumda
F2(2) = (24 c2® + 52+ )2+ es2® +e52” + -0 ) = 22 +age? +az2® 4 - -
yazilabilir. Yukaridaki ifadelerin katsayilar1 kargilagtirildiginda
224232t =2 gt Fagt -

elde ederiz. Buradan c3 = % neticesine ulagilir.

Simdi z € D olmak tizere g(z) = @ seklinde tanimlansim. Bu durumda g € ¥

z

olur. Ayrica g fonksiyonunun tek ve D’de

formunda bir Laurent serisi agilimina sahip oldugu agiktir. Bu agsamada Corollary 2.6

kullanildiginda |as| < 2 sonucuna ulagilir.

Eger |as| = 2 ise Corollary 2.6’dan |by| < 1 esitsizligini saglayan bir b; € C i¢in
g fonksiyonunun ¢(z) = z — b;l seklindeki bir formu oldugu sonucu elde edilir. Bu

durumda F'(2) = == ve f(2) z € U) seklindedir. O

= (1f§1z)2 (

Eger f(z) = 2+ a22® + azz® + - - - fonksiyonu f € S olmak iizere

=z—ag+(a5—az)z '+, z€D (2.4)

seklinde yazilir ve Corollary 2.6'nin sonucu ¢ fonksiyonunda kullanilirsa asagidaki

teorem elde edilir.

Teorem 2.8. f € S ise |a3 — az| < 1 esitsizligi gerceklenir.
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Uyar1 2.9. Koebe fonksiyonun

k(z):%:z+2z2+3z3+4z4+~-

1-2)

agrilvma kullamilirsa a3 — as| = |22 — 3| = 1 esitlik durumu elde edilir. Ancak S

siafina ait Teorem 2.8°deki esitligi saglayan baska fonksiyonlar da varder. Ornegin,

f(2) =2 =2+ 234+ 25 4 -+ fonksiyonu esitligi gercekler.

Corollary 2.10. f fonksiyonu S sinifina ait bir tek fonksiyon olmak izere f(z) = z+
c323+c525+ - (2 € U) yamlabilir. Burada |c3| < 1 esitsizligi saglanar. Ayrica esitligin

saglanmasu igin gerek yeter kosul f(z) fonksiyonunun g(2) = =5 fonksiyonunun bir

dontistimi olmasidar.

Bieberbach hipotezi, yalinkat fonksiyonlar teorisinin geligiminde bir baglangi¢ nok-
tas1 olmusg ve gegtigimiz yiizyil boyunca genis kapsamli bir matematik aragtirma ala-

nina doniigmiigtiir.

Teorem 2.11 (Bieberbach Hipotezi). [7] Eger f(z) € S ise [ fonksiyonu
f(2) =24 a2 +azz® + - - :z+§:anz”
n=2
formunda bir Maclaurin serisi agilimina sahiptir ve her n > 2 i¢in
lan] <n (2.5)

saglanir. Esitligin gerceklenmesi i¢in gerek yeter sart f fonksiyonunun Koebe fonksi-

yonunun bir donisimi olmasidur.

Bieberbach hipotezi, 20. ylizyilhin en meshur matematik problemlerinden biri ha-

line gelmigtir. Bu hipotez iizerine yapilan caligmalar yavag ilerlemis ve 1968 yilina
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dek yalmizca n = 2,3,4,5 ve 6 durumlari igin ispat saglanabilmistir. Hipotezin n > 3
durumlar i¢in dogrulugunu gostermek, temel yontemlerin otesinde, daha sofistike
tekniklerin kullanilmasini gerektirmistir. Bu baglamda, n = 3 durumu ilk kez 1923
yilinda Karl Lowner tarafindan ele alinmigtir. Lowner, diferansiyel denklemler araci-
ligiyla tanimlanan ve S smifinda yogun bir alt sinif olugturan 6zel bir fonksiyon ailesi
iizerinden son derece yaratict bir yontem geligtirmistir. Bu yaklagim yalnizca n = 3
durumu i¢in Bieberbach hipotezini dogrulamakla kalmamig, aym1 zamanda f € S
olan fonksiyonlarin terslerinin katsayilarina iligkin kesin sinirlarin elde edilmesini de
miimkiin kilmigtir. Daha da 6nemlisi, Lowner tarafindan gelistirilen bu teori, ilerleyen
yillarda Louis de Branges tarafindan hipotezin genel durumunun ispatinda temel bir
arag olarak kullanilmigtir. Boylece Lowner teorisi, yalnizca 6zel bir durumu ¢ézmekle

sinirli kalmamig, hipotezin nihai ¢oziimiine giden yolda belirleyici bir rol oynamigtir.

Yirminci yiizyil boyunca, diger matematikgiler |a,| < Cn esitsizligini saglayan en
kiiclik C' sabitini bulmaya caligmiglardir. 1976 yilina kadar C' sabiti i¢in bilinen en iyi
sinir yaklagik olarak 1.0691 idi ve bu sinir her n > 2 igin bilinen en iyi sinir olup de

Branges'in 1984 yilinda Bieberbach hipotezini kanitlamasina kadar gegerli kalmigtir.

Simdi, Bieberbach teoreminin 6nemli bir uygulamasi olarak, Koebe’ye ait klasik
ortme teoremine deginecegiz. Her f € S fonksiyonu, f(0) = 0 kogulunu saglayan
ve birim disk tizerinde yalinkat bir agik tasvirdir. Bu nedenle, boyle bir fonksiyonun
deger bolgesi mutlaka orijini merkez kabul eden bir diski icermek zorundadir. Koebe,
1907 yilmin baglarinda gergeklestirdigi ¢ahsmasinda [15], S simifindaki her fonksi-
yonun deger bolgesinin, yaricapt p > 0 olan ve orijini igeren bir diski kapsadigini
gostermistir. Daha spesifik olarak, bu deger bolgesinin mutlaka |w| < p bigiminde
bir diski igerdigini ispatlamistir. Bu baglamda, Koebe tarafindan tanimlanan 6zel
bir fonksiyon olan Koebe fonksiyonu, kapsanan diskin yaricapi i¢in en kiiciik olasi

degerin p = }l oldugunu ortaya koymustur. Daha sonra Bieberbach [4], bu hipotezi
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kesinlegtirerek & siifindaki tiim fonksiyonlarin deger bélgelerinin orijini merkez alan
ve yaricapl tam olarak }L olan bir diski mutlaka icerdigini matematiksel olarak ka-
nitlamigtir. Bu sonug, yalnizca Koebe fonksiyonunun ekstremal bir 6érnek oldugunu

gostermekle kalmaz, ayni zamanda ortme teoreminin kesinligini de ortaya koyar.

Teorem 2.12 (Koebe 1/4 Teoremi). [8, sayfa 31] Her f € S fonksiyonunun de-
ger kiimesi {w € C : |w| < 1/4} diskini i¢erir. Yani, dist(0,0f(U)) > 1/4 ifadesi

gerceklenar.

Kanat. f € S olmak iizere

f(2) =z+2anz"=z+a2z2+agz3+--- !
n=2
yazilabilir ve Bieberbach teoremi (Theorem 2.7) geregi |as| < 2 esitsizligi dogrudur.
Simdi 2y ¢ f(U) olmak tizere
20 f(2) 20(2 + ag2® + azz® +--+) 202 + 20092 + 2pa32% + - - -

gzO(Z):zo—f(z) T 20— (24 fag 4 ) 2 —z— a2 —agd + -

LY
=z+\a+— |z 4+
20

ihmal edilen deger transformasyonunu goz oniine alalim. g,, € S oldugu bilindigine
gore, Bieberbach teoreminden

1
CL2+—
20

<2

sonucuna variriz. Ayrica |as| < 2 oldugu goz éniine almdiginda

1
—+CL2—CL2
20

< +lag] <4 veya |zo] >

1
4

1
—+a2
20

bulunur. Yani f € S’nin her ihmal edilen degeri orijin merkezli ve yarigap1 1/4 olan

diskin disinda yer alir. O]
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Bu kanit aslinda S simmifindaki modiilii }L olan bir degeri ihmal eden fonksiyonlarin
yalnizca Keobe fonksiyonu ve onun rotasyonlar1 oldugunu gosterir. Dolayisiyla, S
siifindaki diger tiim fonksiyonlarin deger bolgesi daha biiyiik bir yarigapa sahip bir
diski icerir.

(2.4) denklemine geri donersek, ilk goze carpan |az — a3| < 1 esitsizligidir. Bu
esitsizlik Fekete ve Szeg@'niin daha derin bir teoremine ilham vermigtir ve kaniti

Lowner teorisi ile birlikte Valiron ve Landau’nun lemmasini gerektirmigtir.

Teorem 2.13 (Fekete—Szegd Teoremi). [8, sayfa 104] f € S olsun ve f(z) = z +

> > 5 anz™ verilsin. Buna gore 0 < p < 1 igin

lag — pal] <1+ 2¢ 21/ (1=p)

esitsizlige gerceklenir. Bu esitsizlik her p i¢in kesindir.

Koebe fonksiyonu yukarida verilen Fekete-Szegd teoreminde ekstremal fonksiyon
olmadigindan, yalinkat fonksiyonlar teorisi yalnizca § sinifindaki problemlerde £ fonk-

siyonunun ekstremal oldugunu gostermekten ibaret degildir.
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Bolum 3

Buyume ve Distorsiyon Teoremleri

Bieberbach'in |as| < 2 esitsizligi, konform tasvirlerin geometrik teorisi iizerinde derin
ve kalic1 etkiler birakmigtir. Bu baglamda elde edilen en 6nemli sonuglardan biri, &
smifina ait fonksiyonlarin tiirevlerinin modiilleri igin, yani |f’(2)| ifadesi agisindan
kesin alt ve iist siirlar saglayan Koebe distorsiyon teoremidir. “Distorsiyon” terimi
|f(2)| biiyiikliigiintin ilgili konform tasvir altinda yay uzunlugunun sonsuz kiigiik
Olgekteki biiyiime orani olarak geometrik bir yoruma sahip olmasindan kaynaklanir.
Benzer sekilde, |f'(z)|? ifadesi de bu tasvirin Jacobian determinanti olarak alanin

sonsuz kii¢iik biiytime faktoriinii temsil eder.

Asagidaki lemma, distorsiyon teoreminin kanitinda ve onunla iligkili ¢esitli sonuc-

larin elde edilmesinde temel bir ara¢ olarak kullanilmaktadir.

Lemma 3.1. f € S ise

() 2P| 4
— < U 3.1
IONEEL BT FC .

esitsizligi gerceklenair.

Kanit. f € S olsun. Bir ¢ € U sabiti i¢in T¢(0) = ( esitligini saglayan Unun U
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uzerine
z4+C
1+Cz

Te(z) =
olarak tanimlanan Md&bius transformasyonu goz 6niine alinsin. Buna gore

T'(2) = L-(14+¢2) = ¢z +¢) _1+¢z—Cz—|¢f* _ 1—|¢f
‘ (1+4¢2)? (1+4Cz2) (1+4¢2)?

oldugundan T/(0) = 1 — [¢|? saglanir. Bu nedenle

() — £
- B7©) (3.2)

Fe(z) =

olarak tamimlanirsa bu bir disk otomorfizmas: oldugunda F, € S’dir. (1.7) denkle-

minden T¢(z) fonksiyonunun Taylor serisi acilimi

Te(2) = C+ (1= ¢z = C(1 = [¢2)22 + - --

seklindedir. Bu ytizden, f(7¢(z))'nin Taylor serisi

FT) = O + FOT) -+ L me) - g2 4

formunda olup buradan

1<)
2

(1= == [CP) (O] 2%+
(3.3)

FTL(2)) = F(C) = (1= ¢ F(Q)= + [

elde edilir. Simdi (3.3) denklemi (3.2) ifadesinde kullanilirsa

/(9
1)

STETINR Y YT T I
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bulunur. Dolayisiyla Bieberbach teoremine (Theorem 2.7) gore

1 /(<) '
—(1—[¢)? —2(] <2
3|11

esitsizligine ulagilir. Yukaridaki denklem 13%2 ile carpildiginda

Q) 2C
F©O 1P

4¢)
SToIP

(3.4)

elde edilir. Son olarak (3.4) denkleminde ¢ yerine z koyarak bu lemmanim ispat
tamamlanir. Koebe fonksiyonunun uygun bir rotasyonu ile yukaridaki esitlik her z € U

icin egitlik haline gelir. O]

Simdi S simifi i¢in distorsiyon teoremini verelim.

Teorem 3.2 (Distorsiyon Teoremi). f € S ise

1—|z| ' 1+ |z| B
<1+ |Z|)3 < |f< )| < (1—_ |Z|)3’ eUuU (35)

esitsizligi gegerlidir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek yeter kosul f fonksiyonunun Koebe

fonksiyonunun bir dontisimi olmasidr.

Kanat. |(] < C esitsizliginin —C' < Re{(} < C bagintisim gerektirdigi (3.1) denkle-

minde kullanilarak

" 2
S Y 6 e .
1—1]z2 — fi(z)  1=|z2) 7 1= |z?

ve buradan

Al Mg

T—]z2 1|22 7

S A e

) ST e B9
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elde edilir. f'(z) # 0 ve f’(0) = 1 saglandigindan log f’(z)’in orijinde sifir olan tek

0

degerli bir dal secilebilir. Ayrica, z = re? ve sabit 6 icin

0 0
1o £'(2) = rop- log | /()] + axg /(=)
ve

0 oy d N F(2) B 2f"(2)
TEIng (2) = TEUng (Z)]E B Tf/(z) = f'(2)

oldugu goriiliir. Son iki ifadenin sag tarafindaki reel kisimlar esitledigimizde

")\ _ 0 / _
Re{ 702) } =Ty Re{log f'(2)}, |z| =7 (3.7)

bulunur. (3.6) ve (3.7) denklemleri birlegtirilerek

2|zl —4 0 2|z| +4
< —1 p <
e < g loelf ()l < T
veya buna denk olarak
2r — 4 0 , 2r +4 ,
< _1 / 6 < —_ 6 .
< o) < T (s =) (38)

elde edilir. Yukaridaki ifadenin r’ye gére 0’dan R’ye integrali alinirsa

Ror 4 4 Ror+4
/ L < log| f/(Re")| < / T (3.9)
0 0

— 2 1 —17r2

sonucu bulunur. Buradan

R R
2r — 4
/ ! 2d7“:/
0o 1-—7 0

1 3 } i 1-R
— 2 | dr = [log(1 — r) — 3log(1 —log —— %
r— 1 1+ r r [Og( r) Og( + T)]O og (1 + R)3
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ve

Ror 44 R[ 1 3 } R 1+R
- — log(1 + 1) — 3log(1 — )| = log —— =+
/0 1_r2dr /0 1—|—r+1—7’ dr = [log(1 + ) — 3log(1 —r)], Og(l—R)3

oldugu gozlemlenir. (3.9) denkleminde bu sonuglar kullanilarak

1-R I1+R

! 0
5 < log|f'(Re”) Slogm

1 - -
08 (1+R)

bulunur. Buradan iistel alimir ve R ifadesi |z| = r ile degigtirilirse istenen sonug elde

edilir.

Simdi k(z) = 7757 Koebe fonksiyonunu ele alahm. Bu fonksiyonun tiirevi

_Z __
(1-=

oy 1-(1—22422(01—2) 14z
Fle) = a2 ESE

olup |f'(2)| igin yapilan her iki tahminde de bu fonksiyonun en iyi sonuglari verdigi
goriiliir. Dahasi (3.5) esitsizliginde yer alan alt veya iist sinirlardan birisi 2z = Re®
i¢in esitlik durumunda oldugunda her r (0 < r < R) i¢in (3.8) denkleminin yine aym

siir esit formda olur. Ozel olarak r = 0 icin

e {24710

6i9f”<0) B
710 f -

}——4 veya Re{ 7(0)

elde edilir. Bu da |as| = 2 oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla Bieberbach teoremine

gore f fonksiyonu Koebe fonksiyonunun bir déniistimii olmalidir. O
Distorsiyon teoremi |f(z)| igin kesin tist ve alt siirlar elde etmede kullamlir.
Teorem 3.3 (Biiyiime Teoremi). f € S ise

2]
(1—1z)*

L pe) <

e zeU (3.10)
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ifadesi gerceklenir. Esitligin saglanmast i¢in gerek yeter kosul f fonksiyonunun Koebe

fonksiyonunun uygun bir donisimi olmasidur.

Kanit. f € S ve z = re? € U bir sabit olsun. (3.10) ifadesinin sag tarafinda yer alan

esitsizligi ispatlamak igin Teorem 3.2 ve f(0) = 0 oldugu gergegi kullanilarak integral

| reas=|[ f’(pe“))e""dp'

" / i0 " 1+p . r
g/o £ (pe >\dps/0 A=

alinirsa

f(2) =

elde edilir.

(3.10) denkleminin sol tarafin ispatlamak daha detayl bir inceleme yapmay1 ge-
rektirir. I' = f(C,) ve I iizerinde orijine en yakin nokta w; olsun. f fonksiyonunun
uygun bir doniistimii kullanilarak w; > 0 oldugu varsayilabilir. Ayrica 0 < w < w;
seklinde belirlenen dogru pargasi A olsun ve f(z) altinda w; ve A’'min 6ngoriintiileri

sirasi ile z; ve L ile gosterilsin. L iizerinde z’yi integral degiskeni olarak alarak L

Y w = f(z) ¢
AN )
NEZARS V)

C,

z — duzlemi w — duzlemi

tizerinde f’(z)dz = dw > 0 neticesi elde edilir. Bu nedenle

w=[Tdw= [ = [C1re

" / i0 " 1_,0 o r
> [ [ Gtado = i




sonucuna olagilir.

Eger bir f € S i¢in (3.10) esitsizligin alt ya da st smirinda esitlik gergeklesirse,
o zaman (3.5) ifadesinde de ilgili sinirda esitlik s6z konusu olur. Bu nedenle distorsi-
yon teoremi geregi esitligi saglayan fonksiyon f, Koebe fonksiyonu ya da uygun bir

doniigiimii olmalidir. O]

Asagidaki sonug biiyiime teoremi ile distorsiyon teoremi arasindaki iligkiyi or-
taya koymaktadir. Bununla birlikte kolay goriinsede bu sonug sadece biiyiime ve dis-
torsiyon teoremlerinin bir uygulamasi degildir, aksine Lemma 3.1’de kullanilan disk
otomorfizmini gerektirir. Aslinda, eger f € S ve z € U ise biiylime ve distorsiyon

teoremlerinin direk sonucu
<1 — |7| )3
1+ |2

seklinde olup bu ifade agsagidakine gore daha zayiftir.

2f'(2)
f(2)

IA

< (H |Z|)3 (3.11)

11z

Corollary 3.4. Eger f € S ise

1—|z|
1+]z] =

2f'(2)
f(2)

1+ |7

U 12
“ 11—z < (3.12)

esitsizlige saglanwr. Esitligin saglanmasy w¢in gerek yeter kosul f fonksiyonunun Koebe

fonksiyonunun uygun bir doniisimi olmasidar.

Kamit. f € § olsun. Lemma 3.1’in kanitinda oldugu gibi sabit bir { € U segilir ve

T¢(z) fonksiyonu

seklinde tanimlanirsa
f(Te(2) = f(Q)

& ="01emro
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disk otomorfizmi icin Fy € S ifadesinin dogru oldugu goriiltir. Biiyiime teoreminden
(Teorem 3.3)

< ) 5
At <Ol = g (3.13)

bulunur. Ancak 7¢(—¢) = f(0) = 0 oldugundan

R - JTED 1O FO O ()
: O-KPFQ)  0-KPIQ) - KPR

elde edilir ve bu sonug (3.13) denkleminde kullamldiginda

5 £ |
W12 = A= (PO = T [P

(3.14)

bulunur. Son olarak, (3.14) denkleminde ( yerine z yazilir ve sadelestirme iglemi
uygulanirsa (3.12) denklemi elde edilir ve lemma kanitlanmig olur. Yine belirtmek

gerekir ki (3.12) denklemi (3.11) denklemini gerektirmez. O
Onerme 3.5. Her 0 < r < 1 igin bir C, < oo sabiti vardur, yleki f € S ve |z| <r
15€

|f(2) = 2| < Cplzf? (3.15)
esitsizlig gerceklenir. Burada, C,. i¢in en iyi se¢im

2—r

Cr = (1—r)2

ifadesidir.

Kamt. f € S oldugundan f(z2) = z + ag2® + a3z + -+ - seklinde ifade edilebilir ve
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buradan

—Z‘

o0
<3 Jallz"
= n=2
2 —
- wz ol < St = e
n=2 n=2 ( —’I“)

sonucuna ulagilir. Burada ikinci esitsizlikte |a,| < n ve |z| < r ifadeleri kullamilmigtar.

]
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Bolum 4

Bazi Temel Alt Smaflar

Bu boliimde S smifinin geometrik kosullarla tanimlanan bazi alt simiflari incelene-
cektir. Diger neticelerin yani sira bu alt siniflarin her biri i¢in Biberbach tahminini

kanitlanacaktir.

Tanim 4.1 (Konveks Fonksiyonlar ve C Smufi). Dizlemde bir D domaini, i¢erisinde
yer alan herhangi iki wy ve wy noktalariny birlestiren dogru par¢ast tamamen D nin
icerisinde yer aliyorsa konveks olarak adlandvriler (bkz. Sekil 4.1). Eger bir f(z) fonk-
siyonu U birim diskini konform olarak bir konveks domaine resmediyor ise konveks

fonksiyon olarak adlandirilir.
U dzerinde konveks olan tim f € S fonksiyonlarinin kiimesi C ile gdsterilir.

Im Im

wq Wy

Re

T

Sekil 4.1: Konveks ve konveks olmayan domainler

Tanim 4.2 (Yildizil Fonksiyonlar ve S* Simf). Dizlemdeki bir D domaini i¢inde yer

alan herhangi bir wy noktasini baslangic olarak kabul eden her dogru parcasi veya isin
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D 'nin sinarine sadece tek bir noktada kesiyorsa D domainine wg noktasina gore iyul-
dizal denir. Daha goziimiizde canlandirabilecegimiz bir ifadeyle tanima gore D 'nin her
noktas, wy noktasindan "goriulebilir” durumdadir. Eger bir f(z) fonksiyonu U birim
diskini wo noktasina gore yildizil bir domain tizerine konform olarak resmediyorsa, bu
durumda f(z) fonksiyonuna wy noktasina gore yldizldir denir. Ozel olarak wy = 0

olmasy durumunda f(z) fonksiyonu yildizil fonksiyon olarak adlandiriar.

U birim diskinde yildizil olan tim f € S fonksiyonlarinan sinifv S* ile gosterilir.

Im
Wy noktasina ve orijine gére W, noktasina gore yildizil fakat
yildizil domain orijine gére yildizil olmayan domain

Uyar1 4.3. Bir D konveks domaini her i¢ noktasinda ypldizldir. Aksine, eger bir D

domaini her i¢ noktasinda yildizil ise bir konvekstir. Bu nedenle, C C §* C S seklinde

bir icerme bagintisy vardur. Ornegin, f(z) = }J_rj fonksiyonu U’yu sag yarim dizleme

resmettigi i¢in bir konveks fonksiyondur. Ote yandan, Koebe fonksiyonu yldizil olma-
sina ragmen konveks degildir. Aslinda, k(U) bélgesi her wy > —1/4 noktasina gore

yldizaldar.

En temel ve iizerinde en ¢ok galisilan yalinkat fonksiyonlarin iki alt sinifi C ve
S*’dir. Konveks fonksiyonlara iligkin ilk galisgma Study’nin 1913 tarihli kitabinda [25]
yer almaktadir. Diger taraftan, yildizil fonksiyonlar Nevanlinna tarafindan 1921°de
tanitilmigtir [18]. Koebe fonksiyonunun S* sinifina ait olmasindan dolay1 yildizil fonk-
siyonlar ozellikle ilgi ¢ekici olup & smifinin diger alt simiflarina gore daha ¢ok arasti-

rilmiglardir. S6z edilen faktorler ve yildizil fonksiyonlarin goriintiilerinin geometrisi,
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S* smifindaki fonksiyonlar i¢in zengin ve giizel bir dizi 6zellik ortaya koymaktadir. Bu
ozelliklerin bazilar1 § smifindaki fonksiyonlar i¢in de gegerliyken, bazilar1 ya yanlig

ya da S smifi i¢in acik problemlerdir.
C ve §* smflari, pozitif reel kisma sahip fonksiyonlar sinifi P ile yakindan iligki-

lidir.

Tanim 4.4 (Carathéodory Fonksiyonlari). p fonksiyonu U birim diski tizerinde ana-

litik ve p(0) =1 olsun. 0 < oo < 1 i¢in P, ile
Rep(z) >a (z€U)

esitsizliging saglayan
2)=1+) pu"
n=1

Taylor agilimina sahip p fonksiyonlarinin sinifi ifade edilsin. Py sinife kisaca P ile
gosterilir ve bu sinifa ait fonksiyonlar pozitif reel kisma sahip fonksiyonlar veya Ca-

rathéodory fonksiyonlary olarak adlandurilur.

U birim diskini {w : Rew > a} yarim diizlemine resmeden

o0

1+(1—-2a)z 14z

p(z2) = = (1—a)+a=(1+2)<

11—z 11—z

z”) (1—a)+a

n=0

= (1—{—222) (I—-a)+a=14+2(1 —« iz”
n=1

fonksiyonu p € P, fonksiyonlarinin bir 6rnegi olarak verilebilir. Bagka bir 6rnek ise
P, smifina ait olmakla beraber n > 2 igin yalinkat olmayan p(z) = 1 — (1 — a)z",

n € N fonksiyonudur.

Asgagidaki lemma Carathéodory tarafindan [5] verilmig olup teoride siklikla kulla-

nmilmaktadir.
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Lemma 4.5 (Carathéodory’s Lemma). Eger p € P ve

p(z) =1+ anz"
n=1
ise |pn| < 2 egitsizligi hern = 1,2, -+ i¢in saglamr. Bu egitsizlik her n i¢in kesindir.

Sonraki teoremin kanitinda, iyi bilinen Schwarz lemmasini kullanilacaktir.

Lemma 4.6 (Schwarz lemmasi). [6, sayfa 130] w bir Schwarz fonksiyonu olsun. Yani,
U da analitik olan ve w(0) = 0 ifadesini gergekleyen w fonksiyonu ayni zamanda birim
diskte |w(z)| < 1 esitsizsizligini saglasin. Buna gére U birim diski i¢inde |w'(0)] < 1
ve \w(z)| < |z| esitsizlikleri gegerlidir. Ayrica, eger bir z # 0 i¢in |w'(0)] = 1 veya
\w(z)| = |z| ise her ¢ € U igin w(¢) = ¢C olacak sekilde bir ¢ sabiti vardir oyleki

lc| = 1 saglanar.

Yildizil fonksiyonlarin analitik gosterimi, pozitif reel kisma sahip fonksiyonlar kul-
lanilarak verilebilir. Burada, kismen Duren [8; sayfa 41| tarafindan verilen agagidaki

ispat1 referans alacagiz.

Teorem 4.7. f(0) = 0 ve f'(0) = 1 normalizasyonlarini saglayan f fonskiyonu

U birtm diskinde analitik olsun. Bu durumda f € S* olmasi i¢in gerek yeter kosul

2f'(2)/f(z) € P, yani

Re {ZJ{;S)} >0 (zel) (4.1)

ifadesinin gerceklenmesidir.

Kamt. f € S* olsun. Oncelikle, f fonksiyonunun her |z| < p < 1 alt diskini bir yildizil
bélgeye resmettigini gosterelim. Bunun igin ¢g(z) = f(pz) fonksiyonunun U’da yildizil
oldugunun ispatlanmas1 gerekir. Yani her ¢ € (0,1) sabiti ve her z € U i¢in tg(z)

noktasimin ¢g'nin deger bolgesinde oldugu gosterilmelidir. f € S* oldugundan U’da
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analitik ve |w(z)| < |z| kosulunu gergekleyen bir w fonksiyonu icin tf(2) = f(w(2))

esitligi saglanir. Bu durumda, wq(z) = w(pz)/p ve |wi(2)| < |z| olmak iizere

t9(:) = 1(02) = Fw(p2) = (1722 ) = flpun(z)) = glua(2)

ifadesi gergeklenir. Bu, f fonksiyonunun her |z| = p < 1 gemberini bir yildizil domaini
sinirlayan C, egrisi tizerine resmettigini gosterir. O halde, z pozitif yonde |z| = p

gemberi etrafinda déndiigiinde arg f(z) artandir. Diger bir deyisle
D Larg flpe")} 2 0
00 -

ifadesi gerceklenir. Dolayisiyla yukaridaki denklem kullanilarak &* sinifindaki fonksi-

yon icin P siifi kullamilarak analitik bir temsil elde edilebilir. Yani, z = pe? icin

) : 0 ’
55 {a1g f(pe”)} = Tm {@ k’gf(’oew)}

o {%} —Tm {Z?”(’Z(;)} — Re {%z)}

esitligi gergeklenir. Dolayisiyla harmonik fonksiyonlar i¢in verilen maksimum prensibi

6, sayfa 253] kullanilarak zf'(z)/f(z) € P oldugu sonucu elde edilir.

Tersine, f(0) = 0 ve f(z) = 1 normalizasyon kosullarini saglayan bir analitik
fonksiyon f ve zf'(z)/f(z) € P olsun. Buna gore f'nin U diskinde orijindeki basit

sifir1 hari¢ bagka sifir1 yoktur. Yukaridaki argiiman tersine ¢evirmek her p < 1 i¢in
0 it
%{argf(pe )} >0, 0<60<2r

oldugunu gosterir. Bu nedenle, z noktasi |z| = p gemberi etrafinda saat yoniiniin
tersine déndiikce, f(z) noktasi artan bir argiimanla kapali bir egri olan C, iizerinde

hareket eder. f’nin |z| = p i¢inde yalmizca bir sifir1 oldugu i¢in, argiiman prensibi [6,
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sayfa 123| bize C,’nun tam olarak bir kez orijini ¢evreledigini séyler. Bu nedenle, C,
kendisiyle kesigemez ve dolayisiyla C,, yildizil bir bolge olan D,’yu cevreleyen basit
bir kapali egridir. D,, C,,’nun i¢ kismini temsil eder ve f, |z| < p diskinde D, igindeki
her degeri tam olarak bir kez alir. Bu her p < 1 i¢in gecerli olduguna gore, f’'nin U

iizerinde yalinkat ve yildizil oldugu sonucuna variriz. O]

Yukaridaki sonuglar gosterir ki, eger U’da analitik bir f fonksiyonu f(0) = f'(0) —
1 = 0 kogulunu saghyor ve z € U i¢in Rezf'(z)/f(z) > 0 ise f fonksiyonu U’da
yalinkattir. Yani S* C § gegerlidir. Bu anlamda, $*'1n S'nin dogal bir alt kiimesi

oldugu soylenebilir.

Ornek 4.8. Her z € U icin k(z) = ﬁ Koebe fonksiyonunun yldizil oldugunu
gosterelim.
1+2
K (z) =
oldugundan

2k (z)  2(1+2)(1—2)?2 1+z
k(z)  (1—283 2 — 1—=z

saglanir. Bu nedenle

elde edilir.

Benzer bir analitik ifade, konveks fonksiyonlar i¢in de gecerlidir ve kanit1 yine

Duren tarafindan verilen ispata benzer [8, sayfa 42].

Teorem 4.9. f, U duzerinde analitik bir fonksiyon, f(0) = 0 ve f'(0) = 1 olsun.

f € C igin gerek yeter kosul [L + zf"(2)/f'(2)] € P olmasi, yani

2f"(2)
f'(2)

Re {1 + } >0 (ze€U) (4.2)
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saglanmasidir.

Kamt. Oncelikle f € C olmak fizere f(z) fonksiyonu her |z| < r < 1 alt diskini
konveks bir bélgeye resmeder. Bunu gostermek igin |z1| < |23] < r kogulunu saglayan

21 ve zy noktalar: segilsin ve wy = f(21) ve wy = f(22) olsun. Buradan

woztw1+(1—t)w1, O<t<1l

yazilabilir. f konveks bir tasvir oldugundan f(zg) = wy esitligini saglayan tek tiirli
belirli bir z; € U noktasi vardir. Burada gosterilmesi gereken |zp| < r oldugudur.

Ancak g(0) = 0 ve g(z2) = wy olmak {izere

9(z) =tf(z12/2) + (1 = 1) f(2)

fonksiyonu U’da analitiktir. f € C oldugundan

fonksiyonu iyi tammhidir. £(0) = 0 ve |h(z)| < 1 i¢in Schwarz lemmasi geregi |h(z)| <
|z| saglanir. Bu durumda

|20l = [h(22)] < Jzo| <7

oldugu gosterilmig olur. Bu nedenle, f her |z| = r < 1 ¢emberini konveks bir domaini
sinirlayan C,. egrisi iizerine resmeder. Konveksligin sonucu olarak C). {izerindeki tege-

tin egimi, egri pozitif yonde donerek takip edildiginde azalmaz. Analitik olarak, bu
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0< % <arg {%f(rew)}) = % (arg {ire” f'(re)})

= % Im {log [ire” f'(re”)] }

=Im {% log [irew '(rew)]}
 Im {irew [if'(re') + i?“ewf”(rew)]} (2 = rew)

ire® f!(rei?)

seklinde ifade edilebilir ki bu ise

Re {1 + ZJJ:;S)} >0, |z|=r

koguluna indirgenebilir. Dolayisiyla, harmonik fonksiyonlar i¢in maksimum prensibi
6, sayfa 253] geregi [1 + zf"(2)/f'(2)] € P oldugunu gosterilmis olur.

Tersine, [1 + zf"(z)/f'(z)] € P ifadesini gergekleyen f fonksiyonunun yukaridaki
normalizasyon kosullarin1 da sagladigini1 var sayalim. Yukaridaki sonuglara gore, C.
egrisine ait teget dogrusunun egimi monoton olarak artar. Ancak bir nokta C, egrisi

iizerinde tam bir doniis yaptiginda teget vektoriinlin argiimani

[ sl [ Fi)
el B e e

esitigini saglar. Buradan her C}.’nin konveks bir domaini sinirlayan basit bir kapali egri

oldugu sonucu elde edilir. Bu durum herhangi bir » < 1 igin gegerli oldugundan f’nin

deger bolgesi konveks bir domain olan yalinkat bir fonksiyon oldugu bulunur. O

Ornek 4.10. w = f(2) = log(1 + 2) fonksiyonunun her z € U igin konveks fonksiyon
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oldugunu gostermek icin asagidaki adimlarin izlenmesi gerekir.

f'(z) = b = log f'(z) = log (i) =log1 —log(1 + 2)

1+2
G T g
yani
bt ij/,;iz)) - 1iz

olur. O halde

Re{l—l—zﬂég)}:R {1—11—2}:%{( —I—z> (1—1—2)}:%
(e e

l 5%

bulunur. Her z € C igin —|z| < Rez < |z| ve |z| < 1 oldugundan

o)
1+2z 1+zZ

1
)

veya

—1<Rez<l1l, zeU

elde edilir. Boylece, 1+Re z > 0 bulunur. Ote yandan, her zaman pozitif olan |1+ 2|?

goz ontinde bulunduruldugunda istenilen sonuca ulagilir. Yani

Re {1 + ZJ{,EEZ))} >0

dir.

Onceki iki teorem konveks ve yildizil fonksiyonlar arasindaki 1915 yilinda Alexan-

der [1] tarafindan verilen analitik baglantiy1 ortaya koyar.
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Teorem 4.11 (Alexander Teoremi). U’da analitik, f(0) =0 ve f'(0) = 1 kosullaring
saglayan bir f(z) fonksiyonu alinsin. O halde f € C olmasi i¢in gerek yeter kosul

z2f'(z) fonksiyonunun S* sinifinda yer almasidar.

Kanit. g(2) = zf'(2) ise
B P //(z)
o) )

saglanir. Bu durumda, esitligin sol taraftaki fonksiyon U’da analitik ve pozitif reel

kisma sahipse sag taraftaki fonksiyon da pozitif reel kisma sahip ve analitiktir ve
bunun tersi de gecerlidir. Dolayisiyla, iddianin Teorem 4.7 ve Teorem 4.9’dan dogru

oldugu sonucu elde edilir. O]

Orijin civarindaki her f € S fonksiyonu birim fonksiyonu ile benzesir. Bu durumda
olmasi beklenen f'nin |z| = p kiigiik gemberlerini konveks bir bélgeyi sinirlayan egriler

iizerine resmetmesidir. Agagidaki teorem, bu kavrami nicel terimlerle ifade eder.

Teorem 4.12 (Konvekslik Yaricapi). Her p < 2 — /3 pozitif saypsy i¢in f € S
fonksiyonu |z| < p diskini bir konveks domaine resmeder. Bu sonug eger p > 2 — V3

1se yanhstor.

Kanat. Lemma 3.1°de verilen (3.6) denklemi dikkate alindiginda |z| = r < 1 olmak

uzere

2f"(2) 2r? Ay
Re{ f'(2) } = 1—r2 1—g2

veya

2f"(2) 1 —4r +1r?
f(2) }2 1—r2

sonuclar elde edilir. Ancak 7 < 2—+/3 ise 1 —4r+72 > 0 oldugu icin f fonksiyonunun

Re{1+

|z| < r diskini konveks bir domaine resmettigi sonucu elde edilir. k(z) = a2 Koebe
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fonksiyonu igin
zk'(z)  144z4 27
E(z)  1—22

1+

saglandigindan 2 — v/3 smirmin kesin oldugu sonucuna ulagilr. ]

2 —+/3=0.267... sayis1 S simfi icin konvekslik yaricapr olarak adlandirilir. Yal-
dizillik yaricapr tanh(mw/4) = 0.655... olarak bilinir ancak bu sonu¢ daha sofistike
bir ispata sahiptir. Lowner methoduna dayanan bir kanit [8, sayfa 98] kitabinda ve-
rilmigtir.

Yildizil fonksiyonlar sinifi §* i¢in Bieberbach hipotezi R. Nevanlinna tarafindan

1920 yihinda kanitlanmigtir [18].

Teorem 4.13. Eger f € §* isen = 2,3, i¢in |a,| < n kosulu saglanwr. f Koebe

fonksiyonunun bir dontisimi degil ise kesin egitsizlik her n i¢in gegerlidir.

Kamit. Verilen bir f € §* igin

BETHO R S

seklinde tanimlanan p(z) fonksiyonu igin Teorem 4.7’ye goére p € P’dir ve ayrica

Carathéodory lemmasi1 (Lemma 4.5) geregi |p,| < 2 saglanir. Simdi

formunda yazilirsa buradan

ve
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oldugu gozlemlenir. Daha sonra z" terimlerinin katsayilar1 kargilagtirilarak a; = 1

olmak tizere

n—1
nan:an—i_zpnfkalm TL:2,3,"'
k=1
elde edilir. Simdi n > 2 igin |ax| < k, (k= 1,2,--- ,n — 1) esitsizliginin saglandigim
kabul edelim. O halde
n—1 n—1
(0= Dlanl <3 Ipuellan] < 32k = n(n - 1) (43)
k=1 k=1

ifadesinden |a,| < n elde edilir. Bieberbach teoremine gore eger f Koebe fonksiyo-
nunun bir doniigimi degilse |as| < 2 gegerlidir. Bu durumda (4.3) esitsizliginden
f € 8" ve f, Koebe fonksiyonunun bir déniigiimii degilse her n > 2 igin |a,| < n

sonucu ortaya ¢ikar. O]

Corollary 4.14. f € C ise n = 2,3, i¢in |a,| < 1 katsay egitsizligi saglanwr. f
fonksiyonu 1(z) = z(1—2)~1 olarak tansmlanan | Koebe fonksiyonunun bir dénisimai

degilse tiim n degerleri icin kesin esitsizlik gecerlidir.

Kanat. Busonug Alexander teoremi (Teorem 4.11) kullanilarak kolayca elde edilebilir.
Eger f € Cise zf'(z) € §* olur ve dolayisiyla n|a,| < n sart1 |a,| < 1 sonucunu verir.

Diger taraftan

z =
l(z)zl_Z:Zz
n=1

fonksiyonu zI'(z) = k(z) esitligini saglar ve U birim diskini Rew > —3 yan diizlemine

resmeder. Bu sonug, ilk kez (dogrudan) Lowner tarafindan kanitlanmigtir [16]. H

Koebe fonksiyonu yildizil ve S sinifi igin ekstremal fonksiyon oldugundan biiyiime
ve distorsiyon teoremleri gibi S sinifi i¢in bilinen ¢esitli esitsizlikler, S* simifinda ke-

sindir. Bununla birlikte bu sinirlar Koebe fonksiyonunu icermeyen C sinifi i¢in geligti-
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rilebilir. Beklenebilecegi gibi yukaridaki [ yaridiizlem tasviri C i¢in tipik bir ekstremal
fonksiyondur. Ornegin, asagidaki teorem Koebe 1/4 teoreminin (Teorem 2.12) uyar-

lamasidir .

Teorem 4.15. Her f € C fonksiyonunun deger kiimesi |w| < 5 diskini igerir.

Kamt. Eger f € C ve f(z) # w ise g(z) = [f(z) — w]? fonksiyonunun yalinkat

oldugu geometrik olarak aciktir ve analitik olarak kanitlanmasi kolaydir. Gergekten,

g(21) = g(z) ise
9(z1) = 9(z2) = [f(z1) = w]* = [f(z2) —w]* = [f(z1) = f(2)][f (21) + [(22) — 2u]

olur. Budaya f(z1) = f(22) yada 1[f(21)+ f(22)] = w oldugu anlamna gelir. Ikincisi
ifade w degerini ihmal eden bir f konveks fonksiyonu i¢in imkansizdir. Boylece
w? — g(2)
h(z) = ————=¢€S8
(2) 5w €
sonucu elde edilir. Ancak g(z) # 0 oldugundan h(z) # ¥ saglanir. Dolayisiyla Koebe

1/4 teoreminden |%| > § veya |w| > % ifaedsine ulagilr. Bu da teoremi kamtlar.

fonksiyonu % yaricapinin miimkiin olan en iyi sonug¢ oldugunu gésterir. O]

Teorem 4.16 (S* igin Biiyiime ve Distorsiyon Teoremleri). [9, sayfa 117] f(z) € S*

olsun. O halde
E

(1 —=1z])?

2]
m <|f(2)] <

ve
1+ |7

1_|Z| /

(1+]z[)
ifadeleri saglanir. Bu esitsizlikler kesindir. Esitligin saglanmast i¢in gerek yeter kosul

f(2) fonksiyonunun Koebe fonksiyonunun bir donisimi olmasidar.
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Teorem 4.17 (C igin Biiytime ve Distorsiyon Teoremleri). [9, sayfa 118] f(z) € C

18€
2] 2]
sl T
ve
1 , 1
e SO g

ifadeleri saglanwr. Ayrica f(z) fonksiyonu z/(1 — z) fonksiyonunun bir déniisimi ise

bu esitsizlikler i¢in ekstremaldur.

1952’de Kaplan [13| konveks ve yildizil fonksiyonlar1 genellegtirmis ve agagida

verilen konvekse yakin fonksiyonlar fikrini ortaya atmigtir.

Tanim 4.18 (Konvekse Yakin Fonksiyonlar ve I Smifi). Her z € U i¢in

Re {21} >0

kosulunu saglayan bir g konveks fonksiyonu varsa birim disk U’da analitik f fonk-

siyona konvekse yakin adv verilir. f(0) = 0 ve f'(0) = 1 normalizasyon kosullarini

saglayan f konvekse yakin fonksiyonlarimin sinife KC ile gosterilir.

Yukaridaki tanimda f fonksiyonu igin yalinkatlik kosulu ve ayrica iligkili g fonk-
siyonu i¢in normalizasyon gart1 aranmadigina dikkat etmek gerekir. Bununla beraber
konvekse yakin fonksiyonlar i¢in elde edilen neticelerin pek ¢cogunda ¢ fonksiyonunun

normalizasyon kogullarini sagladigi varsayilmaktadir.

Alexander teoreminin bir sonucu olarak Kaplan'in verdigi tanimin egdeger bir

ifadesi

Re {ng((j))} >0 (z€eU)

esitsiligini saglayan bir g € §* fonksiyonunun olmasi yazilabilir. Bu tip konvekse yakin
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fonksiyonlarin sinifim1 Ky ile gosterelim.

Uyari 4.19. Her konveks fonksiyonun konvekse yakin oldugu agiktir. Bunu gostermek

icin f fonksiyonunun konveks oldugunu varsayalim. Ejder g = [ secersek

Re {g:g))} = Re {;:Ei;} =1>0

elde edilir. Daha genel bir ifadeyle her yildizil fonksiyon konvekse yakin fonksiyondur.
Gercekten, herhangi bir f € S8* fonksiyonu g € C olmak tizere Alexander Teoremi

(Teorem 4.11) f(z) = z¢'(z) seklinde yazlabilir ve buradan

Re {%} ~ Re {J{(—())} >0
saglanar.

Yukaridaki agiklamalar 1s1iginda C € & € Ky C K igcerme iligkisinin mevcut

oldugu gozlemlenir.

Konvekse yakin her fonksiyon yalinkattir. Bu sonu¢ Noshiro [19] ve Warscha-

wski’ye [28] ait agagidaki yalinkatlik kriterinden gikarilabilir.

Teorem 4.20 (Noshiro-Warschawski Teoremi). Eger f konveks bir D domaininde

analitik ve z € D i¢in Re{f'(2)} > 0 ise, 0 zaman f fonksiyonu D’de yalinkattar.

Kanat. Farz edelim ki z; ve 2o, D’de iki farkl nokta olsun. Bu durumda f fonksiyonu
21 Ve zp noktalarini birlegtiren dogru pargasi tizerinde tanimhdir. Dolayisiyla 0 < ¢ <1

olmak tizere z = tzo + (1 — t)2; i¢in Re{f’(2)} > 0 ifadesinden
f(z2) = f(=1) = / 2 f'(z)dz
21 )
0
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saglanir. Dolayisiyla f(z2) # f(z1) esitsizligi gegerlidir ve boylece f fonksiyonunun

D’de yalinkat oldugu sonucu elde edilir. O]

Simdi, bir sonraki énemli sonucu verelim.

Teorem 4.21. Konvekse yakin her fonksiyon yalinkattor.

Kanat. Eger f konvekse yakin ise bir g konveks fonksiyonu i¢in Re {f'(2)/¢'(2)} > 0

saglanir. g fonksiyonunun deger bélgesi D olsun ve
h(w) = f(g™'(w)), weD
fonksiyonu géz oniine alinsin. Buna gore

R (w) = ) =

yani Re {h/(2)} > 0 saglanir. Boylece h fonksiyonu Teorem 4.20 geregi yalinkattir ve

dolayisiyla f fonksiyonu da yalinkat olur. m

Konvekse yakin fonksiyonlar da konveks ve yildizil fonksiyonlar gibi geometrik
olarak karakterize edilebilirler. f fonksiyonu U’da analitik ve 0 < |z| = r < 1 ¢embe-
rinin f altindaki goriintiisii C,. olsun. Kabaca soylemek gerekirse, f ancak ve ancak
C, egrilerinden higbiri "iki ardigik ve ters yonlii keskin U doniigi" yapmiyorsa (yani
gok dar ve keskin bir S harfi gibi goriinmiiyorsa) konvekse yakindir. Daha agik bir
ifadeyle, 6 arttikca C. egrisinin kendi {izerine 7’den daha fazla déonmemesi gerekir.
Acikcas1 C,., w’den daha fazla bir agi ile geri donseydi kendisiyle kesigebilirdi ve bu
da f’nin yalinkat olmayacagi anlamina gelirdi. Konveks fonksiyonlar stz konusu ol-
dugunda 6 arttik¢a C, egrisinin kendi {izerine donmedigini akilda tutmak énemlidir.

Analitik olarak bu @ arttikca arg(df(re?)/00) teget yoniiniin 6nceki herhangi bir
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degerden 7 kadar azalamadigi anlamina gelir. Bu gercegi kullanarak z = re® olmak

2 (s {re}) e+ 1)

Kaplan [13], f € K i¢in agagidaki gerek ve yeter kogulu vermisgtir.

uzere

Teorem 4.22 (Kaplan Teoremi). [8, sayfa 48] f analitik ve U i¢inde yerel yalinkat
olmak tizere f(z) fonksiyonunun konvekse yakin olmasi i¢in gerek yeter sart her z =

re? € U (r € (0,1)) ve 6 < 0, kosulunu saglayan 6, ve 0y reel sayr ¢ifti igin

/9 9 Re {1 + Z]{<S)} b > —x

olmasadar.

Bieberbach varsayimi, konvekse yakin fonksiyonlarin /C sinifi igin de gegerlidir. Bu

sonug Reade tarafindan verilmigtir [22].

Teorem 4.23.
f(z)=z+ Zanz” (lz] < 1)
n=2

formunda verilen f € K fonksiyonu géz oniine alinsin. Buna gére n > 2 igin |a,| < n

saglamr ve esitlik Koebe fonksiyonu k(z) = z/(1 — 2)? i¢in gegerlidir.

Yalinkat fonksiyonlarin bagka bir¢ok alt sinifi olmasina ragmen bu ii¢ sinif en temel
olanlaridir. Daha 6nce de belirttigimiz gibi tiim bu smiflar Bieberbach varsayimim

kanitlamak i¢in gelistirilmis ve teorinin ilerlemesine biiyiik katkilar saglamigtir.

Yalinkat fonksiyonlar teorisi iizerine Hayman [12], Duren [8] ve Pommerenke [20]
tarafindan yazilan kitaplar basta olmak iizere bir¢cok yararl kaynak bulunmaktadir.
Bunlardan bir digeri Goodman’in yazdig: kitaplar |9, 10] olup yalinkat fonksiyonlarim

¢ok ¢esitli alt simiflar1 i¢in bugiine kadar bilinen sonuglarinin bir 6zeti 6zelligi tagi-
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maktadirlar. Goodman ¢ok sayida alt sinifi ele almis ve 6nemli sonuclarin birgoguna
kitaplarinda yer vermistir. Dogal olarak 1983 yilinda yayinlanmasindan bu yana ¢ok
daha fazla sonug ortaya koyulmustur. Nispeten yakin zamanda yazildig: i¢in en son
geligmeleri igeren bir kaynak olarak Thomas, Tuneski ve Vasudevaraonun kitabi [26]

tavsiye edilebilir.
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Bolum 5

Bazilevi¢ Fonksiyonlari

Bazilevi¢ 1955 yilinda konvekse yakin fonksiyonlara onemli bir genisletme yapmis ve
S kiimesinin daha genel bir alt simifini tanimlamigtir [3]. Bu gelisme, sonrasinda bu
alana yonelik yogun bir ilgiye neden olmustur. Bazilevi¢ fonksiyonlarinin taniminda
kullanmak iizere f(0) = 0, f/(0) = 1 kogullariyla normalize edilmig U = {z € C :

|z| < 1} birim diskinde analitik ve

f(z)=z+ Zakzk
k=2

formunda olan fonksiyonlardan olusan sinif A ile gosterilsin.

Tanim 5.1. a > 0, 3 reel sabitler, p € P ve g € S* olmak iizere

1/(a+iB)

f(z) = {(a + i) /Oz[g(t)]o‘p(t)tw_ldt} (z € U) (5.1)

formundaki bir f(z) € A fonksiyonu (a, B) tipinde Bazilevi¢ fonksiyonu olarak ad-

landvrilir ve bu tip fonksiyonlarin sinafi B(a, ) ile gosterilir.
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(5.1) denkleminde = 0 se¢ildiginde ae > 0, p € P ve g € S* olmak iizere

f(z) = {a/oz Mdt}a (z € V) (5.2)

formundaki bir f(z) € A fonksiyonu « tipinde Bazilevi¢ fonksiyonu olarak adlandirilir
ve bu tip fonksiyonlarm simfi B(«) ile ifade edilir. (5.2) denkleminde verilen f(z)

fonksiyonunun tiirevi

2f'(2) = [f () "[g(2)]"p(2)

olmak tizere p(z) fonksiyonu

olarak bulunur.

Tanim 5.2. f € A, g € S ve a > 0 olmak uzere f € B(«) olmasu igin gerek yeter

sart
2f'(2)
[f () lg

Rep(z) = Re

>0 (ze€U) (5.3)
<z>1a]
ifadesinin gerceklenmesidir.

Burada agikga B(1) = Ky ve B(0) = S* iligkisi mevcuttur. Bazilevié, (5.1) ve
(5.3) ile tanimlanan fonksiyonlarin yalinkat ve bdylece S sinfinin bagka bir alt siifim

olugturduklarim gostermistir [3].

a =1 igin (5.3) esitsizligi

2f'(z)
9(2)

Rep(z) = Re ( ) >0 (ze€U) (5.4)

haline gelir. Bu durumda (5.4) esitsizligini sagladigindan f(z) fonksiyonlar1 U birim

diskinde konvekse yakin fonksiyonlardir.
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(5.3) ile tanimlanan Bazilevi¢ fonksiyonlar: i¢in ¢ok sayida énemli sonug elde edil-
mig olup bu neticelerin pek ¢ogu [26] numaral kaynakta mevcuttur. B(a) siifina ait
fonksiyonlarin goriintii bolgelerinin geometrik yorumunu yapmak kolay degildir ve bu

konunun ayrintilar: bu tezin kapsami diginda birakilmigtir.

Bu tez calismasimin orijinal kismi olarak oncelikle Bazilevi¢ fonksiyonlarimin bir
alt sinifi olan A(c, 5, ) smifi tammlanmig ve bu sinifa ait bazi 6zellikler ortaya konul-
mugtur. Daha sonra v — oo alinarak A(a, 8, c0) simfi tanimlanmig ve bu fonksiyon si-
nifindaki fonksiyonlar igin katsay: esitsizlikleri elde edilmigtir. Caligmanin devaminda
p-valent Bazilevi¢ fonksiyonlarina deginilmis ve bu fonksiyonlar icin A, («, 3, 7) smifi
tanimlanmig, bu smifa ait fonksiyonlarin sagladigi bazi ozellikler iizerinde durulmus
ve son olarak bu fonksiyon siifindaki fonksiyonlar igin katsay1 esitsizlikleri sunul-
mustur. Elde edilen tiim bu neticeler uluslararasi dergilerde yayilanmig olup ilgili

makaleler referansta gosterilmektedir [30], [29].

Simdi A(a, 8,7) ve A,(a, B,7) simflarina ait neticeleri elde ederken kullanilan

Miller ve Mocanu’ya [17]| (ve Sakaguchi [23|) ait asagidaki yardimc: teoremi verelim.

Lemma 5.3. M(z) ve N(z) fonksiyonlar: U birim diskinde analitik, B bir reel sayu
ve M(0) = N(0) = 0 olsun. N(z) fonksiyonu U birim diskini orijine gore yildizil bir

bolgeye resmediyorsa

Re (]\]\4]:((5))) >0 (zeU)

esitsizligi

ifadesini gerektirir.

Yukaridaki lemma kullanmilarak agagidaki netice elde edilir [29].

Lemma 5.4. M (z) ve N(z) fonksiyonlari U birim diskinde analitik, M (0) = N(0) =
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0 ve 7y bir reel says olsun. Eger N(z) fonksiyonu, U birim diskini orijine gore yildizil

bir bolgeye resmediyorsa

Re (%8) <y (z€U) (5.5)
esitsizligi

Re (%g;) <7 (z€V)
ifadesini gerektirir.
Kanat.

P =1 ey) (5:6)

olarak tamimlanan p(z) fonksiyonu U birim diskinde analitiktir ve (5.5) esitsizligi

kullanilarak

Rep(0) = Re (’y— %) = Re (’Y— ]\]\{/[(((())))> >0

bulunur. Buradan (5.6) esitligi kullanilarak

N(z)
2N'(2)

zp’(z)) = Re <7 — M/(Z)> >0 (zeU)

Re (p(z) + N'(2)

elde edilir ve Lemma 5.3 uygulandiginda

Rep(z)zRe( —%;)>>0 (z € V)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir. O

Lemma 5.3 ve Lemma 5.4 bir arada diisiiniildiigiinde asagidaki lemma elde edilir

[29].
Lemma 5.5. M(z) ve N(z) fonksiyonlari U birim diskinde analitik, 5 (0 < g < 1),
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v (v > 1) reel saylar ve M(0) = N(0) = 0 olsun. Eger N(z) fonksiyonu U birim

diskine orijine gore yildizil bir bolgeye resmediyorsa

B<Re<%:((§))><7 (z e U)
esitsizligi
B<Re(%)<7 (z e U)

ifadesini gerektirir.

A(a, B,7) ve Ay(e, B,7) simflarma ait katsay: esitsizliklerini elde etmek icin aga-

gidaki sonug kullanilir.

Lemma 5.6. [5/, [8] U birim diskinde analitik ¢(z) fonksiyonu
o(z) =1+ Z cr2” (5.7)
k=1

formunda tanimlasin. Eger Rep(z) > 0 (z € U) ise

lek] <2 (K=1,2,3,...) (5.8)
saglanwr. Burada
142 =
go(z)zl_Z:l—I—Q;z (5.9)

olarak tanimlanan p(z) fonksiyonu (5.8) esitsizligi i¢in ekstremaldir.
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5.1 A(a,B,7) Smifi ve Ozellikleri

(5.3) ifadesinde g(z) = z almirsa

[f()]* (=)

= ) >0 (zeU) (5.10)

Rep(z) = Re (

olarak yazilir. Bu kisimda a (o > 0), 8 (0 < 8 < 1) ve v (7 > 1) reel sayilar olmak

uzere

[f()]*1f'(2)

ZO{

B<Re< ><fy (z € V) (5.11)

esitsizligini saglayan f(z) € A fonksiyonlari ve bu fonksiyonlarin ait oldugu A(a, 3, )
smifi tanimlanmig ve incelenmigtir. (5.11) esitsizliginde v — oo igin f(2) € A(a, 5, 00)

fonksiyonlari

pe (VA1)

Za—l

) >3 (zel)
ifadesini saglar.

Singh [24] tarafindan (5.10) denklemi ile tanimlanan A(«, 0, 00) swnifi tizerine ya-
pilan galigmalarin [2|, [24] bir genellegtirilmesi olarak bu tezde A(«, 8, ) sinifina ait

elde edilen ilk netice agagidaki gibidir.

Teorem 5.7. [29] f(z) € A(w, B,7) ise

5<Re<%z)>a<’y (z e U)

esitsizlign saglanar.

Kanat. Lemma 5.5’de yer alan fonksiyonlar M(z) = [f(z)]* ve N(z) = 2® olsun. Buna

gore N(z) fonksiyonu U birim diskinde orijine gore yildizildir ve bu fonksiyonlarin
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turevleri

M/(2) = alf()* () ve N'(z) =z
olarak hesaplanir. Tiirevlere ait elde edilen neticeler kullanilarak

M'(z) _ [f()* /' (2) B
N'(z) zo—l (z€V)

esitligine ulagilir. Bu durumda f(z) € A(a, g,7) i¢in

B<Re<]\]§:<(j))> <y (zel)

ifadesi saglanir ve Lemma 5.5 uygulanarak

ﬁ<Re(%)<Re(%z))a<’y (zeU)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 5.8. [29] f(z) € A(w, B,7) olmak tzere

a+1

F) = / fWdt (2 €v)

z

seklinde tansmlanan F(z) fonksiyonu A(c, B,v) sinfina aittir.

Kanit. f(z) € Ao, 8,7) olmak tizere F(z) fonksiyonu

() (1) 216l
Fiz) ~ \a) [l

esitligini saglar. Bu esitlik diizenlendiginde

[F()]* ()

Q g =(a+1)

Af ()] =[G @))dt

Za+1
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elde edilir. Simdi M (z) ve N(z) fonksiyonlar

Me) = () (e - / UOFd) ve N =az

olarak tamimlansin. Buradan fonksiyonlarin tiirevleri hesaplandiginda

M'(z) = a(a + 1)z[f(2)]* 7 f'(2)

ve

N'(2) = ala+1)°

elde edilir. N(z) fonksiyonu U birim diskinde yildizilir ve f(z) € A(«, 8,7) igin

() (12

oldugundan

B<Re(%:((§))) <~v (z€l)

esitsizligi saglanir. M (z) ve N(z) fonksiyonlar1 i¢in Lemma 5.5 uygulanirsa

M(z)\ a+1 A f ()" = S [f )] at
B<R6<N(z)>_ a Re( zatl )

S e e LX)

ifadesi elde edilir. O]

Teorem 5.9. [29] f(z) € A(w, B,7) ve § > 0 igin

(G(2)) = 2°[f ()" (5.12)

olarak tanvmlanan G(z) fonksiyonu A(a, 8,7) sinifina aittir.
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Kanat. (5.12) denkleminin her iki yaninin tiirevi alindiginda

G(2)]*H1G' (= 220F(2)]* (.1 "(z 2\ 2 (2
<a+®[<£%&1<)= ;ﬁﬁ @;+m%£>zac@>)+ﬂu1%;gii

esitlikleri elde edilir. Bu durumda Lemma 5.5 kullanildiginda

Iwcmﬁﬁﬁwwwzzl %&4ﬂﬁy+a%<mmwww»}

zoto—l a+0 z zo—1
> a—+5(55 +aB)=p
ve
a+d—1 [e} a—1 g/
o (ICEE2EEY L 1 [ (JOY' | g, (VIS0
Zao—1 a+0 z zo—1
1
< oz—+5(57 Tay) =1
saglanir bdylece ispat tamamlanir. O]

5.2 Ala, 5,00) Smifi i¢in Katsay:1 Esitsizlikleri

Bu kisimda A(«, 5,7) smifi v — oo olacak sekilde ele alimir ve f(z) fonksiyonlarinin

A(a, ,00) smifindaki katsay: esitsizlikleri incelenmektedir.

Teorem 5.10. [29] f(z) € A(a, B,00) ise 0 < a < 1 igin

2(1-p)

las| <

: (5.13)
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21 - B)((a+1)° + (1 —a)(a+2)(1 - B))

las] < (o +1)2(a+2) (5.14)
ve a > 1 i¢in
Jas| < —2(;;25) (5.15)
elde edilir.
FEIT(G) 1+ (1-28)2 516

zo—l 1—=2

egitligini saglayan f(z) fonksiyonu i¢in (5.13) esitsizligi kesindir. Diger taraftan

[f( () 14 (1-2p)2

zo—l 1 — 22

(5.17)

ifadesini gergekleyen f(z) fonksiyonu (5.14) ve (5.15) esitsizlikleri i¢in ekstremaldir.

Kanit. f(z) € A(a, 8,00) igin

9(2) = 7 i 5 (mz)]a__ll 17) ﬁ) (5.18)

ZO{

seklinde tanimlanan g¢(z) fonksiyonu g(0) = 1 ve Reg(z) > 0 (z € U) olmak iizere U

birim diskinde analitiktir. Ayrica

g(z) =1+ Z crzt (5.19)
k=1
icin
el <2 (k=1,2,3--+) (5.20)
saglanir. Diger taraftan
1+2
9(z) = 7

olarak tanimlanan g(z) fonksiyonu igin (5.20) esitsizligi kesindir. (5.18) egitliginin her

69



iki yan kargilagtirilirsa

a+1
=1 Bag
ve
Cy = fj; <a3 + aT_lag) (5.21)
bulunur. Burada (5.20) ifadesi kullanilarak
le1| = fj;&g <2

elde edilir ki bu denklem (5.13) ile aynidir. Simdi (5.16) ile tamimlanan f(z) fonksiyonu

g6z Oniine alinirsa

1 (1+(1—25)z_5>:1+z

9() = 173 1— 2 1—2

)

yvani ¢ = 2 (k' =1,2,3,---) neticesine ulagilir. Boylece

2(1 - p)

92 o a+1

katsayisi elde edilir. (5.16) esitsizligini saglayan f(z) fonksiyonu (5.13) esitsizliginin
ekstremal fonksiyondur. Yani kesin esitlik bu f(z) fonksiyonu i¢in elde edilir. Denklem

(5.21) kullanilarak
1-p a—1,

|a3| =

oldugu goriiliir. Diger taraftan 0 < o <1 i¢in

las| <

1-p 1-a 2(1 - B) 21— 6)(1 —a)(a+2)
ar ool el <= (H )
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elde edilir ve bulunan bu ifade (5.14) esitsizligi ile esdegerdir. Eger a > 1 ise

olur. Ayrica (5.17) denkleminde verilen f(z) fonksiyonu (5.14) ve (5.15) esitsizlikleri

i¢in ekstremaldir. O

Teorem 5.10’da 8 = 0 alindiginda agagidaki sonug elde edilir.

Corollary 5.11. [29] f(z) € A(a,0,00) ise 0 < o < 1 igin

2
< 5.22
ol < ——, (5.22)

2(a+3)
5.23
< G DR+ ) (5.23)
ve a > 1 i¢in

2
< A 5.24
|as| < " (5.24)

esitsizlikleri saglanir. Ayrica

fEI () 142

za—l 1—=2

ifadesini saglayan f(z) fonksiyonu i¢in (5.22) esitsizligi kesindir. Diger taraftan

@) 1422

zo—l 1 — 22

egitligini gercekleyen f(z) fonksiyonu (5.23) ve (5.24) denklemlerinin ekstremal fonk-

styonudur.

la4| i¢in Singh [24] tarafindan kullanilan yontem uygulanarak agagidaki sonug elde

edilir.
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Teorem 5.12. [29] f(z) € A(a, 5,00) ise 0 < o < 1 igin

lag| <

1-3 41—-a)B+a)(1—=0) 4(1—-a)B3+a)la—2)(1—p)?
m{“ TraBra) 30+ a)f } (529)

ve a > 1 i¢in

2(1-p)
< 5.26
aal < S5 (5.26)
esitsizlikleri gerceklenir. Burada
a—1 ¢/ _ 3

zo—l 1—23

ifadesini saglayan f(z) fonksiyonu (5.25) ve (5.26) denklemlerinin ekstremal fonksi-

yonudur.

Kanit. f(z) € Ao, B, 00) olmak iizere

g(z) =1+ Z crzk
k=1

olarak tanimlanan ¢(z) fonksiyonu kullanilarak

(1-a)2—a)3+a) }
6 2

3+ a)ay = {(1 —B)es + (1 — @) (3 + a)agas + a

(1-a)B+a)1-p) +(l—a)(3+a)(a—2)(1—ﬁ)263}
I+a)2+a) ° 6(1 + )3 !

= (1 —5){C3+

esitligi elde edilir. Burada Singh [24] tarafindan kullamlan yontem uygulanarak 0 <

a <1 igin

<
o] < 34+ «

1-8 41—-a)B+a)1—-8) 41— a)B+a)(a—2)(1-pB)>
{2+ (14 a)(2+a) + 314+ «)3 }
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saglanir. Diger taraftan a > 1 ise

olur. Son olarak (5.27) ifadesini saglayan f(z) fonksiyonu yukarida verilen katsay:

esitsizlikleri i¢in ekstremaldir. O
Corollary 5.13. [29] f(z) € A(«,0,00) ise 0 < a <1 igin

2 41— a)(5+ 3a+ a?)

<
al < s Y TS et a)
ve a > 1 i¢in
] € —
a
4_3+a

esitsizlikleri saglanir. Burada

[fEI () 1+42°

zafl 1 — 23

denklemini gercekleyen f(z) fonksiyonu yukaridaki katsayr esitsizliklerinin ekstremal

fonksiyonudur.

5.3 p-valent Bazilevi¢ Fonksiyonlari

f(2) fonksiyonu U birim diskinde tanimli ve analitik olsun. Eger her w € f(U) i¢in
f(2) = w fonksiyonunun en fazla p tane ¢oztimii varsa f(z) fonksiyonu p-valent fonk-
siyon olarak adlandirihir. Ayrica U = {z € C: |2| < 1} birim diskinde analitik ve

f)=2"+ > a* (peN=1,23,..) (5.28)
k=p+1
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formunda ifade edilen p-valent fonksiyonlardan olusan smif A, ile gosterilsin.

Burada

29'(2)
Re< o(2) > >0 (zeU) (5.29)

kosulunu saglayan g(z) € A, fonksiyonlar1 U birim diskinde orijine gdre yildizil p-
valent fonksiyonlar olarak adlandirilir. Diger taraftan p(z) fonksiyonu U birim dis-
kinde analitik, p(0) = 1 ve Rep(z) > 0 kosullarini saglasin. Bu durumda o > 0 reel

say1 olmak iizere

RI=

f(z)= {poz /OZ det} (z € U) (5.30)

formunda ifade edilen f(z) fonksiyonuna U birim diskinde « tipinde p-valent Bazilevi¢

fonksiyonu denir [3], [24]. (5.30) denkleminde verilen f(z) fonksiyonunun tiirevi

2f'(2) = plf(2)]' 9(2)]p(2) (5.31)
olarak hesaplanir. Buradan
L (FHEITION
Rep(z) = y R ( Bk ) >0 (z€U) (5.32)

bulunur. (5.32) ifadesinde a = 1 alindiginda

e (1)

g e ) >0 (2eU) (5.33)

esitsizligi saglanir ve bu formdaki f(z) fonksiyonuna U birim diskinde konvekse yakin

p-valent fonksiyon adi verilir. Ayrica (5.32) esitsizliginde g(z) = 2P ise

! (L)

P Zpa—l

) >0 (zeU) (5.34)

ifadesi gergeklenir. Bu durumda o > 0, 8 (0 < 5 < p) ve v > p reel sayilar olmak
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luzere

B < Re <[f(z)z];#> <~v (€U (5.35)

esitsizligini saglayan f(z) € A, fonksiyonu A, («, 8,7) smifinda yer alir. Ayrica (5.35)

esitsizliginde v — oo almwrsa f(z) € A,(a, 5, 00) fonksiyonu

Re (W) >p (zel) (5.36)

kosulunu saglar.

Bu ¢alismada (5.35) esitsizligini saglayan tiim f(z) € A, fonksiyonlarindan olu-
san A,(a, 8,7) smmifinin 6zel halleri daha once literatiirde cesitli yazarlar tarafindan
incelenmigtir. (5.35) ifadesinde p = 1 alindiginda Kisim 5.2 'de tamitilan A, (o, 8,7v) =
A(a, 5, 7) siifi elde edilir. Ayni kisimda, v — oo durumuna karsilik gelen A, (o, 5, 00) =
A(a, B, 00) simifi da ele alimmigtir. Ayricap = 1, f = 0 ve v — oo kogullar altinda elde
edilen A;(a,0,00) smifi Singh [24] tarafindan incelenmistir. Bu nedenle A, (o, 3, 7)

sinifi yukarida ¢aligildigr belirtilen siniflarin bir genellestirilmesidir.

54 Ao, B,v) Smifinin Ozellikleri

Teorem 5.14. [30] f(z) € Ay(«, B,7) ise

B < Re (%)a <~v (z€U) (5.37)

esitsizligi saglanar.

Kamit. f(z) € A,(a, B,7) olmak tizere Lemma 5.5 'deki fonksiyonlar M (z) = [f(z)]*

ve N(z) = zP* olsun. O halde N(z) fonksiyonu U birim diskinde orijine gore yildizl
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p-valent bir fonksiyondur ve bu fonksiyonlarin tiirevleri
M'(z) = a[f(2)]*7'f'(2) ve N'(2)=paz’*"!

olarak hesaplanir. Tiirevlere ait elde edilen neticeler kullanilarak

M) 1 ([f(Z)]“‘lf’(Z)>

Zpa—l

esitligine ulagilir. Bu durumda f(z) € A,(a, 3, 7) fonksiyonlar igin

() g (MY 0y,

N'(z)/ p zpo-l p

s

— < Re
p

ifadesi saglanir ve Lemma 5.5 kullanilarak

6<Re<%) :Re(fij)) <y (zel)

denklemi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

]

Teorem 5.14’te p = 1 alindiginda Teorem 5.7’da ispatlanan asagidaki sonug elde

edilir.
Corollary 5.15. [30] f(z) € Ai(a, 5,7) ise

5<Re(f72)>a<7 (z € U)

esitsizligi saglanar.
Teorem 5.16. [30] f(z) € A,(«, B,7) olmak tzere

_ pa+1
oz

F(2))° / OIdt (2 e V)
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seklinde tanwmlanan F(z) fonksiyonu A,(c, B,v) sufina aittir.

Kamit. f(z) € A,(a,,7) olmak tizere (5.43) denklemi ile tanimlanan F'(z) fonksi-

yonu
2F'(z) (1) 2l ()" = [ Lf ()] at
F) () INTORE, (5:44)
esitligini saglar. Bu esitlik diizenlendiginde
FEIIP() _ (ot 1) AN IO 55

elde edilir. Simdi M (z) ve N(z) fonksiyonlar

_ pa+1
o

M(2) (sree = [ lrora) v Ne=2 G

olarak tanimlansin. Buradan fonksiyonlarin tiirevleri
M'(z) = (pa +1) ([f()*7f'(2))  ve N'(2) = (pa+ 1)z (5.47)

olarak hesaplanir. Bulunan tiirevler kullanilarak

M'(z) _ [fR)]"f(2)

N'(2) = g (5.48)
esitligine ulagihr. f(z) € A,(a, 8,7) oldugundan
M ’(Z))
B < Re <N’(z) <~v (z€l) (5.49)
saglanir ve Lemma 5.5 kullanilarak
M(Z)) _ ([F(Z)]“_IF’(2)>
B < Re (N(z) = Re g <v (z€l) (5.50)
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esitsizligi elde edilir. O halde F'(z) fonksiyonu da A,(c, 3,7) sinifina aittir. O

Teorem 5.16'te p = 1 alindiginda Teorem 5.8’de ispatlanan agagidaki sonug elde

edilir.
Corollary 5.17. [30] f(z) € Ai(a, 5,7)

a+1

F) = / )t (5.51)

z

olmak tzere F(z) € Ai(a, B,7) dur.

Teorem 5.18. [30] f(z) € A,(a, 5,7) ve d >0 ise

[G (=)t = 2°[f(2)]° (5.52)
seklinde tanimlanan G(z) fonksiyonu [ = a 4—_{—55/3 ve 1 = a —:_5 v olmak tizere
pa pa

A, (o, Br,71) sinafina aittir.

Kamit. Denklem (5.52)’in her iki yaninin tiirevi alindiginda

f'(2)
f(2)

1
=d_+a (5.53)

ve

(pa +9)

GO G (£ S

Zpa+5—1 2P 2pa—1

esitlikleri elde edilir. Burada Teorem 5.14 ve f(z) € A,(«, 3,7) oldugu kullanilarak

[GE)PIE (2)

ZPa+571

(a+5)ﬁ<(pa+5)Re< )<(a+5)”y (z e U)
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bulunur. Bu ifade diizenlendiginde

a+0

61:pa+56<Re<

[G(Z)]p"”‘lG’(Z)) L atd

ZPOH—(S—I

elde edilir. Boylece G(z) € A,(a, f1,71) sonucuna ulagilir.

poz—l—éfy:’yl

]

Teorem 5.18’de p = 1 alindiginda Teorem 5.9’de ispatlanan asagidaki sonug elde

edilir.

Corollary 5.19. [30] f(z) € Ai(a, 5,7) ve d > 0 olmak tzere

[G(2)) = 2°[f(2))°

ifadesini saglayan G(z) fonksiyonu Ai(c, B,7) sinfina aittir.

5.5 Ay(a,B,v) Smifindaki Fonksiyonlar i¢in Katsay1

Esitsizlikleri
a>0, 0< B <pvey>polmak ilizere

v—f
2

Ol EREEL eu

zpa—l 2 ’ =

esitsizligini saglayan f(z) € A, fonksiyonlar1 ayni zamanda

6<Re<[f(z)j:a#><7 (z €U)

(5.54)

kogulunu da saglar. Dolayisiyla yukaridaki ifadeleri gergekleyen f(z) fonksiyonlar:

A, (a, B,7) sinifina aittir. Simdi (5.54) esitsizligini saglayan f(z) € A, fonksiyonla-
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rinm olugturdugu smuf By(«, 8,7) ile gosterilsin. Burada katsay: esitsizliklerini elde

etmek i¢in Lemma 5.6 kullanilmaktadir.

Teorem 5.20. [30] p(z) fonksiyonu U birim diskinde analitik olsun ve

pz) =14+ Z cpzt
k=1

formunda tamimlasin. (0 < 5 < 1) ve v > 1 reel saylar olmak dizere eger ¢(z)
fonksiyonu

B <Rep(z) <y (z€U) (5.55)

esitsizliging saghyorsa k =1,2,3,... degerlert i¢in

21=p), B+v=2,
el < (5.56)

ifadest gerceklenir.

Kanat.
p(z) — B

R = S

(z € V) (5.57)

seklinde tanimlanan bir F(z) fonksiyonu ele alinsin. Bu durumda fonksiyon U birim

diskinde analitiktir. Ayrica F'(0) =1, Re F((z) > 0 ve

1
Flz) =1+ —— Z cpzt (5.58)
1-8
ifadeleri saglanir. Dolayisiyla Lemma 5.6
lek] < 2(1—p) (5.59)
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esitsizliginin gerceklendigini gosterir. Ote yandan

G(z) = 7;—_*0(5) ( € U) (5.60)

olarak tanimlanan G(z) fonksiyonu U birim diskinde analitik, G(0) = 1 ve Re G(2) >

0 olmak tlizere
1 [o@)
Gz)=1—-—— chzk
v-1 k=1

seklinde gosterilebilir. Burada Lemma 5.6 kullanilarak
lexl <2(y = 1)

elde edilir. O halde ¢(z) fonksiyonu igin k£ = 1,2, 3, - - olmak tizere

2(1_5)7 ﬁ+’7227
ekl < min(2(1 - f8),2(y = 1)) =

2(7_1)7 6+7§27
katsay1 esitsizligi saglanir. O

Teorem 5.21. [30] f(z) € Ay(«, B,7) ise

2@—_61), B+~ =2p,
api] < pz(f’o‘ + )> (5.61)
TP
, B4y <2p,
p(pa +1) !
esitsizlign saglanar.
Kanat.
a—1 g/
o(z) = VP =14+ (pa+1)appi12+--- (5.62)

pra—l
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formunda tanimlanan ¢(z) fonksiyonu U birim diskinde analitik, ¢(0) = 1 ve §y = g,
Yo = ;—Z olmak {izere

fo <Rep(z) <y (z€U) (5.63)

esitsizligini saglar. Teorem 5.20 kullanilarak

2(1 —
%7 ﬁO + Yo > 27
|apa] < 2€’0‘ ) (5.64)
Yo —
; + 7 < 2,
(pOé + 1) BO Y0
ifadesine ulagilir. Burada (5, = % ve 79 = I olarak belirlendiginde (5.61) katsay1
esitsizligi elde edilir. O
Corollary 5.22. [30] f(z) € Ai(«, 5,7) ise
2(1 —
M> /6 + Y Z 2a
lap| < @+l (5.65)
2y - 1) Biny <2
a+1"’ L
esitsizlign saglanar.
Teorem 5.23. [30] f(z) € A,(a, 5,00) ise
2(p — B)
|ap1] < atl (5.66)

ve

1 (1-a)(p—5)
pat2 ' (pa+1p ) W=sash (5.67)

1 (o —1)(p—B)
pa + 2 (pa + 1)2 >’ (2 1)

2(19—6)(
2(19—6)(

’ap+2| <

esitsizlikleri saglanar.
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Kanit. f(z) € Ay(a, B,00), g(0) =1 ve Reg(z) > 0 olmak iizere

1 ([f(Z)]"‘lf’(Z)

Zpa—l

- ﬂ) (z € U) (5.68)

formunda tanimlanan g(z) fonksiyonu U birim diskinde analitiktir. Ayrica

g(z) =1+ Z cp2” (5.69)
k=1
icin
lek| <2 (k=1,2,3,...) (5.70)
saglanir. Burada
1+ 2
= 5.71
9(2) = T (571)

fonksiyonu (5.70) esitsizliginin ekstremal fonksiyonudur. Diger taraftan (5.68) denk-

lemiyle tanimlanan g(z) fonksiyonu kullamlarak

pa+1
c1 = mapﬂ (572)
ve
o+ 2 a—1
Cy = ];_ 6 ((Ip+2 + TCLI2)+1) (573)
katsayilar1 elde edilir. Buradan
p—5 2(p — B)
= < 74
|ap1] pa+1|01|_ p— (5.74)

sonucuna ulagilir.

() _p+ (p—26)2

zpa—l 1—z2

(5.75)

ifadesini saglayan f(z) fonksiyonu (5.74) esitsizliginin ekstremal fonksiyonudur. Ote
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yandan (5.73) esitligi g6z ontine alindiginda 0 < o < 1 igin

ol < S B =200 (0 + L) 610
ve a > 1 icin
Mmﬂgﬂp—m(ﬂij+(a&3ﬁ;m) (5.77)
esitsizlikleri elde edilir. Burada
SEITE) _ ot (0 - 28)2 (578

zpo—l1 1 — 22
ifadesini saglayan f(z) fonksiyonu (5.76) ve (5.77) denklemleri i¢in ekstremaldir. [J

Teorem 5.23’te p = 1 alindiginda agagidaki sonug elde edilir.

Corollary 5.24. [30] f(z) € Ai(«, 8, 0) ise

MISQS;f) (5.79)
1 (1-a)@-p)
] < 2(‘5)(a+2 (ot 1) ) (0sasl) 550
209 (gt ) @2

esitsizlikleri gerceklenir. Burada

P _ 1+ (1-25):

za—l 1—=2

(z € U)

ifadesini saglayan f(z) fonksiyonu (5.79) i¢in ekstremaldir. Diger taraftan

P f(2) _ 1+ (1 -26)2

zo—l 1— 22

(z € V)
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esitligini gercekleyen f(z) fonksiyonu (5.80) esitsizliginin ekstremal fonksiyonudur.

Son olarak (5.54) denklemiyle tamimlanan f(z) € B,(a,f,v) fonksiyonlar ele

alinacaktir.

Teorem 5.25. [30] f(z) € By(«, 8,7) ise

arg (M)' < sin™? (7 — 6) (z € V)

Zpa—l

esitsizlign saglanar.

Kanat. Denklem (5.54) g6z 6niine alindiginda

=8 in { arg (—[f(z)]alf/(z)) } <1=b (z € V)

T+ zZret

esitsizligi bulunur. Boylece (5.81) ifadesinin saglandigi sonucu elde edilir.

Corollary 5.26. [30] f(2) € By(a, 3,7) ise v = (3+2v/2)B > p i¢in

arg(wﬂ <— (ze€l)

Zpafl

AR

esitsizlige saglanwr. v = 33 > p ise

arg(w)‘ <% (z € U)

zpafl

ifadesi gerceklenir ve v = (7 + 4\/§)ﬁ > p olmak iizere

arg(%)‘ <g (z e U)

elde edilir.
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