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KISA OZET
Klein Gordon Schrédinger Denklemi Icin Kompakt Boliinmiis Ortalama
Vektor Alani Yontemi
Pelin Saylan

Bu tez galismasinda bir boyutlu Klein Gordon Schrédinger (KGS)
denkleminin sayisal ¢6ziimii i¢in yap1 koruyan yeni sayisal yontemler 6ne-
rilmigtir. Bir boyutlu KGS denkleminde uzay degiskeni kompakt yontem
ile ayriklagtirilmis ve zamana bagh yari-ayrik bir adi tiirevli diferansiyel
denklem sistemi elde edilmistir. Elde edilen bu yari-ayrik adi tiirevli dife-
ransiyel denklem sisteminin bir Hamilton denklem sistemi oldugu kanit-
lanmigtir. Ardindan bu Hamilton sistemi Ortalama Vektor Alani (OVA)
yontemi ile ayriklastirilarak dogrusal olmayan bir denklem sistemi elde
edilmis ve Boliinmiis Ortalama Vektér Alam1 (BOVA) yontemi ile ayrik-
lagtirilarak yari-dogrusal bir denklem sistemi elde edilmistir. Onerilen bu
ayriklagtirma yontemlerinde OVA yo6nteminin KGS denkleminin sadece
ayrik enerjisini korurken BOVA yontemi ile elde edilen yontemin KGS
denkleminin hem ayrik enerjisini hem de ayrik momentumunu korudugu
kanitlanmigtir. BOVA yontemi ile iligkili olarak BOVA bileske yontemi
ve BOVA toplam yontemleri de ayrica incelenmistir. Yap1 koruyan bu
sayisal yontemlere ek olarak KGS denkleminin ayrik enerji ve ayrik mo-
mentumunu koruyan ayri bir sonlu fark tasaris1 daha o6nerilmistir. Teorik

sonuglar sayisal sonuglarla dogrulanmastir.

Anahtar Kelimeler :Klein Gordon Schrodinger Denklemi, Kompakt

Yontem, Boliinmiis Ortalama Vektor Alan1 Yontemi, Sonlu Fark Yontemi.
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ABSTRACT
Compact Partitioned Average Vector Field Method for the Klein Gordon
Schrodinger Equation
Pelin Saylan

In this thesis, structure-preserving numerical methods are proposed
for the numerical solution of the one-dimensional Klein Gordon Schro-
dinger (KGS) equation. In the one-dimensional KGS equation, the spatial
variable is discretized by the compact finite difference method, and a time-
dependent semi-discrete ordinary differential equation system is obtained.
It is proved that the resulting semi-discrete ordinary differential equation
system is a Hamiltonian system. Subsequently, this Hamiltonian system is
discretized by the Average Vector Field (AVF) method, resulting in a non-
linear system of equations, and by the Partitioned Average Vector Field
(PAVF) method, resulting in a semi-linear system of equations. Among
these proposed discretization methods, it is proved that the AVF met-
hod preserves only the discrete energy of the KGS equation, whereas the
method obtained by the PAVF method preserves both the discrete energy
and the discrete momentum of the KGS equation. In connection with the
PAVF method, the PAVF composition method and the PAVF plus method
are also investigated. In addition to these structure-preserving numerical
methods, a separate finite difference scheme that preserves the discrete
energy and the discrete momentum of the KGS equation is also proposed.

The theoretical results are verified by numerical results.
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Boliim 1
GIRIS

Dogada gozlemlenen pek cok olay, belirli kurallar gercevesinde igleyen diizenli bir
yapinin varligina isaret etmektedir. Bu yapiy1 ve doga yasalarinin temelini kavra-
yabilmek amaciyla farkli bilim dallarinda cesitli teoriler ve modeller geligtirilmistir.
Ozellikle miihendislik, fizik ve matematik alanlarinda kargilasilan karmasik problem-
lerin ¢oziilebilmesi i¢in geligtirilen yaklagimlarda, matematiksel modelleme 6nemli bir
rol oynamaktadir. Bu kapsamda, diferansiyel denklemler, fiziksel olaylari temsil etmek
ve bu olaylara dair ongoriilerde bulunmak icin giiclii bir arag olarak kullanilmakta-
dir. Ancak, ozellikle lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin analitik
yollarla ¢oziilmesi her zaman miimkiin olmadigindan, bu gibi durumlarda niimerik
yontemlere bagvurulmaktadir. Son yillarda yapilan aragtirmalarda, bu denklemlerin
yaklagik ¢ozlimlerini elde etmek amaciyla cesitli niimerik teknikler geligtirilmis; 6zel-
likle soliton ¢oziimleri ve yapi koruyan yontemler {izerine yogunlagilmigtir. Kullanilan
yontemlerin basgarisi, sistemin enerji, momentum, simetri ve simplektik yapi gibi temel
geometrik oOzelliklerini koruyabilme yetenegine gore degerlendirilmektedir. Matema-
tikte ve bir ¢ok bilim dalinda da karsilagilan cesitli problemler, sayisal yontemler
araciligiyla ¢oziime kavusturulabilir. Bu yontemlerde yer alan denklemlerin hesaplan-
masi, problemlerin sahip oldugu karmasik yapilar ve ¢oziimiin hem hizli hem de dogru
bir gekilde elde edilme gerekliligi, teknolojik gelismeleri de beraberinde getirmistir.
Bu gelismeler dogrultusunda, bilgisayar destekli hesaplamalarla yaklagik c¢oziimlere

ulagmak amaciyla sonlu farklar yontemi yaygin olarak kullamlmigtir [1].

Bilgi iglem kapasitesinin artmasiyla birlikte bilgisayar tabanli uygulamalarin bi-



limsel galigmalardaki rolii giderek daha belirgin hale gelmistir. Bu gelisim, ozellikle
sayisal yontemlerin ¢esitlenmesine ve yayginlagmasina olanak saglamigtir. Geligtirilen
yontemler arasinda sonlu farklar yontemi ve sonlu elemanlar yontemi, genis kullanim

alanlar ve etkin ¢oziimler sunmalar1 nedeniyle 6ne ¢ikan iki temel yontemdir [2].

Atom molekiillerin davraniglarini anlamaya yonelik yapilan ¢alismalar, bu parga-
ciklarin yalnizca tanecik degil, ayn1 zamanda dalga 6zelligi de tagidigini gostermistir.
Bu gozlemler, atom molekiillerinin davranigini bir dalga denklemiyle tanimlanabi-
lecegi fikrini dogurmustur. Bu yaklagimi matematiksel bir temele oturtarak ilk kez
ifade eden kisi Schrodinger olmus ve kendi adin1 tagiyan denklemle bu modeli formiile
etmistir. Schrodinger denkleminin ¢oziimlerinde ise, Fourier’in gelistirdigi ve 6zdeger

(eigenvalue) yontemi olarak bilinen matematiksel teknik temel alinmigtir [3].

Solitonlar, sekillerini degistirmeden sabit hizla hareket eden dalgalardir. Iki soliton
carpistiginda solitonlarin gekilleri ve hizlari degismez. 1834 yilinda soliton dalgas: ilk
kez John Scott Russell tarafindan kesfedilmistir [4].

Lineer olmayan Schrodinger denklemi (NLS), soliton ¢oziime sahip parabolik bir
denklemidir ve fizikte gesitli olaylar1 modellemek igin kullanilir. Solitonlar, fiber op-
tik iletisimde dispersiyonun etkisini dengeleyerek 1g1k darbelerinin uzun mesafeler bo-
yunca bozulmadan ve sabit hizla iletilmesini saglarken, akigkanlar dinamiginde dogru-
sal olmayan yiizey dalgalarinin gekillerini koruyarak yayilimini modellemek amaciyla

kullanilmaktadir.

1967 yilinda zayif dalga paketleri i¢in NLS denklemi ilk olarak Benney ve Newell
tarafindan onerilmigtir. 1968 yilinda ise Benney ve Newell’den bagimsiz olarak Zak-
harov tarafindan tekrar iiretilmigtir [5]. NLS denkleminin sayisal ¢éziimii i¢in litera-
tiirde yapilmig bir ¢ok caligma vardir ve denklemin 6nemine atfen bu ¢aligmalar halen
devam etmektedir. Ablowitz ve Ladik, 1975 yilinda integrallenebilir sonlu fark sema-
larin1 NLS denklemi igin geligtirmistir [6]. Hersbst ve Weidemann 1986 yilinda NLS
denklemi i¢in parcalara ayirma yonteminin analizini yapmistir [7]. Pargalara ayirma
yontemi, NLS denkleminin Hamilton yapisini koruyan ¢ok hizli pseudo-spectral sema-
dir. NLS denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in son yillarda simplektik ve goklu simplektik
yontemler [8] ve Ortalama Vektor Alam (OVA) gibi yapi-koruyan sayisal yontemler

onerilmigtir (bkz.|8, 9] ve buradaki referanslar).

Daha karmagik fiziksel sistemlerde yalnizca Schrodinger tipi dinamikler yeterli



olmadigindan, farkli alan bilegenlerinin etkilegimini igeren bagl modellere ihtiyag du-
yulmustur. Bu baglamda, Klein Gordon tipindeki relativistik alanlar ile Schrodinger
tipi nonrelativistik dalgalar bir araya getiren Klein Gordon Schrédinger (KGS) denk-
lemi kullanilmigtir. KGS denklemi daha genis fiziksel uygulamalarin modellenmesine
olanak saglamaktadir. Bu sayede, parcacik—alan etkilegsimlerinin daha gercekgi bir ge-
kilde temsil edilmesi, enerji transfer mekanizmalarinin incelenmesi ve ¢ok 6lgekli dog-
rusal olmayan dalga etkilesimlerinin modellenmesi miimkiin olmugtur. KGS denklemi
ozellikle kuantum alan teorisi ve ¢ok bilesenli fiziksel sistemlerde, tek alanli modellere

gore daha kapsaml bir yap1 sundugu icin tercih edilmektedir.

KGS denklemi iizerine bircok teorik calisma meveuttur. Ozel olarak global diizgiin
¢Oztimlerin varhgimni ve tekligini gosterilmistir [10, 11, 12]. Ayrica gekiciler [13], global
¢oztimler [14], asimptotik davrams ve kararhlik [15] gibi matematiksel 6zellikleri lite-
ratiirde detayl bir gekilde incelenmistir. KGS denkleminin analitik ¢oztimii olmadig:
i¢in sayisal ¢oziim yapilmasi zorunludur. KGS denkleminin sayisal ¢oziimii {izerine li-
teratiirde yapilmis birgok etkin galigma bulunmaktadir. Zhang ve arkadaslar [16], bir
sonlu fark yontemi insa etmis ve bu yontemin yakinsakligini 6nsel kestirimler ile norm
esitsizliklerine dayanarak analiz etmigtir. Wang ve arkadaglar [17], uzayda pargah
kiibik Hermite interpolasyonlarini kullanarak ve zamanda sonlu fark yontemleri ile
birlestirerek, ayrik zamanlh ortogonal spline kolokasyon semalarindan olusan bir siif
onermistir. Xiang [18| korunumlu spektral bir gema inga etmistir. Bao ve arkadaglar
[19] KGS denkleminin yaklagik ¢oziimleri igin soniim terimi igeren ve igermeyen et-
kin, kogulsuz kararl, dogru sayisal yontemler sunmugtur. Dehghan ve arkadaglar1 [20]
uzaysal degiskenin yaklagik ¢oziimii icin Chebyshev psddospektral kolokasyon yonte-
mini ve zaman ayriklagtirmasi i¢in agitk Runge-Kutta yontemini 6nermistir. Kong ve
arkadaglar [21] yar1 norm korunumlu multi simplektik bir gema 6nermistir. Kong ve
arkadaglar1 [22] kiitle ve enerjiyi koruyan acik bir simplektik boliinmiiy Runge-Kutta,
Fourier psodospektral semas1 6nermigtir. Hong ve arkadaglar 23|, agik multi simp-
lektik gemalar 6nermigtir. Zhang ve arkadaslari [24], korunumlu bir sonlu fark gemas

onermistir. Zhang 25|, Sinc kolokasyon ayrik gradyan yontemini 6nermigtir.

Bu tez ¢aligmasinda KGS denkleminin sayisal ¢oziimiinii elde etmek igin, denk-
lemde uzay degiskeni igeren tiirevler kompakt sonlu farklar yontemi ile ayriklagtirilmis
ve zaman degigskenine gore bir Hamilton adi tiirevli diferansiyel denklem sistemi elde

edilmigtir. Elde edilen bu denklem sistemi boliinmiis ortalama vektor alani yontemi



ile ayriklagtirilmig ve boylece KGS denkleminin sayisal ¢oziimi i¢in daha 6nceden
¢aligilmamig bir sayisal yontem geligtirilmigtir. Béliinmiis ortalama vektor alani yon-
temine bagh olarak ayrica ek yontem, bileske yontemi ve toplam yontemi onerilmistir.
Boliinmiis ortalama vektor alan1 yonteminin KGS denkleminin ayrik kiitlesini ve ay-
rik enerjiyi tam olarak korudugu ispatlanmigtir. Bu yonteme ek olarak KGS denklemi
icin enerji koruyan bir baska sayisal sonlu fark tasarisi énerilmistir. Onerilen bu sayi-
sal yontemin enerji ve kiitleyi tam olarak korudugu ispatlanmigtir. Tiim bu 6nerilen
sayisal yontemler i¢in cesitli sayisal sonuclar verilmig ve 6nerilen yontemlerin kiitle ve

enerji korunumlar: sayisal olarak da gosterilmigtir.

Bu tez calismasinin ana hatlar1 su sekildedir: Birinci boliimde genel bir literatiir
ozetine yer verilmistir. Tkinci boliimde temel kavramlar verilmistir. Uciincii boliimde
kompakt yontem ile ilgili bilgi verilmistir. Dordiincii béliimde Klein Gordon Schrédin-
ger denkleminin niimerik ¢oziimleri i¢in 6nerilen yeni yontemlerin sayisal sonuglar ele
alinmigtir. Beginci boliimde Klein Gordon Zakharov denklemi i¢in 6nerilen bir sonlu
fark tasarmin korunum ozelliklkeri ile yakinsaklik analizi tartigilmistir. Son olarak,

elde edilen sayisal sonuclar 6zetlenmistir.



Bolum 2

TEMEL BILGILER

2.1 Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklem

Icinde en az iki bagimsiz ve en az bir bagimh degigken ile bagimli degiskenin bagimsiz
degigkenlere gore cesitli mertebeden kismi tiirevlerini igeren esitliklere kismi tiirevli
diferansiyel denklem denir. Bagimh degisken u, bagimsiz degiskenler x ve y olmak

iizere ikinci basamaktan bir kismi tiirevli diferansiyel denklem genel olarak
F(x,y,u, uxauyaumcauxyauyy) =0 (21)

seklinde ifade edilir. Burada U C R® olup F : U — R bir fonksiyondur. Bir kismi
tiirevli diferansiyel denklem, bilinmeyen fonksiyon u ve onun kismi tiirevlerinin denk-
leme yalnizca lineer olarak dahil oldugu; yani bilinmeyen fonksiyonun ve kismi tii-
revlerinin birbirleriyle ¢arpilmadigi, kuvvetlerinin alinmadigi ve herhangi bir lineer
olmayan fonksiyonun i¢inde yer almadigi durumda lineer kismi diferansiyel denklem
olarak adlandirilir. Ayrica, bu terimlerin katsayilari yalnizca bagimsiz degiskenlere
baglidir.

Birinci mertebeden iki bagimsiz degigkenli bir lineer kismi diferansiyel denklem
Az, y)us + Bz, y)uy + C(z,y)u = D(z,y) (2.2)

seklinde ifade edilir. Bir kismi diferansiyel denklem, bilinmeyen fonksiyon u ve kismi
tiirevleri acgisindan lineer degilse bu denklem lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel

denklem olarak adlandirilir. Ornegin

ou ou ou
4y— — S+ dzy— =
yax+6xay+ Zyé?z 0



birinci mertebeden lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemdir. Ote yandan

ox y@y_

ise birinci mertebeden lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemdir. Asagida

literatiirde sik kargilagilan bazi kismi diferansiyel denklemler verilmigtir [29].

1. Adveksiyon Denklemi: v, + vv, = f (z,1)
2. Burgers Denklemi: v; + vv, = av,,
3. Korteweg-de Vries Denklemi (KdV): v; + avv, + fv.., =0
4. Modifiye KdV (mKdV) Denklemi: v; — 6v%v, + v,.. = 0
5. Boussinesq Denklemi: vy — v,, + 3(v?),, — 0,2, =0
6. Sine-Gordon Denklemi: vy — v,, = asinwv
7. Sinh-Gordon Denklemi: vy — v,, = asinh v
8. Liouville Denklemi: vy — v,, = e™
9. Fisher Denklemi: v; = Dv,, + v (1 — v)
10. Kadomtsev-Petviashvili (KP) Denklemi: (v + avv, 4+ fv,s,), + vyy = 0
11. K(n,n) Denklemi: v; + a(v™), + B(v"),, =0, n > 1
12. Lineer Olmayan Schrédinger Denklemi (NLS): v 4 v, + y|v[*v = 0

13. Camassa-Holm Denklemi (CH): v; — v, + av, + 3vv, = 20,0,, + vv,,,

14. Degasperis-Procesi Denklemi (CH): vy — v,,; + av, + 4vv, = 3v,v,, + vv,,,

2.2 Sayisal Yontemler

Gergek hayattaki uygulamalarin gogu, analitik olarak coziilemeyen denklemler ile
modelenebilmektedir. Bu modellerin ¢oziimlerini bulmak icin sayisal yontemler kul-

lanilir. Ancak ¢ok ¢esitli mevcut yontemler arasindan nasil bir yontem segilecegi hala



acik bir problemdir. Klasik kriterler arasinda dogruluk metrebesi, kararlilik ve uygu-
lama kolayligi uygulanacak yontemi belirlemede 6nemli yer tutar. Sayisal yontemle-
rin uygulanmasinda temel fikir, stirekli bir problemi ayrik bir yapiya indirgemek ve
boylece bilgisayar ortaminda uygulanabilir hale getirmektir. Bu siire¢ genellikle ay-
riklagtirma, lineerlegtirme, iteratif yaklagim teknikleri ve hata analizini icermektedir.
Ozellikle yiiksek boyutlu, lineer olmayan veya kapali form ¢oziimii bulunmayan prob-
lemlerde sayisal yontemler vazgegilmezdir. Sayisal yontemlerde temel amag yalnizca
yaklagik ¢oziim iiretmek degil, ayn1 zamanda bu yaklagik ¢oziimiin giivenilirligini ve
dogrulugunu matematiksel olarak incelemektir. Bu baglamda tutarhilik, kararlilik ve
yakinsama kavramlar: merkezi bir rol oynar. Bir sayisal yontemin teorik olarak saglam
kabul edilebilmesi icin, iiretilen ayrik ¢oziimiin siirekli probleme ait gergek ¢oziime be-
lirli normlar altinda yakinsadiginin gosterilmesi gerekir. Ayrica, yuvarlama hatalar:
ve kesme hatalar1 gibi kaginilmaz hesaplama hatalarinin ¢éziim iizerindeki etkisi de
analiz edilmelidir. Diferansiyel denklemler baglaminda sayisal yontemler genellikle
sonlu fark yontemleri [26], sonlu eleman yontemleri [27] ve spektral yontemler 28]
gibi ayriklagtirma teknikleri iizerinden insa edilir. Cebirsel denklem sistemlerinde ise
dogrudan yontemler ile iteratif yontemler arasinda bir ayrim yapilir. Biiyiik olgekli
problemlerde o6zellikle iteratif yontemler ve 6n kosullandirma teknikleri hesaplama
maliyetinin azaltilmasi acisindan kritik éneme sahiptir. Bunun yaninda, lineer ol-
mayan problemlerin ¢ozlimiinde sabit nokta iterasyonlari, Newton tipi yontemler ve
bunlarin modifiye edilmig versiyonlar1 yaygin olarak kullanilmaktadir. Giintimiizde
sayisal yontemlerin 6nemi yalnizca teorik analizle sinirli degildir; ytliksek performansh
hesaplama tekniklerinin gelisimi ile birlikte biiyiik olgekli ve ¢ok boyutlu problemle-
rin ¢oziimii miimkiin hale gelmistir. Bu durum, matematiksel modelleme ile sayisal
algoritmalarin birlikte ele alinmasini zorunlu kilmaktadir. Etkin bir sayisal yontem,
yalnizca matematiksel olarak yakinsayan bir sema olmakla kalmamali; ayni1 zamanda
hesaplama maliyeti, bellek kullanimi1 ve uygulama kolaylhigi acisindan da optimize

edilmis olmalidir.

Yap1 koruyan sayisal yontemler, ayriklagtirma siirecinde sistemin fiziksel yapisini
koruyarak toplam enerji ve momentum gibi biiyiikliikleri sayisal ¢6zlim boyunca mu-
hafaza eder. Bu sayede uzun zaman simiilasyonlarinda ortaya ¢ikan yapay enerji artisi
veya sOniimleme etkileri engellenir ve ¢oziimiin fiziksel tutarliligi ile kararliligi koru-

nur.



Bu boliimde sayisal yontemler hakkinda temel bazi bilgiler verilecek ve tezin iler-

leyen kisimlarinda kullanmilacak olan yontemler tanitilacaktir.

Teorem 1 (Picard-Lindelof [58]).

yl - f(ta y)? y<t0) =%, t=>to (23)

baslangig deger problemi verilsin. f(t,y) fonksiyonu (to, yo) noktasini iceren kapals bir
dikdortgen bolge D = {(t,y) : |t —to| < a, |y — yo| < b} dzerinde sirekli olsun ve
y degiskenine gore Lipschitz kosulunu saglasin yani; D i¢inde bir L > 0 sabiti i¢in
D CRxR"wve f: D — R olmak tizere

|f(t>y1) - f(t7y2>| < L|y1 - y2| (24)

esitsizlige gecerli olsun. Burada L > 0 reel bir sabittir ve bu sabite Lipschitz sabiti de-
nir. Lipschitz kosulu saglaniyorsa, adi diferansiyel denklem sistemi i¢in tek bir ¢ozim

vardur .

Picard—Lindelof teoremi, baglangi¢c deger probleminin tek bir ¢oziime sahip oldu-
gunu garanti eder. Ancak cogu durumda bu ¢oéziimiin analitik olarak elde edilmesi
miimkiin degildir. Bu nedenle, ¢oziimiin yaklagik olarak elde edilmesi i¢in sayisal yon-

temlere ihtiya¢ duyulur.

Teorem 2 (Taylor Teoremi [42]). n > ng bir tamsayr ve f™ [a,b] kapal arabgmda
strekli ve (a,b) acik araliginda yeteri kadar tirevlienebilir olsun. Bu takdirde xy € |a, b|

olmak dizere her xq € [a,b] i¢in
f(z) = Py(z) + Rn(x) (2.5)

olacak sekilde x ile xy arasinda bir & vardar.

Burada
" o ) (n) Zo .
Pa@) = £(a0) + £ la)a — o) + L a4+ T ()
" _ () ntl
R, (z) = W@ — ) (2.7)

olarak ifade edilir. P,(z) ifadesi n. mertebeden Taylor polinomu, R, (x) hata terimidir



2.2.1 Sonlu Farklar Yontemi

Sonlu farklar yonteminde siirekli formdaki tiirev terimlerinin ayriklagtirilmasi, Taylor
serisi agilimlarina dayanmaktadir. Bu yaklagim dogrultusunda, bir fonksiyonun komsu
diigiim noktalarindaki degerleri Taylor serisiyle ifade edilerek, siirekli tiirevler yerine
sonlu fark formiilasyonlar: tiiretilir. Acilhimdaki ytliksek mertebeden terimlerin ihmal
edilmesi, yontemin kesme hatasini ve dogruluk mertebesini belirler. Coziim agindaki
veri noktalarinin se¢imine bagh olarak ileri fark, geri fark ve merkezi fark semalar: elde
edilerek diferansiyel denklem sistemi cebirsel bir forma doniigtiiriiliir. Bu dogrultuda,
fonksiyonun birinci ve ikinci mertebeden tiirevi i¢in kullanilan sonlu fark yaklagimlar:

sirasiyla asagidaki sekilde ifade edilebilir.
Taylor seri agilimi ve birinci tiirev yaklagimlari:

f(x) siirekli ve yeteri kadar tiirevlenebilen reel degerli bir fonksiyon olsun. f(z +

Ax) fonsiyonunun z etrafindaki taylor agilimi

$2 2 1‘3 3
fo+aa) = fl@)+Qf + GFgh+ SEEE+ -

00 Azx)™ dn
= f(fL') + ZnZI ( n!) d_"f
seklinde yazilabilir. Buradan birinci tiirev cekilirse:

df  flz+Ax)— f(z) (Az)d?f (Az)*d*f
dr Az 20 da?2 3l dad

ve hata terimi (An) d2f A )2 d3f
T T
Ax) = — — — ..
O(Az) 2 dx? 31 da?

olmak tizere
df _ flz+Az) — f(z)
dr Az

yazilabilir. Bu ifade f biiyiikliigiiniin x’e gore birinci tiirevi i¢in yapilmis birinci mer-

+ O(Ax)

tebeden bir yaklasimdir. Indissel formda

df fH—l f i

)= O(A

dm| Az O(Az)

seklinde gosterilir ve tiirev i¢in birinci mertebeden ileri fark formiilasyonu olarak

adlandirihr. Benzer sekilde f(x — Ax) fonksiyonunun z etrafindaki Taylor agilimi

flo — Az) = f(z) — (Ax )jﬁ (Az 2!> flx{: - (A?j) Zx{: b (2.9)




seklinde yazilarak indissel formda

A, fifia

L= A
dzr" Ax +0O(Az)

yazilabilir. Bu da df /dz tiirevi igin birinci mertebeden geri fark formiilasyonudur.
(2.8) denkleminden (2.9) denklemi ¢ikartilarak

G O

flo+Az) = flz - Ax) = 2A:de 3! dad

bulunur. Benzer iglemlerle birinci tiirev indissel formda

df fiv1 — fia 9
A Lt S it 3 A
dzr" 2Ax +0(Az)

yazilabilir. Boylece birinci tiirev i¢in ikinci mertebeden merkezi fark formiilasyonu
elde edilir.

Ikinci tiirev yaklagimlari:

f(z+ Az) ve f(x — Ax) ifadelerinin z etrafindaki Taylor agilimlar
& (AP P (Ao

dx 21 dx? 3 dad

d Azx)? d? Az)® d?
flz — Az) = f(z) — (Ax)% + ( 2!) de; _ 3!) de; + ... (2.11)

seklinde yazilabilir. (2.10) denklemi ile (2.11) denkleminden

d*f Axtd*f
2

2
dx? + 4! dxt +

flz + Ax) = f(z) + (Az)

(2.10)

flx 4+ Ax) —2f(x) + f(z — Azx) = (Ax)

yazilir ve buradan ikinci tiirev ¢ekilirse

Pf  flz+Azx) = 2f(z) + f(z — Ax)

dz? Ax? +0(a7%)

elde edilir. Bu baginti indissel formda yazilarak

a>f ~ Jinn = 2fi+ fia

seklinde ikinci tiirev igin ikinci basamaktan merkezi fark formiilii elde edilir.
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2.2.2 Tek Adim Yontemleri

Bu bolimde
y = f(z,y), y(xo)=wo (2.12)

baglangi¢ deger problemi i¢in tek adim yontemleri ifade edilecektir. (2.12) denklemi

i¢in tek adim yontemi genel olarak

Yntl = Yn T+ hw<xn7 Yn, h) (213)

seklinde tanimlanir. Burada x,, = 2o + nAxz,n = 0,1,2,--- olup ¥(z,, Yn, h) fonksi-
yonu ¢Ozlim egrisinin her bir adimda ilerleme yoniinii belirleyen ve yontemin yapisina
bagli olarak degigen gercek tiirevin uygun bir yaklasimidir. z, noktasindaki gergek

deger y(x,) olmak tizere (2.13) tek adim yontemi igin

Yn+1 = y('xn) + hiﬂ@m y<xn)> h)

yaklagimi yazilabilir. Genel olarak x,; noktasindaki hata gergek ¢6ziim ile niimerik
¢Oziim arasmdaki fark olan y(z,+1) — Yns1'dir. Buradan e notasyonu hatayr temsil

etmek tizere
€= y<xn+1) > y(ajn) - hiﬂ(ﬂﬁm y(-’ll'n), h) (214)

seklinde formiilize edilmektedir. (2.14) ifadesindeki terimlerin x, etrafinda Taylor
acilimi yapildiginda kalan terimlere yerel kesme hatasi1 denir. Tiim iterasyonlar

boyunca yerel kesme hatalarinin birikimi ise global hata olarak tanimlanir.

Tek adim yontemleri farkl yaklasimlar kullanilarak elde edilebilir. Bu yontem-
lerden biri, (2.12) ile verilen baglangig deger problemine kalkiiliisiin temel teoremi
uygulanarak elde edilebilir. Bu amagla, diferansiyel denklemin her iki tarafi [t,, ¢, 1]
araliginda integre edilerek baglangic deger probleminin integral gosterimi elde edilir.
Daha sonra bu integralin uygun yaklagimlarla ayriklastirilmasi sonucunda tek adim
yontemlerine ait sayisal gemalar olugturulur. Simdi (2.12) denkleminde her iki tarafin

[tn, tni1] arahiginda integrali alinirsa

e+ () = | " byttt e

bulunur. Sag taraftaki integrali hesaplamak i¢in Yamuk Kurali ve Orta Nokta kurali

gibi uygun bir sayisal entegrasyon formiilii yardimiyla tek adimli yontem elde edilmis
olur [42].
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Acgik Euler Yontemi: (2.12) baglangi¢ deger problemi i¢in agik Euler yontemi

seklinde tanimlanir. Burada h adim uzunlugur. Bu ifade ¢, @ vy, — yni1 ile gos-
terilebilir. Bu yontemin kullanimi kolaydir ve her adim hizhidir; ¢linkii herhangi bir
lineer olmayan denklem ¢6ziimii gerekmemekte ve her adimda yalnizca bir fonksiyon

degerlendirmesi yapilmaktadir [41].

Acgik yontemler, uygulanmasi basit olsa da kararlilik ve yakinsaklik gibi konularda,
kat1 (stiff) diferansiyel denklemlerde oldugu gibi sayisal ¢éziimde bazen yetersiz kal-
maktadir. Stiff diferansiyel denklemler ¢oziime hizli degisime yol agabilecek bazi te-
rimler igerir. Cozlimiin bazi kisimlar1 ¢ok hizli, bazilar ise ¢ok yavag degistigi igin
sayisal ¢ozlimii zor olan denklemlerdir. Hizli degisen bilegsenler nedeniyle kararlilik
icin ¢ok kii¢iik adim boyutlar1 gerektirirler. Bu da hesaplamalarin verimsizlegsmesine
ve kullanici i¢in uzun bekleme siirelerine sebep olur. Bu tip denklemleri ¢ézmek igin

acik yontemler yerine, ortiik yontemler gibi daha kararlhh yontemler kullanilmalidir.

Kapali Euler Yontemi: (2.12) baglangi¢ deger problemi igin Kapali (implicit)
Euler yontemi

YUns1 = Yn + hf (Tpi1, Yna1) (2.16)

seklinde tammmlanir. Yéntem y(2,,41) & yn41 bilinmeyenini denklemin her iki tarafinda
da igerdiginden kapali yontem olarak adlandirilir. (2.12) probleminde vektor alani f
bagimh degisken y’ye gore eger lineer degilse, kargimiza linear olmayan bir denklem
gikar. Bu durumda y,,.1’i bulmak igin genellikle her adimda Newton-Raphson gibi
iteratif bir yontem kullanilir [41].

Kapali Orta Nokta Yontemi: (2.12) baglangi¢ deger problemi i¢in orta nokta

yontemi
T + Tpt1

seklinde ifade edilebilir. Orta nokta yontemi ikinci basamaktan simetrik bir yontemdir
[41].

Trapez Yontemi: (2.12) baglangig deger problemi i¢in Trapez yontemi

h
Yn+1 = Yn + 5 [f(xna yn) + f(xn-‘rb yn-i—l)} (218)

esitligi ile verilebilir. Trapez yontemi simetrik kapali bir yontemdir.

12



Runge-Kutta Yontemi: Runge-Kutta yontemi Taylor serisi yonteminde karsi-
lagilan ardigik tiirev alma igini, tiirev hesaplama yerine tiirevi fonksiyon hesabi geklin-
deki bir yaklagimla kolaylagtiran yontemdir. Literatiirde Runge-Kutta yontemi genel
olarak su sekilde ifade edilir.

Tanim 1. a;;,b; (1,7 =1,...,s) reel saylar olsun ve

s
C; = E a,»j
Jj=1

olarak tanmimlansin. (2.12) baslangic deger problemi i¢in s-asamalr bir Runge—Kutta
yontema
j=1

olmak tzere

Y1 = Yn+h Y _biki, n=01--- N. (2.19)

=1

egitligi ile ifade edilir [14].

Yukarida bahsedilen (2.15) agik Euler, (2.16) kapali Euler, (2.17) kapali orta nokta
ve (2.18) trapez yontemleri uygun a;; ve b; sabitler altinda (2.19) Runge-Kutta yon-

temi geklinde yazilabilir.
Simplektik Euler Yontemi: Simplektik Euler yontemi, acik ve kapali Euler
yontemlerinin ikili denklem sistemlerine bir uygamasidir. Séyle ki

o= a(u,v), ©="0bu,v)

sistemi i¢in 6nce u i¢in kapali Euler yontemi, ardindan v i¢in acik Euler yontemi
uygulanirsa

Up4+1 = Up + ha(un—l-lu Un); Up+1 = Up + hb(un—l-la Un)

elde edilir. Tam tersine 6nce v i¢in kapali Euler yontemi ve ardindan u i¢in acik Euler

yontemi uygulanirsa
Up+1 = Up + ha'(una Un—i—l)a Un+1 = Up + hb(una Un—i—l)

elde edilir [41]. Simplektik Euler yontemi Hamilton sistemlere uygulanirsa, Hamilton

sistemin simplektik yapisini korudugu gosterilebilir [41].

13



2.2.3 Tek Adimh Yontemlerin Yakinsakligi

Bu boliimde tek adim yontemlerinin yakinsakligi agiklanacaktir. Bunun igin oncelikle

yerel hatanin
Ce(h;9) = Un(2) — on()
seklinde ifade edildigini varsayalm. Burada ;,(2) sayisal yontemi, ¢p(7) ise tam

¢oziimii gostermektedir. Genel olarak
1€e(hs )| < e(y)h?
sonucuna ulagilabilir. Ayrica

1n(u) = dn(0)]] < (1 +AL)[lu— vl (2.20)

esitligi yazilabilir. Burada L sabiti genel olarak vektor alanimin Lipschitz sabiti ile

ayni degildir. Buna gore,

Ent1 = Yn+1 — Y(tns1) = Un(yn) — on(y(tn)) (2.21)
hata teriminden

lenrall = [9n(yn) = Un(y(ta)) + Ya(y(ta)) — on(y(ta))
< ¥n(yn) — Pu(yEa)ll + 1¥n(y(ta)) — enlyta))l
< (1+ hL)lyn — y(tn) || + c(y(tn))p7* (2.22)
= (14 hL)eall + cy(tn) R
< (14 hL)|en|| + ehr™

elde edilir. Ayrik Gronwall Lemmasi kullanilarak, global hata i¢in

chrtt . ch? , i
(" = 1)+ " feol| <T( L 1) (2.23)

lenll <
esitsizligi elde edilir. Buradan
“max_[le,]| = O() (2.24)

sonucunu ulagilir ki adim biiyiikliigii A — 0 i¢in € — 0 yakinsakligr gosterilmis olur.
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2.3 Enerji Koruyan Sayisal Yontemler

Diferansiyel denklem sistemlerinin sayisal ¢oziimlerini elde etmek i¢in ¢ok gesitli yon-
temler mevcuttur; ancak uygun bir yontemin se¢imi kolay degildir. Yontemler genel-
likle

(a) dogruluk metrebesi
(b) kararlihk o6zellikleri

(¢) kodun bulunabilirligi veya uygulama kolaylig

bakimindan ele alinirlar. Sayisal yontemlerde kararlilik yakinsaklik kadar énemli bir
adimdir, ¢iinkii adi tiirevli diferansiyel denklem sistemleri ve 6zellikle kismi diferan-
siyel denklemlerin ayriklastirilmasindan kaynakli ¢éziim patlamalar: yasanabilmekte-
dir. Bu nedenle, ozellikle acik bir sema segilirken, zaman ayriklagtirilmasinda adim
boyutu ¢ok daha kii¢iik olmalidir, aksi takdirde sayisal sema kararsiz hale gelir [31].
Ancak sedece kararlilik ve yakinsaklik sayisal yontem belirmeme konusunda yeterli de-
gildir. Diferansiyel denklemlerin Hamilton sistemlerinin hamiltonu korumasi gibi bazi
korunum ozellikleri vardir. Dordiincii basamaktan Runge-Kutta yontemi gibi yiiksek
basamaktan yontemler kullanilsa bile yap1 korunum 6zelligi olmayan yontemler uygu-
landiginda sayisal bir ¢oziim elde edilebilir ancak denklemin korunum yasalari ihmal
edilmis olur. Iste bu nedenle denklemin &yle bir ayriklastirilmas: gerekir ki denkle-
min sayisal ¢oziimii elde edilirken konurum yasalar: da korunsun. Iste bu tiir saysal
yontemlere geometrik sayisal yontemler denilir. Geometrik sayisal yontemler enerji
koruyan ve/veya kiitle koruyan sayisal yontemler gibi denklemin ayrik 6zelliklerini
korumasina gore adlandirilir. Bu béliimde adi tiirevli hamilton diferansiyel denklem-
lerde ayrik enerjiyi koruyan Ortalama Vektor Alam (OVA) ve Boliinmiig Ortalama
vektor Alanm (BOVA) yontemleri ele alinacaktr.

2.3.1 Ortalama Vektor Alani1 Yontemi

OVA yontemi adi tiirevli diferansiyel deneklemlerin sayisal ¢oziimiinde kullanilan bir
yontemdir. Adi tiirevli diferansiyel denklemde sag taraf yani vektor alani lineer ise
OVA yontemi bilinen Kapali Orta- Nokta (Implicit Mid-Point) yontemine indirgen-

mig olur. Yontem adi tiirevli Hamilton diferansiyel denklem uygulandiginda ayrik
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Hamilton tam olarak korunur. Son yillarda lineer olmayan Schrodinger denklemi,
Sine-Gordon denklemi, Korteweg-de Vries denklemi gibi bir ¢ok kismi tiirevli dife-
ransiyel denklemlerin sayisal ¢oztimlerinde [9], Poisson sistemi olarak ifade edilmis
Voltera lattice denkleminin ¢oztimiinde [32] ve bi-Hamilton formunda yazilmig KdV

denkleminin ¢oztimiinde [33] OVA yo6nteminin kullamldigy goriilmektedir.

Yy =f(y), y0) =y cR" (2.25)

adi diferansiyel denklem sistemi goz Oniine alalim. At ayrik sistemde t degiskeni igin
adim uzunlugunu gostermek tizere (2.25) denklemi i¢in ikinci mertebeden OVA yon-

temi [34]

1
e aail AR L (2.26)
0

esitligi ile verilebilir. Ozel olarak, vektor alan1 f(y) = y ise, OVA yontemi

1
[ £ = O+ €y = et T (2.27)
0

ile ifade edilen Kapali Orta-Nokta kuralina egittir.

Eger vektor alam f(y) = J(y)H (y) ise, yani Hamilton sistem (2.36) bir Poisson
sistem ise bu durumda OVA yontemi
ynJrl

I ) n n+1 B
e el (%) VH(y" g+ (2.28)

seklindedir [35, 36]. Burada VH ayrik gradyant olarak adlandirilir ve su sekilde ta-

mmlanir:

Tanim: H : R?Y — R tiirevlenebilen bir fonksiyon (d pozitif bir tamsayidir),
< -, - >ise R?® de standart ic carpim olsunlar. Bu durumda siirekli VH : R¢xR? — R
fonksiyonu agagidaki sartlar1 saghyorsa ayrik gradyant denir [36]:

1. < VH(z", 2" 20 — 2t >= H(2") — H(2"*1), her 27, 2! € RY igin

2. VH(z",2") = VH(z"), her 2" € R? igin.
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Ornegin

777777777

1
Yt —yn

VHy", y"“) =

7y2 7777 Y,

Ym'  —Ym

bir ayrik gradyanttir [36].

Eger (2.25) denkleminde, y € R J d x d anti-simetrik sabit matris ve H(y)
yeteri kadar tiirevlenebilen Hamilton fonstiyon olmak tizre f(y) = JVH (y) ise, OVA
yontemi (2.26)

Yn+1 — Un

A7 F (1= &)y + EYntr1)dE

Il
o — _

(2.29)

1
J / VH (1= )y + Eyua)de
0

seklinde yazilir. Kalkiiliisiin temel teoremi ve J matrisinin anti-simetrik matris 6zel-

liginden yararlanilarak, (2.29) ayrik sistemin

H(yn) = H(yn—1) = -+ = H(y1) = H(yo) (2.30)

ayrik Hamiltonu tam olarak korudugu gosterilebilir [36].

2.3.2 Boliinmiis Ortalama Vektor Alani Yontemi

Bu boéliimde (2.36) Hamilton sistemi igin birinci mertebeden bir adimlh Boliin-
miis Ortalama vektér Alam (BOVA) yontemi ele alnmacaktir. z = (p,q)" =

(21, 22, +vy 25 Zdi1s 2da2s s zm)T olmak {izere (2.36) Hamilton sistemi
. H(p,
") =a ) ) p,q € R (2.31)
q Hy(p,q)

17



seklinde ifade edilebilir. (2.31) Hamilton sistemi i¢gin BOVA yontemi

0 (2.32)

1

1 <pn+1 _ pn) f HP(Spn+1 + (1 - f)pn7 qn)dg
- =J

! Oqu(p"“,éqn“ + (1= &)q")d¢

1 _ qn
seklindedir [56].

Teorem 3. Bolinmis ortalama vektor alany yontemi (2.32) Hamiltonu tam olarak
korur [56]. Bir baska deyisle

Hp".¢")=H@p" ', ¢" " )=--=H1"¢)

esitligi he zaman saglanar.

Ispat: (2.32) esitliginin her iki tarafinm

1 1
/Hp(ﬁp”+1 +(1—&)p", ¢ de, /Hq(pn“,ﬁqw1 +(1—6)g™) " de
0 0

ile i¢ carpimi alimirsa kalkiiliisiin temel teoreminden ve J matrisinin antisimetrik

matris ozelliginden
/ Hy(&p" " + (1= &)p™, ¢")"de (p" ' = p")
/ H n+1 n+1 (1 f)qn)Tdf (qn+1 _ qn)

HE. [H<5p”+l+<1 Op.a") + H &g + (1 - &)q")]de
) 0

T

1
~ [H(P"“, q") — H(p",q") + H(p"", ¢""") — H(p"™, q")}

1
— _(H(pn+1,qn+1) . H(pn’ qn)) =0

-
elde edilir. Burada
Hp"™ ¢ =H®".¢"), n=0,1,2,--

sonucunu ulagilir.
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2.3.3 Ek, Bileske ve Toplam Yontemleri

OVA yonteminden farkh olarak BOVA yontemi ile iligkili "Ek Yontem" (Adjoint met-
hod), "Bilegke yontemi" (Composition method) ve "Toplam Yéntem" (Plus method)

olarak adlandirilabilecek {i¢ yontem daha tanimlanabilmektedir.

Ayrik yontemde adim uzulugu At ile gosterilirsin. Boliinmiis ortalama vektor alan

yontemi (2.32) ®p, ile gosterilmek tizere Ek yontem

0 (2.33)

1
1 <pn+1 o pn> f Hp(ganrl + (]- - g)pnv qn+1)d§
- =]
! [ Ho" &+ (1= )

ile tamimlanir ve @}, ile gosterilir. Ek yontem (2.33), BOVA yo6ntemi gibi Hamiltonu

korur ve BOVA yonteminin biitiin 6zelliklerine sahiptir.

BOVA yontemi ile baglantili olan bir diger yontem
Yay = (ID’% el Q% (2.34)

ise BOVA bilegke yontemi (BOVA-B)’dir [56]. Bu yontemde énce BOVA yontemi At /2
adimda caligtirilir ve bunun sonuglar1 Ek yonteme baglangic degeri olarak verilir ve
Ek yontem At/2 adimda tekrar ¢ahgtirihir. Bu sekilde birinci basamaktan bir yontem

olan BOVA yo6ntemi ikinci basamaktan bir yonteme yiikseltilmis olur.

BOVA yo6ntemi ile bunun Ek yonteminin ortalamasi BOVA Toplam (BOVA-T)
yontemi olarak adlandirilir ve
- 1
wAt = 5 (@At + @At) (235)

esitligi ile ifade edilir [56].

2.4 Sonsuz ve Sonlu Boyutlu Hamilton Sistemler

Sonlu boyutlu Hamilton sistemleri, Adi Diferansiyel Denklemler (ODE’ler) kullanarak
sonlu sayida serbestlik derecesine (degree of freedom) sahip sistemleri modellerken,
sonsuz boyutlu Hamilton sistemler ise, sonsuz boyutlu fonksiyon uzaylar: {izerinde
Kismi Diferansiyel Denklemler (PDE’ler) kullanarak siirekli alanlari veya akigkanlari

modeller.
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Sonlu boyutlu bir Hamilton sistem dinamik bir sistemi toplam enerjisine gore ta-
nimlayan matematiksel temel bir kavramdir. Hamilton denklemleriyle yonetilen sis-

temler, zaman ig¢inde enerjiyi ve faz uzayi hacmini koruyan sistemlerdir.

Bagimli degisken y = (p, ¢) € R?*?, Hamilton fonksiyon H : R* — R ve

0 I
J = d
I, 0

antisimerik bir matris (J7 = —J) olmak iizere sonlu boyutlu bir Hamilton adi tiirevli
diferansiyel denklem sistemi

d—i = J-'VH(y) (2.36)
seklinde yazlabilir. Burada V operatéri y = (p1,--+ ,pa,q1," - ,qa) degiskenlerine

gore birinci mertebeden tiirevleri ifade etmektedir. Bu durumda

. dpy . dgi .
i = v Qi = =1,---.,d 2.37
hi=—r = (2.37)
olmak tizere (2.36) sistemi
pi = —Hy(pi, ¢i), ¢ = Hp,(pis @), i=1---,d (2.38)

olarak yazilabilir. H = H(p;, ¢;) Hamilton fonksiyonun zaman degiskenine gore tiirevi

dH _zd: OH dg; | OH d, Zd: OHOH | OH OH
dt — dq; dt (9pl dt — 8p2 8q 8q7 op;

elde edilir. Bir bagka deyisle

aliirsa

H(pi(t),qi(t)) =C, CeR
olup Hamilton zamana bagl olarak degigmez [30].

Ornek 1. Av-aver iliskilerini yoneten Lotka-Volterra denklemleri asaqidaki formda
verilir:

t=(A—By)z, y=(Cx—D)y (2.39)
Burada A, B, C ve D pozitif sabitlerdir. Sistemin vektor alan incelendiginde;

0 0
= (A - By)a:% + (Cx — D)ya—y (2.40)
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ifadesinin diverjansimn sifir olmadigr gorilir. Dolaysiyla, Hamilton yapimn varlg
i¢in kullanidlan naif kriter bu sistemde basarisiz olur. Diger taraftan, iki boyutta her

zaman kapaly olan asagidaki simplektik form ele alimirsa:
w= f(z,y)dz A dy (2.41)

dir. Hamilton denklemler:

w|X =dH (2.42)

sartime saglamalidir. Burada H bir sifir-formdur (Hamilton fonksiyonu). Denklem
(2.42) un integrallenebilirlik kosullary dis tirev uygulanarak elde edilir. Buna gore f
fonksiyonunun asagidaki birinci mertebeden denklemi saglamast durumunda w simp-

lektik bir form olur:
(A= By)zfle + [(Cx = D)yf], =0 (2.43)

Bu denklemin ¢oziimii su sekildedir:
1
= — 2.44
== (244
Bu ¢ozimden hareketle, ayni zamanda sistem i¢in bir Liapunov fonksiyonu olan Ha-

milton fonksiyonu elde edilir:
H=Alny+ Dlnx — Cx — By (2.45)

Sistemin dinamiklert, dual temsil baglaminda genellestirilmis Poisson parantezi kul-

lanalarak su formda ifade edilebilir:

it = J*V H (2.46)

Burada ' = x  ve x* =y olarak tammlanmastir. Yapa fonksiyonlarim iceren J

B 0 =xy
(0 ) v

Bu yapiman tutarl bir Poisson yapist tanymlayabilmesi i¢in gerekli olan Jacobi dzdes-

likleri:

matrisi 1se su sekildedir:

JHm, =0 (2.48)

kosulunu gerektirir. Sistem iki boyutlu oldugu i¢in bu ézdeslikler otomatik olarak sag-
lanmaktadir. Bu sonug, Lotka-Volterra denklemlerinin bir Hamailton sistem oldugunu

kanatlar.
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Sonsuz buyutlu bir Hamilton kismi tiirevli denklem Q = (z,¢) € R x R tamm
kiimesinde
ou

oM
5% =75, (2.49)

esitligi ile tanimlanir. Burada
Hlu] = / H (x50, Uy, Ugg, -+ + ) di,
Q

J sabit lineer tiirev operatorii olup, homojen sinir kosullar: altinda varyasyonel tiirev
oH OH oH oH
u =Gy T (%) + O (W) -

ile tanimlanir [9).

Ornek 2. ®(—20,t) = ®(20,t) periyodik smar kosulu ile Sine-Gordon diferansiyel
denklems 2o 90
seklindedir. Denklem, Hamailton

-

ve Hamilton operatori J = (

1, 1/09\°
3T + §<%) +c(1 —COS(CI)))] dx

0

1
0) olmak tzere

H ) )
@ = jé— seklinde Hamilton sistem olarak yazilabilir. Burada u = ve T = 8—
ot ou T ot
dir.

2.4.1 Bir Boyutlu Lineer Olmayan Schrodinger Denklemi

Lineer olmayan Schrodinger (NLS) denklemi, kuantum mekanigi, lineer olmayan op-
tik, plazma fizigi ve Bose-Einstein yogugmalari gibi bircok fiziksel sistemde dalga
yayilliminin modellenmesinde kullanilan temel kismi diferansiyel denklemlerden biri-
dir. Denklem, dalga fonksiyonunun uzay ve zamana bagl evrimini tanimlarken, lineer

olmayan terim ortamin lineer olmayan etkilerini ifade etmektedir.

NLS denklemi, ¢ = (x,t) kompleks fonksiyon ve ¥ (x,0) = vy(z) baglangig
kogulu ve ¢(x,t) = ¥(xg,t) periyodik sinir kosulu ile

Wy + Ve + NP0 =0, € [xp, 28] CRO<EST,A>0 (2.51)
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esitligi ile verilebilir. Burada (z,t) kompleks degerli dalga fonksiyonunu, x uzaysal
degiskeni ve ¢t zamani gostermektedir. Denklemde yer alan 1, terimi dalga fonksi-
yonunun zamana gore degisimini, ¢, terimi ise dispersiyonu, yani dalganin uzayda
yayllma davranisini temsil etmektedir. A|t)|?1) lineer olmayan terimi ise dalganin ken-
disiyle olan etkilesimini modellemektedir. Bu calismada A > 0 parametresi lineer

olmayan etkilesimin siddetini belirlemektedir.

NLS denklemi (2.51) sonsuz boyutlu Hamilton denklem geklinde ifade edilebilir.
p = p(x,t), ¢ = q(x,t) reel degerli fonksiyonlar olmak tizere ¢ kompleks degerli
fonksiyonu ¢ = p + iq olarak ifade edilirse (2.51) denklemi

+ Gue + AP* +¢*)q =0
P+ q (" +q7)q (2.52)

~Gi + Pax + ANP*+P)p =0

seklinde reel degerli iki denklem sistemi geklinde ifade edilmis olur. Hamilton fonksi-

TR
1A On\ 2 9\ 2

TL

yonu

dx (2.53)

olmak tizere (2.52) sistemi
OH OH

pt:_g’ Qt:%

seklinde yazilabilir. Bir bagka deyisle z = (p, q)T ve antisimetrik matris .J

(1)

olma tizere (2.51), NLS denklemi (2.49) sonsuz boyutlu Hamilton sistemi

OH
. -7t
==J 0z

esitligi ile ifade edilebilir.
Kismi tiirevlere sahip (2.52) NLS denkleminde p,.(z,t) ve qu.(z,t) kismi tiirev-
leri sonlu fark gemalar: ile ayriklagtirilirak, denklem adi tiirevli diferansiyel denklem

sistemi seklinde yazilabilir. Uygun ayriklagtirilma kullanilirsa elde edilen sistem sonlu

boyutlu Hamilton sistem (2.36) seklinde de yazlabilir.
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Ayrik noktalar x; = x + jh, j =0,1,--- N, ve h = Av = L/N, L = xp — x,
olsun.

pj =p ()

q; = q(zj,t)
olarak tanimlayalim. Simdi (2.52) denkleminde p,, ve ¢, tiirevlerini ikinci mertebe-
den merkezi fark tasar1 kullanarak ayriklastiralim

1
Pra = A—xQ(pjfl —2pj + pjt1),

1 .
oz = E(qj—l _QQJ +Qj+1)7] = ]-7 7N'

Bu durumda (2.52) sistemi

-2 1 0
1 =2
A= 1 0 1 2
- Ax?
1 o --- 1 =2
olmak tizere
 _

= = A% = A0+ 4, 250
Gj = % = Ap; + 2p; (07 + @})
seklinde yazilabilir. Bu sistem
1 X 2 2
H =53 > i =) + (g1 — )] —

=1
oy —Ix
In On

olmak iizere (2.36) sonlu boyutlu Hamilton sistem geklinde ifade edilebilir. Burada

A
1

N 2
S +a)
=1

ve

Oy ve Iy sirasiyla N x N sifir ve birim matrislerdir.

2.4.2 Lineer Olmayan Ikili Schrédinger Denklemi

Lineer olmayan ikili Schréodinger denklemi sistemi, birbirleriyle etkilesim halinde bu-

lunan iki dalga alaninin zamana bagl davranigini modellemek amaciyla kullanilmak-
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tadir. Bu tiir sistemler 6zellikle iki bilegenli Bose-Einstein yogusmalari, ¢ift kutup-
lanmali optik fiberler ve ¢ok bilegenli lineer olmayan optik problemlerinde ortaya ¢ik-
maktadir. ¢ (z,t) ve 1q(x,t) kompleks fonksiyonlar ve 11 = v (x,t) ve 1y = oz, t)

olmak tlizere ikili NLS denklem sistemi

iy, + anthy,, + (o0 [Ua* + o)) 1 = 0

2.55
iy, + 0ot + (o2 [al” + p ] |*) b2 = 0 (2:59)

seklindedir. Burada ¢ (z,t) ve 1y(x,t) kompleks degerli iki dalga fonksiyonunu tem-
sil etmektedir. a; ve as parametreleri her iki bilesenin dispersiyon katsayilarini ifade
ederken, o; ve oy parametreleri her bilegenin kendi lineer olmayan 6z etkilesiminin
siddetini belirlemektedir. p parametresi ise iki dalga bilegeni arasindaki ¢apraz etki-
lesim kuvvetini temsil etmektedir. Boylece sistem, hem her dalga bileseninin kendi
dinamigini hem de bilegenler arasindaki karsilikli etkilesimi birlikte modellemektedir.
Ikili NLS denklem sistemin lineer olmayan optik ve jeofizik akis dinamigi gibi cesitli
uygulamalar1 vardir. Analitik ¢oziimler bazi integrallenebilir durumlarda elde edilir.
Bunlardan biri oy = ay = 1,01 = 09 = i olmasi durumda yani Manakov modelidir,
diger bir model ise a; = —aw,01 = 09 = —p olmasidir bu durumda, ters sagilhim
doniigiim yontemi ile ¢oziim elde edilir. Lineer olmayan ikili NLS denkleminin sayisal
coziimleri iizerine literatiirde yapilmis bir ¢ok cahisma vardir. Ozellikle son yillarda
denklemin simplektik ve ¢oklu simplektik yapisina bagh olarak simplektik ve ¢oklu
simplektik sayisal yontemler, sonlu fark yontemleri ve siirekli olmayan Galerkin yon-
temi, bu denklemin sayisal ¢oziimii igin yapilmig 6nemli caligmalar olarak gosterilebilir
(bkz. [38, 39, 40] ve referanslari).

p = p(z,t), ¢ = q(x,t), v = u(x,t), v = v(z,t) reel degerli fonksiyonlar ve
Y1 = p+iq ve Yy = u + v olmak iizere lineer olmayan ikili NLS denklem sistemi
(2.55)

(2.56)

seklinde yazilabilir.

(01 (P + %) + oo (u? + v2)2> + 2 (0 + ) (u? +0?)

A~ =

w =
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olmak tlizere Hamilton
M= / =% (2 )~ 2 (24 2)] d (2.57)
0 2 2
seklinde alinirsa
— = Pue + (01 (PP + %) + p (W + 7)) p
— = e + (01 (P + @) + p (u® + %)) g
(2.58)
— = Qolgy + (1 (P? + ¢%) + 09 (U2 +v?)) u
— = QU + ( (p* + %) + 02 (U +v?)) v
esitliklerinden (2.56) denklemi

seklinde yazlabilir. Boylece z = (p, ¢, u, ’U)T ve

I
—_
S O =
_ o O

0 0 -1 0
olmak iizere (2.56) sistemi kismi tiirevli Hamilton sistemi (2.49) seklinde yazlabilir.
Bir buyutlu NLS denkleminde (2.51) oldugu gibi (2.56) lineer olmayan ikili NLS

denkleminde, ikinci mertebe kismi tiirevler, ikinci mertebeden merkezi fark tasaris

kullanilarak ayriklagtirihirsa (2.56) denklem sistemi

d%j = —mAg — o1 (05 +¢) g — p (U] +07) g
% = aApj+ o1 (PP +4) pj + p (ud +02) p; (2.50)
ﬁ = —Av; — 0y (u? + sz) Vj— (p? + qu) v '
% = wAu;+oy (W40 u;+p(pF+¢)u;, j=01,--- N—1
seklinde yazilabilir. Burada
-2 1 1
Ao ALxQ 1 2 1
1 1 =2
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matrisidir. Sonug olarak ayrik Hamilton

ve

olmak tizere, lineer olmayan ikili Schrodinger denklemi (2.56), sonlu buyutlu Hamilton

o1 (08 + 2)" + o (2, +02)°] +

(
(

Pm+1 — Pm
Ax

Um+1 — Um

Ax

)+
)+

sistem (2.36) seklinde yazlabilir.

dm+1 — Gdm

2
2
Ax )
U1 — Um \
]

Iy Oy Opn
O On On
Oy Ony Iy
Oy —Iny Opn
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Bolum 3

KOMPAKT YONTEM

Kompakt sonlu fark yontemleri bir tiir sonlu fark sayisal bir yontemdir. Kompakt
sonlu fark yaklagiminin formiilasyonunda, komsgu noktalarin tiirevlerinin de etkisi
hesaplamaya dahil edilir [46]. Fonksiyonun tiirevinin tahmininde rastgele bir noktada
meydana gelen bir degisiklik, tiirevlerin geri kalan tahminlerini etkiler. Sema tiim
noktalara uygulandiginda ve tiim bilinmeyenler i¢in ayni anda ¢oziildiigiinde, elde
edilen kompakt gemalar genel olarak kapali yontem olarak karsimiza gikar. Bir f(z)

fonksiyonun degerleri a < x < b araliginda N porzitif bir tamsay1 ve adim uzunlugu

i b—a

h N -1

olmak tizere
ri=a+h(i—1), 1<i<N\,

noktalarinda verilmis olsun. Diigiimlerdeki fonksiyon degerleri basitlik olmas1 agisin-

dan f; = f(x;) ile gosterilsin.

Bu béliimde Kompakt sayisal yontemlerin nasil olugturuldugu hakkinda temel
bilgiler verilecektir (bkz. [45], 22.B6liim)
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3.1 Birinci Basamaktan Tiirev icin Kompakt Sonlu

Fark Tasarisi

Birinci tiirev igeren ii¢ noktali

1

H; = Z (amfier + b, 1/+m) =0 (31)
m=—1
ya da
a_1fic1 +aofi + a1 fizn + b1 fi_y +bof] + blfi/+1 =0 (3.2)

Hermite ifadesi ele alinsin. Tiim fonksiyon degerlerinin z; noktasi etrafinda Taylor

serisi agilimi yapilirsa (3.2) denklemi

Aoy B )

"

/

G I B B O B .
Farfi+ b+ Sl + o B+ S+ S o))

h2 v h3

B
+ afi(M) + O(”)} +aofi

3.3)
h2 h3 w h4 v h5 v (
P [fi =l G = e B4 I = G+ 00 + o,

h2 h3 (iv) h4 (v) h5 (vi) 6
e/ [ i (v (v e(vi
+b1[i+hi+ai+§i +Ei +§i +O(h)]_0
§eklinde yazﬂabilir. Daha sade haliyle bu denklemler

((Ll +ap + al)fi + [h(al —a_y) +b_y+ b+ bl]fi/ + [%hz(al +a_1)+ h(by — b—l)}fi’/
+ [$h* (a1 — a_1) + 3R (by + b_1) | [ + [57h* (ar + a—1) + §h° (by — b_1)] 77
+ [135h° (a1 — a—y) + 5:h*(by + b-1) | 7+ [m5h® (a1 4+ a—1) + 5h°(br — b-1)] [ =0
(3.4)

esitligi seklinde ifade edilebilir.(3.4) denkleminin tam olarak saglanmasi i¢in biitiin
katsayilarin sifir olmasi gerekir. Esgitligin saglanabilmesi ic¢in sol taraftaki ifadelerin
oniindeki katsayilarin sifir olmasi gerekir. Olugturulacak sayisal yontemin kaginci ba-
samaktan tiirev i¢in bir yaklagim olacagina bagh olarak bu katsayilar sifira egitlenir
ve elde edilen denklem sistemi ¢oziilerek a;, b;, i = —1,0, 1 katsayilar: bulunur. Orne-
gin, ii¢iincii mertebeden bir sema elde etmek icin, f;, f;, f; , f; terimlerinin katsayilar:
sifira egitlenirse

(a1 +ap+a1)=0 (3.5)

h (Cbl — (l_1> + b_1 + b() -+ bl =0 (36)
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%hQ(al + a,1> -+ h(bl — bfl) =0 (37)
%hg(al - lel) -+ %hQ(bl -+ b,1> =0 (38)

sistemi elde edilir. Dort denklem ve alti bilinmeyen iceren bu sistemde iki parametre

by ve b_; serbest parametreler olarak secilirse

1
a1 = 5 (=5by —b) (3.9)
2
ag = ﬁ(bl — b_1> (310)
m12#h+%) (3.11)
bo = 2(by + b_y) (3.12)

elde edilir. Bu parametreler (3.2) denkleminde yerine yazilirsa
. b_ b
= 1fi—1+@fz‘+@fi+1+—1f{_1+—off+f{+1 =0 (3.13)
bl bl bl bl bl

esitligine ulagilir. Dolayisiyla o = bb*—ll olmak tizere (3.9-3.12) esitliklerinden

aq 1
L= —(—5- 14
= gp(-5—a) (3.14)
W _ 2, _
h=p1—a) (3.15)
a_1 1
— = —(1 1
b1 Qh( + 5a) (3.16)
b
;—2ﬂ+a) (3.17)
1

elde edilir. (3.14-3.17) esitlikleri (3.13) denkleminde yerine yazilirsa

1 2 1
aff F 21 [ fly = — 5 (145a) fim = T (=) fit oo (5+a) fin +TE (3.18)
elde edilir. Burada
1 1 A
TE = —h3(1 i ‘(1 U Rl — ) fU 4 1

yerel kesme hatasidir. Dikkat edilecek olursa, yerel kesme hatasinda o = 1 i¢in, TE
teriminin ilk bilegeni yok olur ve gema dordiincii mertebeden olur, buna kargilik o’nin

diger degerleri icin sema iiciincii mertebedendir. Ozel olarak o = 1 icin ilgili sema

fia +Af+ i = =3 (s = fon) (3.20)
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seklinde yazilabilir. (3.20) birinci basamaktan tiirev igin dérdiinci metrebeden bir yak-
lagimdir. Birinci basamaktan tiirev icin iki, ii¢ ve daha fazla mertebeden yaklagimlar

benzer sekilde katsayilarin uygun se¢imleri ile bulunulabilir.

Birinci mertebeden tiirevin yaklagik hesab1 yukarida aciklandigi iizere bulanabi-
lecegi gibi, Pade yaklagimi yardimiyla da bulunabilir [46]. Birinci mertebeden tiirev
yaklagimi i¢in

fz+1 Ji1 bfi+2 — fi-2 +cfi+3 — fi-3
2h 4h 6h

Bfi atafi \+fitafi +Bfl, = (3.21)

esitligi ele alinsin. Burada a, b, ¢, o ve [ katsayilar1 arasindaki iligki, gerekli mertebeye
kadar Taylor serisi katsayilar eglestirilerek elde edilecek sabitlerdir. Denklem (3.21)’in

sol tarafindaki terimlerin Taylor serisi agilimlar:

4
Jiia = Ji =20 + 5l [ = —h3f(“’ 6 nt Y (3.22)
gl oen Lo, mo_ L. (iv) Loy (v)
fin=Fi = hfi + BT — W5 b S (3.23)
’ " 2 e L, (iv) Loy (v)
fizr=fi+hf; +3 h ot g™+ i (3.24)
fo = f L ohf" + —h2f”/+ §h3f(iv) + Eh4f(v) (3.25)

seklindedir. Denklem (3.21)’in sol tarafim agagidaki sekilde yeniden yazilirsa:

Bfis+afi+ fil+afiy+B8fln=>0(fi_o+ fim)+alfii+ fio)+fi (3.206)

elde edilir. (3.22-3.25) ifadeleri (3.21) denkleminini sol tarafinda yerine konuldugunda

" 32h " 2h’ (v)
B[Qf —|-4h2f + 1 fz } [2f + h2f ‘: I fz } + fi (3.27)
= 200+ 28+ 1)f 4+ K2 (a +48) fI" + &(a +168) £

4!

elde edilir. Simdi (3.21) denkleminin sag tarafindaki terimlerin Taylor serisi agilimlar
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g6z oniine alinirsa

9 81 243

firs = fi = 30fi+ 0 = 3 h3f”’ + h4f 20 =h Y (3.28)
fis = Fi— 20+ 2 fl Qh?’f{” " 16h4f “ 32h5f (3.29)
fin=fi—hfl+ 1h2 " lh3ff" + —h4f.<w> 4'h5f( (3.30)
fin=fi+hfl+= h2f” + = h3f’” + = h4f Wy — h5f(” (3.31)
fira = fi+2nfl+ —'h2 fit g h3 fi'+ 16h 4 —h5 £ (3.32)
fivs = fi+3hf] + |h2 i+ —h3 i+ —h4 7o 4 243h5 £ (3.33)

elde edilir. (3.28-3.33) ifadeleri, (3.21) denkleminin sag tarafina yerine konulursa

%(fiﬂ — fi-1) + i(fz‘+2 — fica) + é(fws — fis)

8h3 w y o328

+22 7]

n v b
[2hf +2 f +2 f( ]+ 7 [4n] + 257 =

27h3 243h )
0 g g

2 4

h h
= (a+b+0)f + grla+4b+90) f" + = (

(3.34)

@

6h[6hf +2

a+ 16b + 81c¢) £

esitligi elde edilir. (3.27) ve (3.34) ifadelerinin birlegtirilmesiyle

4

%(a +168)£"
, A (3.35)

h h v
=(a+b+c)fi + = (a-l—4b+9c)f”’+ | (a + 16b + 81¢) )

(200428 + 1) + h*(a +48) f" +

esitligi bulunur. Yerel kesme hatasi dikkate alindiginda birinci tiirev i¢in yiiksek me-

tebeden yaklagim veren katsayilar su sekildedir [46]:

1+2a+28=a+0b+c ikinci mertebe (3.36)
221 (a+22B) = a+2°b + 3%c  dordiincii mertebe (3.37)
22: (a+2'8) = a+ 2% + 3% altmci mertebe (3.38)
2; (a+2°8) = a+ 2% + 3% sekizinci mertebe (3.39)
22: (a+2°B) = a+ 2% + 3%c  onuncu mertebe (3.40)
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£ ve a secimine baglh olarak {i¢ kosegen veya bes kosegen semalar olusturulur. Eger
£=0 ise cesitli ti¢ kogegen semalar iiretilir. 5 # 0 i¢in beg kosegen semalar elde edilir.
Parametrelerin se¢imlerine bagl olarak bagka yaklagimlar bulmak da miimkiindiir.
Ornegin, dordiincii dereceden sema icin (3.36) ve (3.37) bagmtilar1 kullanihir ve kesme
hatas1 agagidaki

5!
TE = [a+ 2%+ 3% — 24‘(

seklinde olur. Bilinmeyen sayisi beg ve denklem sayisi iki oldugundan bilinmeyenler-

den iigii serbestge segilebilir. Ozel olarak 3 =0, c=0vea = 2(a+2), b= 1(4a—1)

o+ 24 3)|ht fY (3.41)

olmak tlizere kesme hatasi:
TE =4(3a — 1)h'f} (3.42)

seklindedir. o = i i¢in dordiincii dereceden ii¢ kosegenli sistem

3 fz+1 fz 1
elde edilir. o = % secilirse altinci dereceden gsema
14 f; i1 L fize — fie
TR il = A Sl e (3.44)

9 2h 9 4h
esitligi ile verilebilir [47, 48, 49].

3.2 Ikinci Basamaktan Tiirev icin Kompakt Sonlu

Fark Tasarisi

Ikinci dereceden tiirev icin (3.21)’dekine benzer bir yaklagim kullanilabilir [46].

a, 3,a,b ve c reel sabitler olmak iizere, ikinci basamaktan tiirev igin

By +oafily+ fl +afly+Bfl,

_ afi+1 —2fi + fiza n bfzurz —2fi+ fio N cf”?’ —2f; + fis (3.45)
h? 4h? 9h?

esitligi ele alinsin. Her bir terimin x; etrafinda Taylor serileri agilarak, birinci ba-

samaktan tiirev yaklagimi ic¢in izlenen yontem takip edilirse, katsayilar arasindaki
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iligkiler

1+2a+28=a+0b+c ikinci mertebe (3.46)
;1: (a+22B) = a+2°b + 3%c  dordiincii mertebe (3.47)
2: (a+2'8) = a+ 2% + 3% altmci mertebe (3.48)
2: (a+2°8) = a+ 2% + 3% sekizinci mertebe (3.49)
18(:' (a+2°B) = a+ 2% + 3%c  onuncu mertebe (3.50)

esitlikleri ile verilebilir [46]. Bu egitliklerden bir parametreli, iki parametreli veya iig

parametreli yiiksek basamaklardan tiirev yaklasimlar1 olusturulabilir. Ornegin 8 =

¢ = 0 i¢in bir parametreli ¢oziim a = (1 — @), b = (=1 + 10a) seklindedir.

Burada a = = ahndlgmda

6 fix1 = 2fi + fiza
2

1 " "

1_Ofi—1 + f; + fz-l—l
bir bagka deyisle
Jir1 = 2fi + fia

(fz 1 + 1Of + fz+1) h2 (351>
dordiincii mertebe kompakt yontem elde edilir [51]. A ve B matrisleri sirasiyla
o1 o0 0 - 1 -2 1 0 0 - 1
1 10 1 0 --- 0 1 -21 0 - 0
1 1
A=— : B=—
12 : ’ h2
o 0 --- 1 10 1 o o0 -~ 1 =21
o --- 1 10 1 0 0 - 1 =2
N x N karesel matrisler olmak tizere (3.51) ayrigimi
A, =A"'B (3.52)
olmak {izere
i = Anfi (3.53)

ile gosterilebilir.
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Bolum 4

KLEIN GORDON SCHRODINGER
DENKLEMININ SAYISAL
COZUMLERI

Bu boliimde, Klein Gordon Schréodinger (KGS) denklemi i¢in yapi koruyan yeni sayisal
yontemler verilecektir. {1k olarak sonsuz boyutlu KGS denkleminde uzay degiskenleri
dordiincii mertebeden kompakt yontemle ile ayriklagtirilacak ve KGS denklemi sonlu
boyutlu Hamilton denklem sistemi sekline getiriecektir. Ardindan, Hamilton sistemde
zaman degigkeni igin Hamilton (enerji) koruyan Ortalama Vektor Alam (OVA), Bo-
linmiig Ortalama Vektor Alam (BOVA) ve buna bagh Ek Yontem, Bilegke yontemi
ve Toplam yontemleri uygulacaktir. Boylece KGS denkleminin sayisal ¢oziimii igin
literatiirde daha 6nce ¢aligilmamig beg yeni yontem literatiire kazandirilmig olacaktir.
Bu yeni yontemlere ek olarak yine KGS denkleminin sayisal ¢6ziimii i¢in denklemin

kiitle ve enerjisini koruyan yeni bir sonlu fark tasarisi literatiire kazandirilacaktir.

Klein Gordon Schrédinger (KGS) denklem sistemi (4.1), Schrodinger tipi bir dalga
ile Klein Gordon tipi skaler bir alan arasindaki etkilesimi tanimlayan birlegik bir
matematiksel modeldir. Bu sistem, relativistik kuantum alan teorisi ile pargacik—alan

etkilesimlerinin modellenmesinde énemli bir yere sahiptir.

Klein Gordon Schrédinger denklemi

by + b =0, 2€Q,0<t<T

4.1
b — Gt d— [ =0, 2€Q0<t<T (4.1)
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esitlikleri ile taniml bir kismi tiirevli denklem sitemidir. Burada Q = (a,b) C R

olarak ele alinacaktir. (4.1) denklemi igin

(x,0) =Po(x), &(z,0) = do(x), ¢(,0)=¢1(x), a <z <b, (4.2)

baglangi¢ kosullar

Wla,t) = v(b,t), dla,t) = d(b,1),0<t<T (4.3)

periyodik sinir kogullar: olmak tizere baglangi¢-sinir deger problemi (4.1)-(4.3)

M(o) = [ oGP de = 3(0) (1.4
L
B(t) = [ 16600 + 63(a,t) + 62(a.0) + [l )

—2¢(x,t)[ (2, 1)|"] dz = E(0) (4.5)

korunum yasalarina sahip oldugu gosterilebilir [57].

(4.1) denkleminde; v (z,t) kompleks degerli dalga fonksiyonunu, ¢(z,t) ise ger-
cek degerli skaler alani temsil etmektedir. Schrodinger denklemindeki %wm terimi
dalganin dispersiyonunu ifade ederken, ®¢ terimi dalga fonksiyonu ile skaler alan
arasindaki etkilesimi modellemektedir. Klein Gordon denklemindeki ¢y terimi alanin
zamana gore ikinci mertebeden degisimini, ¢, terimi uzaysal yayilimi, ¢ terimi alanin
kiitle katkisini, || terimi ise Schrodinger alanindan kaynaklanan yogunlugun skaler
alan tizerindeki etkisini ifade etmektedir. Standart (4.1) KGS denklemi korunumlu
karmagik niikleon alani 1) ile nétr reel skaler mezon alani ¢ arasindaki etkilegsimin

dinamigini tanimlayan klasik modeli temsil eder [59].

4.1 Sonsuz ve Sonlu Boyutlu Klein Gordon Schro-

dinger Denklemi

Bu béliimde (4.1) KGS denklemi ilk olarak sonsuz boyutlu Hamilton (2.49) seklinde
ifade edilecek ardindan uzay degiskenleri Boliim 3’te agiklandigr {izere kompakt bir

tasarim ile ayriklagtirilarak sonlu boyutlu bir Hamilton sistem geklinde yazilacaktir.
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Bu yazilimin ardinda KGS denkleminin sayisal ¢6ziimii icin OVA ve BOVA y&éntemleri

uygulanabilir hale gelmis olur.
[lk olarak (4.1)-(4.3) baslangic-sinir deger problemi ele almsm. (x,t) = p(z,t) +
iq(x,t), ¢z, t) = 2v(x,t), olmak iizere (4.1) denklemi

1
4 = ZPzzt p¢

1

B 1 1, 9
¢ =2v
seklinde yazilabilir. Bu sistem z = [g, v, p, qb]T
0O 0 10
0O 0 01 v
J = , Z= (4.7)

-1 0 00 P

0 -1 0 0 ¢

ve Hamilton fonksiyonu

Hieim) = [ 3007+ = @ 42+ it ) — 2 da

olmak iizere sonsuz boyutlu Hamilton denklem (2.49) formunda yazlabilir. Denk-
lemi sonlu boyutlu bir Hamilton sistem seklinde yazabilmek i¢in uzay degiskenleri
ayriklagtirihr ve elde edilen sistemin sonlu boyutlu Hamilton (2.36) seklinde yazilip
yazilamayacagina bakilir. Bu tez calismasinda uzay degiskenleri kompakt sonlu fark

tasarisi yardimiyla ayriklagtirilacaktir.

N, M pozitif tam sayilar, zaman adim boyutu 7 = %, h = I)_T‘l olmak iizere
zaman-uzay bolgesi [a,b] x [0, 7] esit uzunluklu hiicrelere bélinmiis olsun. z; = a +
hj,j = 1,---N+1,t, = nt,n = 0,1,--- ;M olmak iizere u(z,t) fonksiyonunun
(z;,t,) grid noktasindaki yaklagik degeri uy ile gosterilsin. Zamana gore ortalama ve

fark operatorleri sirasiyla

n+y U?H +uj nty _ Y Yj
Gt =Ty =
-
ile tanimlansin. Ayrica
N N
— o 2 _ 2 —
) =S =R e = g
j= j=
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kompleks i¢ ¢arpim ve ilgili normlar tanimlar: olsunlar.

(4.1) KGS denkleminde uzay degiskeni dordiinci basamaktan kompakt yontem
(3.53) ile ayriklagtirihirsa

@ 1
—~ _—_A'P-d.P =
dt 2“4h 0
v 1 1 1
— — AP+ -0 — - [PP+ Q7] =0
dt 2 2 2
P 1 (4.8)
—_— __1 . =
dt+2AhQ+®Q 0
dd
—_— _9 =
- —2V =0

yart ayrik adi tiirevli diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Burada P =

(p17p27 e 7pN)T7 Q = (611>QZ> e 7QN)T> ¢ = (¢17¢27 e >¢N)T7 V= (/0171)27 T >UN)T7
o - Q = [¢1p17¢2p27” ! 7¢NPN]T7 P'2 = [p%7p%7 o 7p?V]T ve Q-2 = [Q%7Q§7 o 7q]2\/}T
olarak tanimlanmigtir. Yar: ayrik sistem (4.8)

Q 0 0 I o IAQ+2-Q
d| Vv 0 0 0TI —2V
@ _ (4.9)
at | P -1 0 00 sA'P+®-P
® 0 -I1 00 $AE — 30+ 3(P24+Q2)
ve
H(Q,V,P,®) = 1(PTA'P+ QT A,'Q +9T (A +1)®) — VTV (4.10)

+307 (P24 Q.2)
Hamilton fonksiyonu olmak {izere sonlu boyutlu Hamilton sistem (2.36) seklinde ya-

zilabilir. Burada 0 ve I sirasiyla N x N sifir ve birim matrisleri temsil ederler.

Bundan sonra (4.9) sonlu boyutlu Hamilton sistem igin (4.10) Hamilton koru-
numlu OVA (2.26), BOVA (2.32) ve BOVA yontemi ile iligkili (2.33) Ek yontem,
(2.34) Bilegke yontem ve (2.35) Toplam yontemleri uygulanabilir.
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4.2 Klein Gordon Schrédinger Denklemi Icin Kom-
pakt Ortalama Vektor Alan1 Yontemi

Sonlu boyutlu Hamilton sistemi (4.9) enerji koruyan OVA yontemi (2.26) ile ayrik-

lagtirihirsa

1
5th + A 1Pn+1/2 6(®n+1 Pn+1 +4q)n+1/2 . Pn+1/2 + . Pn) = 0

G2 4 AP 4 (P

(Qn+1)2 +4(Qn+1/2)2 + (Qn)2) = 0
1 1
5tPn o §A;1Qn+l/2 . 6((I)n+l i Qn+1 + 4¢n+1/2 . Qn+1/2 + . Qn) - 0

5" — V" -yttt = (.
(4.11)
elde edilir. Boliim (2.3.1)” de agiklandig: tizere, (4.11) kompakt OVA yontemi , (4.10)

Hamilton fonksiyonunun ayrik halini tam olarak korur; yani

5tv" - —(A +1)o" /2 —

H(Q !, yrtt prtl onthy — H(Q", V", P", "), n=0,1,2,---,N.

esitligi saglanir. Goriilecegi tizere (4.11) yontemi kapali bir yontemdir ve iteratif bir
yontem kullanilarak c¢oziilebilir. Bu tez ¢aligmasinda burada oldugu gibi tiim kapali
yontemler icin Newton-Raphson yontemi kullanmilmistir. Q°, V0, P, ®° baslangic ko-

sullarini kullanarak @', V!, P!, ®'in ¢6ziimii Newton-Raphson yontemi ile elde edilir.

4.3 Klein Gordon Schrédinger Denklemi I¢in Kom-
pakt Boliinmiis Ortalama Vektor Alan1 Yontemi

Bu boéliimde sonlu boyutlu Hamilton sistemi (4.9) enerji koruyan BOVA yontemi
(2.32) ile ayriklagtirilacaktir. (4.9) Hamilton sistemine (2.32) BOVA yontemi uygula-

nirsa

;(Q”“ Q)+ S AT (P 4 P %@n (P P =0
%(V”“ V) - <Ah FI)@ ) %[(P““)Q c@ -0
(PP AT@Q Q) — S (@ Q) = 0
Lo o) - % S
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elde edilir. Bolim (2.3.2)” de agiklandigy tizere, (4.12) yontemi , (4.10) ile tammh

Hamilton fonksiyonunun ayrik halini tam olarak korur. Bir bagka deyigle
H(Qn+1, ‘/'n-l-l7 Pn+17 @ﬂ-‘rl) — H(Qn; ‘/'n,7 Pn, @ﬂ)’ n = 07 17 27 . ,M.
esitligi saglanir.

Kompakt BOVA yontemi (4.12) ile elde edilen denklem sistemi, kompakt OVA
yontemi (4.11) ile elde edilen sistemin aksine lineerdir. Bir bagka deyisle (4.12) sis-
temini ¢ozmek i¢in Newton-Raphson gibi iteratif yontemlere gerek yoktur. P", Q",
V™ ®" biliniyorsa (4.12) sistemindeki birinci ve {igiincii denklemden P™ ve Q!
bulunur. Daha sonra P"™! ve Q™! ikinci ve doérdiincii denklemde yerine yazilarak

Vntl ye dF! hesaplanir. Matris formda

LA + L diagd” 17 prt
i1 —1A — Ldiagd™| Q!
— 1A — 1 diag®” 17 pr
17 1A+ L diagd™| | Q"
Mo (A D] (VD HAT DV L () (@)
—31 i1 Pprtt 31 1] ol 2 0

egitlikleriyle gosterilebilir. Burada I, N x N birim matrisi, 0 ise N x 1 sifir siitun

vektoriinii gostermektedir.

Teorem 4. Kompakt bolinmiis ortalama vektor alany yontemi (4.12),
M@, Pm) = Q" + | P"|? (4.13)

ayrik kitle olmak tizere (4.9) sisteminin kiitlesini ayrik dizeyde korur. Bir bagka de-

yisle
M(Qn+1apn+1):M(QnaPn)v ’I’L:O,l,2,"' 7M' (414)

esitligi saglanar.

ispat: (4.12) sisteminde birinci denklemin Q"™ + Q™ ile, iigiincii denklemin ise

Pl P le i¢ carpimi alinsin. Bu durumda
1 1
;(Qn+1 _ Qn) X (Qn—i-l + Qn) =+ ZK(PH-H + Pn) X (Qn+1 + Qn)

1
+ 5@ (P P (@ QM) =0

40



ve
1

%(Pn—i-l _ Pn) . (Pn-i-l 4 Pn) . ZL,c(QTH-l =+ Qn) . (Pn—i-l + Pn)
. %Cbn . (Qn—i-l + Qn) . (Pn—i-l + Pn) = 0.

elde edilir. Bu iki denklem toplandiginda

(FPHE + Q™I = [P )1* = lQ"]F) =0

R

olur. Buradan (4.14

~—

ayrik kiitlenin korundugu sonucu ¢ikar.

4.4 Klein Gordon Schrédinger Denklemi I¢in Kom-
pakt Ek-BOVA Yontem

Bu boliimde sonlu boyutlu Hamilton sistemi (4.9) enerji koruyan BOVA ile iligkili
Ek yontem (2.33) kullanilarak ayriklagtirilacaktir. (4.9) Hamilton sistemine (2.32) Ek

yontemi uygulanirsa

%(Qn—l-l - Qn> L lA}:l(Pn—H + Pn) + %CI)”'H . (Pn—l—l 4 Pn) — 0
1 1
(VP V) = (AT D@ 4+ 0") — S[(PM) Q)] = 0
i t 12 (4.15)
;<Pn+1 _ Pn) _ ZAgl(Qn—o—l + Qn) r §CI)”+1 . (Qn—i-l 4 Qn) = 0
n+1 n
l(q)nﬂ ") — L -0
T 2

elde edilir. Dikkat edilecek olursa (4.15) semasi tipki (4.12) semas1 gibi lineer kapah
bir yontemdir. (4.15) denklem sisteminde P", @™, V™, ®" biliniyorsa (4.15) semasi-
nin ikinci ve dordiincii denkleminden V! ve ®"*1 elde edilir. Daha sonra V™! ve
®"+1 ) (4.15) semasimin birinci ve iigiincii denkleminde yerine konularak P! ve Q"

hesaplanir. Yapilan bu iglemler matris formda

o= (AT DV (AT DV L (PP (@)
~17 1 ot I = A O
A+ 5 diagdmt! LIy prtl
%_IN —%Agl . %diagq)n-&-l Qn-i—l
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—14" — Ldiagdnt! 17 P
%[ Z_iAgl 4 %diagq)n—i-l Qn
sekilde gosterilebilir. (4.15) Ek-BOVA yontemi de (4.14) ayrik kiitleyi tam olarak

korur.

4.5 Klein Gordon Schrédinger Denklemi Icin Kom-
pakt Boliinmiis Ortalama Vektor Alani Bileske

Y ontemi

Bu béliimde sonlu boyutlu Hamilton sistemi (4.9) igin (4.12) BOVA ve (4.15) Ek yon-
tem kullanilarak (2.34) bilegke yontemi tanimlanacaktir. Bu kapsamda (4.9) Hamilton
sistemi i¢in BOVA-B bilegke yontemi

2 1 1

SV = V) = (A + D@ +97) = S [P+ ()] — 0

2 1 1

;(P*—Pn)—ZAﬁl(Q*+Qn)—§¢*'(Q*+Qn) =0

2 gy VIV _

5 ) . (4.16)

~(QU = Q)+ A (P + P 4 @ (P P =0

2 1 1

;(Vn—H o V*) o Z(‘A}jl + I)(q)n—H + (I)*) o 5[(Pn—H)Q + (Qn-l-l)?} = 0

%(wal o P*) - iAhl(Qn+1 + Q*) o %(I)* . ( n+1 i Q*) = 0
n+1 *

2 (gt _ g VAV _

T 2

seklindedir. 1k dért denklemde Ek-BOVA yontemidir. Ilk dért denklemden P°, Q°,
V0, ®° baglangic kosullar1 yardimiyla P*, Q*, V*, ® bulunur. Elde edilen P*, Q*,
V*, ®* son dort denklem icin baslangic kosulu olarak kullamhr ve P!, Q', V!, &!
bulunur. Iterasyona bu sekilde devam edilerek her n = 0,1,2,--- , M icin P", Q",

Vo @™ ayrik ¢oziimler bulunmus olur.

BOVA (4.12) ve Ek yontem (4.15) hem ayrik Hamiltonu hem de ayrik kiitleyi
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koruduklarindan, BOVA-B bileske yontemi de (4.16) hem Hamiltonu hem de kiitleyi

korur.

4.6 Klein Gordon Schrédinger Denklemi Icin Kom-
pakt Boliinmiis Ortalama Vektor Alani Toplam

Yontemi

Son olarak (4.1) KGS denklemine BOVA-T yo6ntemi (2.35) uygulanirsa

%(Q”*l QM)+ S AT (P P+ i(@”“ +O") - (P PY) = 0
LV V) = (A D)@ @) — [P+ (Q)]
PR @] = 0 (417)
%<Pn+l Py %A,ﬁ(@“ﬂ FQY - @Y (@ QY = 0
;(qw“ — ") — 5(V”+1 +V™) = 0

denklem sistemi elde edilir. Goriilecegi tizere bu denklem sistemi lineer olmayan bir
denklem sistemidir. Bu tez ¢alismasinda lineer olmayan diger tiim sistemlerde oldugu

gibi bu sistemde de Newton-Raphson metodu kullanilmigtir.

4.7 Klein Gordon Schrodinger Denklemi I¢in Kiitle
ve Enerji Koruyan Sonlu Fark Tasarisi

Bu béliimde (4.1)-(4.3) baslangig-sinir deger probleminin sayisal ¢oziimii igin (4.4)

Kiitle M(t) ve (4.5) Enerji E(t) koruyan yeni bir sonlu farklar tasarisi 6nerilecektir.

(4.1) KGS denklemini
1
i + S+ 06 = 0 (4.18)

bt — bua + & — [VP =0 (4.19)
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ele alalim. Bu boliimde kullanilacak sonlu fark tasarilar: igin asagidaki operatorleri
tanimlayalim. w, v kompleks degerli bir fonksiyon olmak iizere
_ Wit1 — Wy

Wj — Wj-1 _ Wit1 — W1

(u), = U= (up), = = (up), = 1
w T — w4 wh N
(wf), = =—— A <ww>=h) wd,
=1
_ Wit — 2w + W _ Wyt — 2W; + W9
(w])xi - h2 ) (w]);i-j - 4h2

01,05 € R ve 0 < 0;,05 < 1 olmak tizere (4.1)-(4.3) baglangi¢-sinir deger probleminin

sayisal ¢Oziimii i¢in

), + W), — S ] + e < o, (4.20)
T_L+1+ n—1
() = (), (1 = 8)57 + (6, — ) )
n+1+2 noy n—1
+92(¢J b; + 95 )—|¢;‘\2:07 (4.21)

4

sonlu fark tasarisini onerilmektedir. Onerilen bu yéntemin ayrik kiitle ve ayrik enerjiyi

koruyup korumadigini aragtirmak icin asagidaki sonuclar ele alinsin:

Lemma: u(z,t) ve v(z,t) komplek degerli iki fonksiyon olmak iizere, agagidaki

esitlikler saglanir [50].

1

w N

ot

) Re(
) Re(
) Re(
4)  Re(uzz,u
) Im(
6) Im(
7)  Im(

Teorem 5. Baglangig-Sinir deger problemi (4.1)-(4.3) igin (4.20)-(4.21) sonlu fark

tasarisy ayrik kitle

M@y") = [lv"1°
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ve ayrik enerji
4 1
E@" 6" = @l = 1@l + 105l
N N
—h > (S )a(@])a + (L= 00)R>_ ¢7 67
j=1 Jj=1
0’ o - (4.22)
S (651 + g1 + Ball 2

N
—QhZ |¢;L’2¢]
j=1

+

olmak ‘zere
M@") =M@= =M, n=01,-,M (4.23)
ve
E(y",¢") = M@y" ", ¢" ) == M@¥’,¢°), n=0,1,,M (4.24)
anlamanda ayrik kitley: ve ayrik enerjiyi korur.

Ispat:Kolaylik ve basitlik olmas1 bakiminda ayrik kiitlelerin ispatlarinda yikarida

verilen Lemma kullanilacaktir.

. n+1 n
Ilk olarak (4.20) denklemi % = @/);LH/ 2

almir. I¢ carpimi aliman esitlikteki ilk terim

ile i¢ carpim yapilip sanal kismim

. N
i@y ;) = 1m {g St =) (0T 9y >} (4.25)
- {g—h > (- »¢?!2>} (4:26)
= o (I = I1P) (.27

elde edilir. Lemma 3 ve 4’ ten yararlanilarak i¢ carpimi alinan esitlikteki ikinci ve
iigiincii terimleri reel oldugu goriilebilir. Bu durumda sanal kisim sifir olur, bir bagka

deyisle sirasiyla
Im < (w;LH/z)m,wml/z >=0, Im< w?H/Q)M’w@H/Q ~—0 (4.28)

J Tz J

bulunur. I¢ carpimi alinan esitlikteki son terim yine reel olup

Im < i T2I 2 it = g (4.29)
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oldugu goriilebilir. Tiim bu terimler toplanirsa,

1 n n
S0 = 131 = 0 (1.30)
yani
l7 0% = e 11?
ayrik kiitle (4.23) korunumu gosterilmis olur.

Enerji korunumunu géstermek icin (4.20) denkleminin (47), ile i¢ carpiminin reel
kismi diisiiniilsiin. Bu durumda i¢ ¢arpimi alinan ifadede birinci terim tam sanal olup

reel kismi

Re < i(0)}), (000}) >= Re {607 []*} =0 (4.31)

bulunur. I¢ carpimi aliman ifadenin ikinci teriminin reel kismi, yine Lemma yardimiyla

1 1 n+l n ntl _ i
Re <¢Z§5,5t?/1?+5) = Re <<¢7 + ) 7% b >

2 T

xT

1
= o Re () e, ) = Re {(6])ar, 07)
+ Re ((4])aa ¥ ) = Re (4 )um, ) |

- i{ — Re (V5 ), (W5 )a) + Re (4] )a, (¥])a)

2T
— Re(()as (6771 )0) + Re ()i (67)2))
1

= o= (=1 ll® + 1)) (4.32)
elde edilir. Benzer gekilde, yine Lemma yardimiyla, ti¢lincii terim
ntg nty 1 n+1y |12 ny (|12
Re (47 o 0052 = o (I +N@Da?)  (43))
esitligi seklinde yazilabilir. I¢ carpimi alinan ifadenin dérdiincii teriminin reel kismin-
dan ise
N n+1 n n+1 n
ntd nt+d n+i (e e N
Re <¢j ¢ 2,0, > — hjzl (%) @, <%

2T

J=1

N
= Re {ﬁ D@ e >¢?+2}
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=

h n+1|2 n|2\ 3
~ 9 (!% |* — W]’ )¢] (4.34)
j=1
esitligi elde edilir. Yukarida bulunan tiim terimler toplandiginda, (4.31), (4.32), (4.33)
ve (4.34) esitliklerinden

2 Y+ ) = e (— )2+ )

32r 627
h ntl
+ g7 20 (WP =15 67 =0
7j=1
veya A .
3 (=@l + 1@W?) — 3 (=Nl + 1l?)
(4.35)

N
ntl
=2k (P = ) ¢yt =0
j=1

sonucuna ulagilir.

Onerilen yeni sonlu fark tasarisinda ikinci denklem (4.21) goz oniine almmadan

once I A
J J ) J J J - n n—1
= 4 T + T a (¢j)t+<¢j )t
Y A S WS [k O ek
I 2 T - -

1 n n—1
- |:(¢j)t — (4 )t:| '

T —gn—1 1
esitligini goz Sniine alnsm. Simdi (4.21) denkleminin ~——— = (¢}), + (¢] ), ile
ic carpim yapilip reel kismina bakilsin. I¢ carpimi alinan ifadede birinci terim

(D])er (@F)e + (677 )e) =

Ir—\\h—‘

(0500 = (6510, (&])e + (@)
— [I@” = 1185 ell?] (4.36)

esitligi saklinde yazilabilir. I¢ carpimi alinan ifadede ikinci terim ise

n ¢?+1 B ¢?_1 _ 1 n n 1 n n—
<(¢ )x:fa f> - ; <(¢] )xfu¢j+1> - ; <(¢] )m‘:agbj 1>

[<<¢ﬂ>x, @) — L (@), (6271 (4.37)



seklinde yazilabilir. I¢ carpimin tanimindan ficiincii terim

n+1 n—1 h N
<<1—91> n B > S@at —erte) (4s8)

J=1

esitligi ile, dordiincii terim ise

¢7}+1 T (ﬁnfl ¢7}+1 _ (bﬂfl
<(91_02)J 5 J \ J . J >

91_02 n+112 n—112
= or (||¢]+ || - H% H )

6, — 6 )
= S [+ NI = g = 16 (4.39)

esitligi ile yazilabilir. Benzer gekilde beginci terim

<92¢§;+1 + 2¢? + (b?fl ¢§L+1 . ¢?1>

4 ’ 72

Ooh~ (67 48] G+ (S48 ¢+
2 2 e 2

b [T+ A 7
V4 p= 2 -,

0> n+1/2 n—1/2
= =2 (e ™20 = 116 2)1) (4.40)

esitligi ile ifade edilir. I¢ carpimi aliman terimde altinci terimin reel kismi ise

e At ST AW (o s B G )
<’¢j’27 f>—;<|¢j!2, 9 - — 9 2 >

2h

(w 2oy ti? — |¢§L|2¢>?‘1/2) (4.41)

seklinde elde edilir. Tim bu e§1t1iklerde reel kisimlar toplanirsa, bir baska deyisle
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(4.36), (4.37), (4.38), (4.39), (4.40) ve (4.41) esitliklerinden

1 n 2 n 1 h - n+1 n—1 n
el ~ 1@ - 23 (@ — ()]
7=1
(1—6)h o
: 2 (507 —0i70))
j=1 (4.42)
0, —
+ (H¢”+1H2 +lg7l” = 711" = llo ~11%)
92 n+% 9 nfg n n+2 n nfé o
+ 2 (IR oy E ) - 2 ;(w 2677 — Juylte; 7 ) =0
bulunur. (4.35) ve (4.42) esitlikleri toplanirsa
—||( 7 el — ||(¢"“) y|2__||(¢”) I+ 5 ||( 7all”
—2h2|w"“|2+2h2|w 26575 + (@Il = 11685 )ll?)
_hz (bn n+1 ¢n 1) (Qb?)x
(4.43)

(-0 hi (ap01t — 6r'e)
j=1

0, — 06
U+ 1650) = (gl + gy 1)
+ 63 (Nl 412 = 10 11?)

N N
n ”+% n n—%
20y [Pl on Y [ Pel =
=1 =1
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veya

N
4 n 1 n n n % n
§||(¢g +1)m||2 - g”(ﬂ’] +1)§r||2 - ZhZ Wg +1|2¢j+ + ||(§Z5] )tH2
j=1

N N
B (E)a(@T e+ (1= 0)R D gl
i=1 =
0, — 0 .
e (e RN CA D A A

(4.44)
4 ov e Lo n—1y (|2
= P — Il + )

al N
N hz(qﬁ?il)ﬂﬁ((b?)x +(1—0))h E qb;lfl(b?
Jj=1 =

01 — 0 n n— n—3 Y n n—j
+ = (IG5 + 657 12) + Gallsy 2 12 — 20 ) 02
j=1
elde edilir.
4 1 al
E" = 2l)ell® = U 17 + 1065 ll® = h D (85 7)a())a
j=1
h al n—1 n 01_92 n |2 n—1(2
+ (L= 0)R>_ 63707 + === (o1 + 1y |1?)
7j=1

N
n—i n n—i
+62||¢j 2H2_2h2|¢j |2¢j ’
j=1

ile tanmimlanirsa, ayrik enerji (4.24) korunumu gosterilmis olur.
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Bolum 5

KLEIN GORDON ZAKHAROV
DENKLEMLERI ICIN ENERJI
KORUYAN SONLU FARK
TASARISI

Baslangi¢-sinir deger problemlerinin sayisal ¢oziimiinde, ayrik enerji ve kiitle koru-
numu gibi yap1 korunumunu saglayan ve bu sayede uzun zamanda kararli sayisal
sonuglar iireten fark semalarimin gelistirilmesine yonelik calismalar literatiirde gide-
rek artan bir ilgi gormektedir. Sayisal yontemlerin denklemin enerji ve kiitle gibi
korunumlarini korumasinin yani sira, sayisal ¢oziimiin varligi, tekligi ve yakinsakligi
da son yillarda tizerinde siklikla durulan bir konudur. Ancak sayisal ¢oziimii yapila-
cak denklemin lineer denklem olup olmayisina ve uygulanacak sayisal yontemin agik
yontem olup olmayisina baglh olarak, bu teorik analizlerin yapilabilmesi her denklem
i¢in miimkiin olmayabilir. Bu bélimde Chen ve ark. [53]| tarafindan Klein Gordon
Zakharov kismi tiirevli denklemin sayisal ¢oziimii igin onerilen ve denklemin ayrik
enerjisini koruyan bir sayisal yontemden bahsedilecektir. Sayisal yotemin yakinsaklik

analizi yine ilgili makaledeki haliyle irdelenecektir.

Klein Gordon Zakharov (KGZ) denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in agagidaki

baglangig-sinir deger problemi ele alinacaktir [53]:

Ut —Up + U+ NUH|UPU =0, —zp <z <R, 0<t<T (5.1)
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Ny = Now = (UP?),, —2r<2<ap0<t<T (5.2)
U|t:0 = Up(z), Ut|t:0 = Uy (z), N|t:0 = No(z), Nt|t:0 = Ni(z) (5.3)
U|I::EL = U|:E:$R - 07 N|:E:$L - N‘:E::DR - O (54)

Burada U(x,t) kompleks degerli N(z,t) ise reel degerli fonksiyonlardir. U(x,t) elekt-
ronlar tarafindan olusturulan elektrik alaninin hizli zaman 6lgegi bilegenini temsil
etmekte, N(z,t) ise iyon yogunlugunun denge durumundan sapmasin ifade etmekte-

dir.

Baslangig-sinir deger problemi (5.1)-(5.4)

TR 1 1 1
E(t):/ [|Ut|2+|Uz12+|U\2+N|U\2+§|V|2+§|N|2+§|U|4 dz  (5.5)

xr
enerji olarak adlandirilan
B(t) = Elto) (5.6)

enerji korunumuna sahiptir. Burada

V = _fza f:c:c :Nt (57)

ile tanilanmigtir.
5.1 Ayrik Enerjinin Korunumu
Uzay ve zaman adim uzunluklar sirasiyla h = Ax ve 7 = At olmak tizere, (5.1)-(5.4)

baglangi¢-sinir deger probleminin sayisal ¢oziimiinii daha basit bir sekilde ifade etmek

icin

T 5.8

N I 9
(wj)x - h ) (wj)j - h ’
wﬂ+1 —w? w™ w? 1
(w;)t: ’ T ]’ (w?)t: ’ T ’ )

notasyonlar1 tanimlansin. Kompleks i¢ carpim, p—normu ve sonsuz norm ise sirasiyla

J J
<w™u" >= th}Lﬂ;‘, [w"|[7 = hz |w?
=0

J=0

"t = sup fwl|. (5.9)
0<5<J
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olarak tanimlansimlar. Ilerleyen boliimlerde basitlik olmasi bakimindan ||w"|, normu

indisi ihmal edilerek ||w"|| ile gosterilecektir.

Lemma 1. w; ve v; j = 0,1,...,J olmak {izere iki ayrik fonksiyon olsunlar. Bu
durumda
J—1 J—1
WY wy(v)),, = —hY (w)), (v), — wo (v0), + wy (vs), (5.10)
i=1 J=1

esitlikleri saglanir.

(5.1)-(5.4) basglangig-siir deger probleminin sayisal ¢éziimii i¢in Chen ve ark.|53]

tarafindan
n h2 n 1 n+1 n—1 1 n+1 n—1
1 n— 1 n n— n n— '
+§Nf(U;’l+1 + Uj 1) + Z(|Uj +1|2 + |Uj 1|2)(Uj Tt Uj 1) =0
n h2 n 1 n+1 =1l n|2
(Nj )tt_+ E(Nj )x:?:tf_i(Nj +Nj )m’cz (|Uj| )zfc (5'12)
U = Uy(z;), NO= Ny(z;),
J 0( J) J 0( ]) (5'13)
Ur=U"=0, N})=N}'=0
Ul — U =27Ui(x;), Nj—N;'=27Ny(x;) (5.14)

sonlu fark tasarisi 6nerilmistir. Burada Uy|i—g = U;(z) ve Ni|1—o = N1(z) baslangig
kosullar1 zamana gore ikinci mertebeden sonlu fark tasar ile ayriklagtirilmigtir. (5.7)

esitligindeki tiirevlerin
seklinde ayriklagtirildigini kabul edelim.

Teorem 6. Ayrik enerji

n n h? n 1 n n
E" = U7 1” = P + 5 (10217 + 10711P)

J—1
1 n n 1 n|rm n n
R CRERE D I e UV B
Jj=1 .
1 n+1|4 n||4 1 n||2 h2 n|(|2
2 (I Um0 + S = S I
1 n n
+ 7 (NP + IN)P)



olmak tzere (5.11)-(5.14) fark semasi asagidaki korunum ézelligine sahiptir:

E"=FE"!'= ... = E°= sabit (5.17)

Ispat: (5.11) denkleminin U"t" — U™ ile i¢ carpim almip, ardindan reel kismi ah-

nirsa, Lemma ve homojen sinir kogullar1 yardimiyla

n n— h’2 n n— 1 n n—
IO = 1087 = 75 (Ul = N0 ) + 5 (IO 1P = 0 )
J—-1
- 1 n n n—
(WO H2 = U H12) + Sh Y NG (072 = (O 2) (5.18)

j=1

1
2
1

+ 2 (U™ 5 = U™ Hiz) =0

4
elde edilir. Daha sonra (5.12) ile %( ™+ f71) i¢ carpim yapilip (5.15) esitliginden

yararlanilirsa

1 n n— h2 n n— 1 n n—
5 (F2I° = 1F27H°) = 5 (VPP = Ve ) =+ IV = ()

| I (5.19)
+5h 2 (N - Ny =0
j=1

bulunur. (5.18) ve (5.19) denklemleri toplanirsa (5.17) enerji korunumu elde edilir.

5.2 Sonlu Fark Tasari icin Baz1 On Kestirimler

Bu béliimde (5.11)-(5.15) sonlu fark tasari i¢in baz1 6n tahminler verilecektir.

Lemma 3(Gronwall Esitsizligi): B,, (¢ = 1,2,..., N) negatif olmayan sabitler
olmak tizere {w(n),p(n), n=1,2,..., N, N7 = T} geklindeki negatif olmayan ayrik

fonksiyonlarinin

w(n) < p(n)+7Y_ Buw(l) (5.20)

w(n) < p(n)exp (TﬁZBg) (5.21)

esitsizligi saglanir.
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Teorem 7. Uy(x) € H', Uy(z) € L?, No(z) € H', Ny(x) € L? olmak iizere
U< G, lUZll <O Ut <O Ul <C

(5.22)
1< IN"[<C |U"a<sC

kestirimler gegerlidir [53].

5.3 Sonlu Fark Tasarisinin Yakinsakligi

Bu béliimde (5.11)—(5.14) sonlu fark tasarisimin yakinsakligi Chen ve arkadaglarinin
[53] ele aldig1 sekliyle irdelenecektir. Yerel kesme hatalar:

h2
12

(U, t") + Uy, t" 1)) + %N(f’%tn) (U, t") + Uy, t" 7)) (5:23)

([0Geg ) o (UG D) ¢ (UG t™*) + Ul 7).

rj = (U(5,1")a + 5 (U(25,8"))azit — % (U(zy, ") + Uy, t"7Y)

Txr

of = (N(zj,t"))i + %(N(% t")) ezt — % (N (z,t") + Ny, ")
— (105t -

ile gosterilsinler. U(z, t) ve N(z,t) yeteri kadar tiirevlenebilir fonksiyonlar olmak tizere

™ (5.24)

yerel kesem hatalar:
3|+ [0} = O(7* + h?) (5.25)
esitligini sagladigi gosterilebilir. Bir bagka deyigle (5.11)—(5.14) sonlu fark tasarisi

uzay ve zaman degiskenine gore ikinci basamaktan sayisal yontemdir.

(5.1)-(5.4) baslangic-simir  deger probleminin (z;,¢,) noktasindaki ¢oziimii
U(xj,ty), N(xj,t,) ile (5.11)—(5.14) sonlu fark tasarisinin (z;,t¢,) noktasindaki
¢oziimii ise UT', N} ile gosterilsin. e} ve 77 (r;,t,) noktasindaki hata terimlerini

gostermek iizere

Lo N o (5.26)
F(F]+1_2E7 +E771):;(77] _77])7 ]:1727 7J_17
Fy =F7 =
tanimlansin.
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Teorem 8. (5.11)-(5.14) sonlu fark tasarsimn ¢ézimi (5.1)-(5.4) baslangi¢-sinar

deger probleminin ¢ozimiine O(h? + 7%) metrebeden yakinsar [55].

Ispat :(5.11) esitliginden (5.23) gikarihirsa

" h2 n 1 n+1 n—1
rj =€)+ 15 (€ ezt — (€] + € )aa
1
+5 (et e
% (5.27)
ROl ¢ U )
1 n( n n—
+ NPT ) + L,
veya
n h2 1 n n— 1 n n
(e) _|_12( ) wwtt — §(ej+1+ej 1)xi+§(ej+l+€j 1)
1 X (5.28)
n n n+1 n—1 n(entl Al
=1} —on (U@, t™) + Uz, ")) — V(T + e = L

elde edilir. Her iki egitlikte de L,
1 N n— . n—
Ly = 7 (U, 7P + Uy, " D) x (Ul 1) + Uley, 7))
1 _
= 7 (TP + U7 2) (U7 + U7 )
(10 G ™)+ U (g, ") (e + e
1 nd1y 2 Cn—1\|2 _ pm+ly2 _ |prn—12
1 [0 D) U Gy, ) = U = O (5.29)

n+1 n—1
AU+ U

1 n n— n n—

= 1 (UG, P + Uy, 7 F) (7 + 657
1 _

+7 [U(:z;j, t"hentt ¢ ettt

e O U, e (U U,

esitligi ile tamimlanmgtir. (5.28) denkleminin (e — e 1) ile i¢ garpimu yapihip reel

kismi alinirsa

||et 2= fenyz = 1 e 2)
12 €

+§ (e = llem 1) < CT(II?”"HQ + " [* + [N (e + e D)

lezall® = llez H11%) + (|| et * =

(5.30)
e I+ llef =1 + [le™ 1 + ||6’H||2)-

26



elde edilir. Ayrik Sobolev esitsizligi [53] ve 6n kestirimler (5.22) yardimiyla

IN" (e + e DI < CINT| - [le™™ + el
< Cllex™ +ex [+ Clle™ + e (5.31)
< Ol I+ ez I+ e Ml + lle™ ).

elde edilir. Son iki egitsizlikten

2 112 h? 2 172
€2 = et~ 12 = = (el = ez 1)
1 1
4= 6;+1 2 6;7'_1 2 4z en—l—l 2 en—l 2
3 (P = e ) + 5 (e P = )

< (Il + 12 + et )12

e e A eI+ llerll® + ||6?‘1||2>-

sonucuna ulagilabilir. Benzer gekilde (5.24) denkleminden (5.12) denklemi gikarildi-
ginda
h2

n 1 n n— n n n
E(T]J )zitf_ _(T]j+1 +77] 1)3552 =0, + (IU(ZE],t )’2 — |U] ’2) . (533)

(0} ez + 5 vz

elde edilir. (5.33) denkleminin $ (F™ + F"~!) ile i¢ carpim yapilirsa

1 h? 1
o Fn2_ Fn—12 e n(2 _ n—1112) _ — n+1(2 n—1(2
o (IE2I = IE22) + g (2 = 1) = 2= (02 = =)
= (34 ) (0 = U P 557 4 )
(5.34)
esitligi bulunur.
n n 1 n n— mn n— n n
(0G0 = 107y P+ 7)) <. (UERIP L2 P 4 2l + )
=
(0", 3(F" + F"71) = QhZU?(Ff + E) < C(llo"F + NEZP + IE ) -
j=1
esitsizligi ve (5.34) denkleminden yaralamlarak
[P el Ve s (1% =l =11 + . (™M1 =l 11%)

< Cr (o IP + IEZIP + 1E P + Nlezll” + lle])?)
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elde edilir. (5.32) ile (5.35) denklemleri toplanirsa

n n— h2 n n— 1 n n—
et 1* = ey =HI* = =5 (lezell* = llezi " 1%) + 5 ez ™17 = ez 1%) +
12 2
1 N . h? _
5 (e % = ™) + IHER N = IEE P = 75 (P = 1)
Lon n— n n 2 (5.36
3 (IR = ) < O (2 + a2+ o (539
e 7+ ezl + ez 17
HeHE A+ llem|® + flem ) +WﬂV+H#4W+WWﬂV+HETWﬁ-
sonucuna ulagilir.
B" = n2_h_2 n |12 1 n+1|12 ni|2 1 n+1(2 ni2
le? llezell* + 5 (e 1% + llezll®) + 5 (le™ 1" + fle™|?)
12 2 2
*—HFWH2—-EEHU"H2*-1(Hn”*”ﬁ-*Hn”Hﬂ
v 127" 2
olsun.
n 2 n|2 ]' n+1112 n|2 1 n+1(12 nl|2 2 n|l2
B" 2 Zllef* + 5 (lleg 17 + llezll?) + 5 (le™ 117 + lle™|1”) + Z 17

1 n n
+5 (™ + " 1)

oldugu gosterilebilir. Sayisal yontemin yerel kesem hatast O(h? + 72) oldugundan
(5.36) esitsizliginden

B" - B"!'<(Cr (HT”H2 + HU”HZ) +C1 (B" + B"fl)
(5.38)
<Cr(W*+7)*+Cr (B"+B" ).

elde edilir. (5.38) denkleminin n iizerine toplami alinir ve Gronwal egitsizligi uygula-
nirsa
BY < (B + C(h* 4+ 7°)*) exp(CNT) < C (B + (* + 7%)°).. (5.39)
elde edilir. Boylece (5.37) denkleminden
20 N2 LN N2 Lo N2 N2 20 o2
e 117+ 5 (e 1%+ llea %) + 5 (eI + 1e™]%) + Z[1E7
+5 (I + ™) < (B + (W* +77)7)

bulunur. Yaklagimlar ikinci mertebe dogruluga sahip oldugunundan B® = O(h?+72)?

yazilabilir. Sonug olarak (5.40) esitsizliginden

le2 [ < O(R* +7%),  [le™]| < O(h* +77), (5.41)
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lell < O(*+7%),  [In"|| < O(R* +72). (5.42)

kestirimleri bulunur. Sonug olarak ayrik Sobolev esitsizliginden
1eNlso < O(R? + 72). (5.43)

elde edilir.
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Bolum 6

SAYISAL SONUCLAR

Bu boliimde beg tane enerji koruyan kompakt yontem, (4.11) OVA yontemi, (4.12)
BOVA yontemi, (4.15) Ek-BOVA yontemi, (4.16) BOVA-B bilegke yontemi, (4.17)
BOVA-T toplam yontemi ile ilgili sayisal sonuclar verilecektir. Ayrik enerji ve kiitle

korunumlarindaki hatalar
RH":|(H"—HO)/H0], RM":|(M”—M0)/MO| (6.1)

bagil hatalar ile dlglilecektir. Burada swrasiyla H™ = H(Q™, V", P", ®") (4.10) ayrik
Hamiltonu, M"™ = M(Q", P") ise (4.13) ayrik kiitleyi temsil etmektedir. H° ve M,
t = 0 anindaki baslangi¢ degerleri H™ ve M" ise t = t, anindaki ayrik degerleri

gostermektedir. KGS denkleminin sayisal ¢oziimleri i¢in hata

€oo(Y(tn)) = [V (tn) = " [loos  €oo(d(tn)) = l[(tn) = ¢"|cc- (6.2)

ile olgiilecektir. KGS denklemi igin (4.1)-(4.3) baglangig-sinir deger problemini

. 24t
P(x,t) = 4j%sech2 s (T — ct — o) ) exp (z(caz + ]‘2(1_}) t)) , 63)
oz, t) = 4(1302)860h2 N%(x —ct — xp)

soliton ¢oztime sahiptir. Burada |¢| < 1 dalganin yayilma hizidir ve zy baglangig fazim
temsil eder. Soliton dalga profillerine ait tiim sayisal simiilasyonlarda, diger sonlu fark
tasarilar ile elde edilen dalga profilleri benzer oldugundan, sadece kompakt BOVA

semasi (4.12) ile elde edilen sonuglar gosterilecektir.
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order

€xo (V)

order

T €oo (@)

OVA

BOVA

BOVA-B

BOVA-T

1/10  3.531310e-03
1/11  2.931657-03
1/12  2.473494e-03
1/13  2.115706¢-03
1/10 3.2119356-02
111 2.901042¢-02
1/12  2.644590e-02
1/13  2.429518¢-02
1/10 8.210417e-04
1/11  6.851074e-04
1/12  5.817526e-04
1/13  5.013390¢-04
1/10 1.935742¢-03
1/11  1.609453¢-03
1/12  1.360462¢-03
1/13  1.166192e-03

5.774787e-03
4.775481e-03
4.013723e-03
3.419997e-03
7.599502e-02
6.949625e-02
6.401309e-02
9.932615e-02
8.430187e-04
6.760921e-04
5.524118e-04
4.589771e-04
4.084042¢-03
3.376916e-03
2.837704e-03
2.417390e-03

1.9526
1.9530
1.9520

1.9936
1.9972
1.9999
1.0213
1.0157
1.0132

0.8878
0.8905
0.8933
1.8906
1.8912
1.8898

2.1478
2.1526
2.1462
1.8912
1.8905
1.8898

1.9011
1.9002
1.8994

Tablo 6.1: Sabit h = 0.125 i¢in 7" = 1 anindaki hatalar ve sayisal yontemleri zamansal

basamaklar.

6.1 Tek Soliton

Ik olarak bir solitonun yayilimi incelenecektir. Baglangic kosullar

(bt(xﬂ 0)

43%56(3}12 2\/11_7(33 — x9) ) exp(icz),
4(1302)860}12 ﬁ(m — l’o) , (64)

4(1_3:;)3/2 sech’ (2\/%(1' — SL’Q)) tanh (ﬁ(m — Q;O)>

t = 0 i¢in tam ¢oztim (6.3)’den alinmigtir. Burada ¢ = —0.8 alinacaktir. Tablo 6.1,

—50 < x < 50 araliginda h = 0.125 ve T" = 1 i¢in sayisal yontemler ile tam ¢6-

ziim arasindaki hatalar1 vermektedir. Tablodan goriilebilecegi gibi, BOVA yontemi

zamansal olarak birinci mertebeden, diger tiim sayisal yontemler ise zamansal olarak

ikinci mertebedendir. Yontemlerin kararliligl, uzaysal adim boyutu h ve zamansal

adim buyutu 7 kullanarak farkli » = 7/h oranlarinda test edilmigtir. BOVA yo6n-
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h=0.2 T=h T="h/2 T="h/4

OVA 3.574313e-02  9.858316e-03  3.126925e-03
BOVA 7.230295e-02  2.461892¢-02  9.577223e-03
BOVA-B 5.475593e-03 2.041844e-03 1.971309e-03
BOVA-T 2.245555e-02  6.39937e-03  2.291053e-03
h=0.1 T=nh T=h/2 T="h/4

OVA 8.945973¢-03 2.302452¢-03 6.158300¢-04
BOVA  2.379871e-02 8.756432¢-03 3.623246¢-03
BOVA-B  1.201833¢-03 3.418482¢-04 1.273630e-04
BOVA-T 5.677344¢-03 1.464343¢-03 4.088853¢c-04

Tablo 6.2: ¢(x,t) igin kararhlik testi: 7' = 3 aninda farkli » = 7/h oranlarda e..(¢)

hatalari.

teminin ayrik kiitleyi korumasi, yontemin W(z,t) degigkeninin hesaplamasina gore
kosulsuz kararli oldugu anlamina gelir. Bu nedenle KGS denkleminde diger bilegen
olan ¢(x,t) i¢in kararlilik testine odaklanilacaktir. Tablo 6.2, farkh r = 7/h oran-
lart e (¢) hatalarim gostermektedir. Tablodan goriilecegi uzaysal adim boyutu h
ve zamansal adim boyutu 7 kiiciildiikce hatalar kii¢lilmekte ve sayisal bir patlama
ve kararsizlik gozlemlenmemektedir. Tablo 6.1 ve Tablo 6.2 ile sayisal yontemlerin
dogrulugunu gosterdikten sonra, soliton dalganin uzum zaman diliminde ilerleyigine
bakilabilir. Sekil 6.1, —32 < z < 32 araliginda baglangicta uzaysal konumu zy = 0
olan bir solitonun 0 < ¢ < 40 zaman araligindaki ilerleyigini gostermektedir. Sekil-
den de goriilecegi gibi dalganin boyutunda herhangi bir artma ya da soniimlenme
goriilmemekte ve dalganin ilerleyisi boyunca kiigiikte olsa salinimlar gézlenmemekte-
dir. Sekil 6.2, (6.1) bagil enerji RH™ ve bagil kiitle RM™ hatalarim gostermektedir.
Sekilden korunan biiyiikliiklerin (4.10) ve (4.13) tiim gsemalar tarafindan korundugu
goriilmektedir. Ayrica, tiim kompakt BOVA yontemlerinin kiitle korunumu agisindan

kompakt OVA yontemine gore daha {istiin oldugu gozlenmektedir.
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Sekil 6.1: 7 = 0.01, h = 0.2 i¢in kompakt BOVA yontemi (4.12) ile elde edilen tek

soliton profilleri.

______

Sekil 6.2: Dort enerji koruyan yontemin, tek solitonun evrimi i¢in bagil enerji hatasi

ve bagil kiitle hatast 7 = 0.01, h = 0.2.

OVA BOVA  BOVA-T BOVA-B

T=2 35.9648 2.6311 19.2738 3.6248
T=4 61.0073 3.9045 35.9958 7.3234
T=6 98.3374 5.2441 54.1268  11.7569
T=8 121.697552  6.7319 71.9398  16.0587
T=10 163.915267 15.014625 89.2549  19.7762

Tablo 6.3: 7 = 0.1 zaman adim biiyiikliigii ile elde edilen CPU siireleri.

Farkli zaman adimlar: i¢in yontemleri hesaplama siireleri (CPU) Tablo 6.3’de gos-
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terilmistir. OVA ve BOVA-T yontemleri lineer kapali yontemler oldugundan, BOVA
yontemi ile BOVA-B yonteminin hesaplama siirelerinin kargilagtirilmas: daha adil ola-
caktir. Ote yandan, OVA ve BOVA-T yontemleri kapali yontemler oldugundan, bu
iki yontemin kendi aralarinda karsilastirilmasi daha uygundur. Tabloya gore, lineer
olmayan yontemleri CPU siireleri beklendigi gibi lineer kapali semalardan daha yiik-
sektir. Ayrica, BOVA-B yontemi her zaman adiminda hem BOVA hem de onun ek
semasini ¢agirmasina ragmen, BOVA-B yonteminin CPU siiresi, BOVA y6nteminin
stiresinin iki katindan olduke¢a kiigiiktiir. Bu sonug [56] makalesindeki sonuglarla da

uyumludur.

6.2 Iki Solitonun Carpismasi

Bu boliimde agagidaki baglangi¢ kogullar1 kullanilarak iki ¢arpigan solitonun dinamigi

incelenecektir.
P(x,0) = Z ( \/—SGCh2 (ﬁ(x - xl)> exp(icw)) ,
. Y 4Ax 9
" g 2 (e (=) 69
361‘ 2 1
&(2,0) = Z T et m(m—mi)

i (et )

Iki solitonun etkilesimi [0,40] zaman araliginda Sekil 6.3’de gosterilmistir. Sekilden
goriildiigii tlizere, tekil dalgalar genliklerinin degigmesiyle birlikte baglangictaki yon-
lerinde ilerlemektedir ve etkilesim inelastiktir. Ilgili enerji ve kiitle korunumu Se-
kil 6.4’de gosterilmigtir. Sekilden, kompakt OVA yo6ntemi ve kompakt BOVA-T yon-
teminin enerji korunumu hatasinda etkilesimin gergeklestigi ¢ ~ 25 aninda hizli bir
artig oldugu goriilmektedir. Ayrica, kompakt BOVA yontemlerinin kiitleyi tam ola-
rak korudugu ve bunun Teorem 4’ii dogruladigi goriilmektedir. Ote yandan, kiitle
korunumu hatasi kompakt OVA yonteminin kiitleyi tam olarak korumadigini goster-

mektedir. Bu sonuglar [56]'deki sonuglarla da tutarhdir.

Tablo 6.4, iki solitonun ¢arpigmasi durumunda kompakt yontemlerin CPU siirelerini

gostermektedir. Goriilebilecegi tlizere gerek tek solitonun ilerlemesi gerekse soliton-
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Sekil 6.3: Dort enerji koruyan yontem kullanilarak elde edilen iki solitonun profilleri,

7=0.01, h=0.2

T T
LN A A==

= —o—PAVER
! —o—PAVF-C
- = AF

ren

t t

Sekil 6.4: ki solitonun evrimi icin dért enerji koruyan yontemin bagil enerji hatas: ve
bagil kiitle hatas1 7 = 0.01, h = 0.2.

lar1 garpigma senaryolar1 zamansal olarak ¢ € [0,40] arahginda gergeklegtiginden,
carpigsma senaryosunda yontemlerin CPU siireleri, Tablo 6.3’deki CPU siiresi ile ne-

redeyse aynidir.
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OVA BOVA BOVA-T BOVA-B

T=2 35.9422 24491  18.2326 4.0851
T=4 72.5606 4.0973  34.6110 7.6351
T=6 105.0767  6.1507  51.9199  11.3036
T=8 135.2441 8.9579  71.6805  14.6767
T=10 166.637534 11.0029 88.8790  20.3929

Tablo 6.4: Iki solitonun ¢arpismasinda CPU siireleri, 7 = 0.1.
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Bolum 7

SONUC

Bu tez galigmasinda, Klein Gordon Schrédinger (KGS) denkleminin sayisal ¢oziimii
i¢gin baz1 yeni yapi koruyucu kompakt sonlu fark yontemleri 6nerilmigtir. KGS denk-
lemi uzayda dordiincii mertebeden kompakt bir sema kullanilarak ayriklagtirilmis ve
sonlu boyutlu bir Hamilton sistem elde edilmistir. Daha sonra, yari-ayrik sistem za-
man iginde enerji koruyan Ortalama Vektor Alan1 (OVA) yontemi ve enerji koruyan
Boliinmiig Ortalama Vektor Alam (BOVA) yontemleri ile ayriklagtirilmigtir. Ayrica,
BOVA yo6ntemi ile iligkili Ek yontem (Ek-BOVA), BOVA bilesim (BOVA-B) yontemi
ve BOVA Toplam (BOVA-T) yontemleri de tanitilmigtir. Kompakt BOVA yo6ntemi-
nin yalnizca KGS denkleminin enerjisini korumakla kalmadigl, ayni zamanda ayrik
kiitleyi de tam olarak korudugu gosterilmistir. Sayisal sonuglarla uzun zamanda yon-

temlerin dogrulugu ve etkinligi ortaya konulmusgtur.
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