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ONSOZ

Bu calismanin hazirlanmasinin basindan sonuna kadar,bir ¢cok kisi tarafindan
desteklendim ve yol gosterildim. biitiin bu kisilere siikkranlarimi sunuyorum.

oncelikle en derin ve en icten siikranlarimi her asamasinda emegi olan, bana
yol gosteren, rehberlik eden danismanim Dr. Ogr Uyesi Canan AKKOYUNLU’a su-
nuyorum. Onun destegi ve onerileri bu tezin tamamlanmasinda

Bir liyesi olmaktan &viindiisiim istanbul Kiiltiir Universitesi’nde iizerimde emegi
olan herkese 0zellikle Matematik-Bilgisayar Boliimii hocalarima ve arkadaslarima degerli
yardimlar, katkilar ve destekleri i¢in ¢ok tesekkiir ediyorum.

Son olarak, calismanin her asamasinda bitmez tilkkenmez destek ve fedakarliklar
icin aileme, tiim sevdiklerime ne kadar tesekkiir etsem azdir. Sizlere en derin sevgi ve
stikranlarim sunuyorum. iyi ki varsiniz...



OZET

LINEER DENKLEM SISTEMLERININ SONLU FARK METODU VE
NON-POLYNOMIAL KUBIK SPLINE METODU YARDIMIYLA NUMERIK
COZUMLERININ ELDE EDILMESI

Marwan SWAID
Yiiksek lisans Tezi, Matematik ve Bilgisayar Bilimleri Anabilim Dah
Damsman: Dr. Ogr Uyesi CANAN AKKOYUNLU
SUBAT 2021, 37 sayfa

Calismada lineer denklem sistemlerinin niimerik ¢oziimii ele alnimistir. Bu li-

neer denklemlerin niimerik olarak ¢6ziimiinde Kiibik spline ve Sonlu fark metodlar
uygulanmustir.
Bu yontemlerin uygulanabilmesi i¢in 6zellikle kiibik spline metodda A/; momentlerini
elde etmek icin Taylor acilimi gelistirilmistir. Sonug¢ olarak da 6nemli niimerik so-
nuglar elde edilmistir.problemine sonlu fark ve kiibik spline metodlar1 uygulandiktan
sonra metodun test edilmesi i¢in niimerik dagilim analizi yapilmistir ve olumlu sonug
alinmagtir. Coziilen tiim problemlerde elde edilen niimerik sonuglarin analitik ¢oziim-
lerine yakinsadig1 goriilmiistiir. Bu metodlarin bu tiir problemler iizerinde uygulanabi-
lirligi ispatlanmastr.

JURI: Dr. 6r Uyesi CANAN AKKOYUNLU
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ABSTRACT

Numerical Solutions of Linear Equation Systems with the Help of Finite
Difference Method and Non-Polynomial Cubic Spline Method

Marwan SWAID
MSc. Thesis in Department of Mathematics and Computer Science.
Supervisor: Dr. Ogr Uyesi CANAN AKKOYUNLU
FEBREUARY 2021, 37 pages

In this thesis, numerical solutions of linear differential equation are considered.
FDM and Cubic spline methods are applied for the equations above. Taylor expansion
is used to obtain M; moments in cubic spline method. In order to test accuracy of the
cubic spline and fdm methods applied, numerical dispersion analysis is applied and
useful results are obtained. It is concluded that in all the problems numerical results
converge to the exact solutions. It yields results compatible with the exact solutions
and consistent with other existing numerical methods. Use of cubic spline and fdm
method have shown that they are applicable methods for this type of equations.
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akademik kurallar ve etik degerlere uygun olarak bulundugunu belirtir, bu tez ¢aligmasinda
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GIRIS M. Swaid

1. GIRIS

Giiniimiizde spline fonksiyonlar1 interpolasyon, veri uydurma ve adi ve kismi
diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimii gibi bir¢ok alanda kullanilmaktadir. Spline
fonksiyonlar: pratik problemlerde asagidaki faydali 6zelliklere sahiptir:

a) Kolay ve esnek,

b) Bilgisayarda kaydedilmesi ve isletilmesi kolay,

c¢) Tiirevleri ve integralleri ile degerlendirilmesi kolay,
d) Daha yiiksek boyutlara genellemesi kolay.

Adi ve kismi diferansiyel denklemlerin diizgiin yaklasik ¢oziimleri icin sp-
line fonksiyonlarini kullanan en eski makalelerden bazilar1 [1-8]’dir. Bu makaleler,
cesitli derecelerde spline fonksiyonlar1 kullanarak ikinci, li¢iincii ve dordiincii derece-
den dogrusal sinir deger problemleri (BVP) ¢6ziimiiniin yaklasik yontemlerini , eliptik
ve parabolik denklemlerin ¢6ziimiinii gosterir. Spline fonksiyonlarinin hizli bir sekilde
gelismesi, baslica olarak uygulamalardaki yiiksek kullanilabilirliginden kaynaklan-
maktadir. Spline fonksiyonlarinin siniflari, iistiin yaklagim giiclerinin yani sira bircok
1yi yapisal 6zellige sahiptir. Splinelar uygulamali matematikte ve miihendislikte gesitli
problemlerin sayisal ¢oziimiinde, farkli uygulamalarda yer almaktadir. Veri uydurma,
fonksiyon yaklastirma, integro-diferansiyel denklemler, optimal kontrol problemleri,
bilgisayar destekli geometrik tasarim (CAGD), vb. bu uygulamalarin bazilaridir. Spline
fonksiyonlarina dayali programlar da bilgisayar uygulamalarin cogunda yer bulmustur.
Bu da binlerce arastirmanin konusu olmustur ve aktif bir arastirma alani olarak devam
etmektedir. Son zamanlarda polinom olmayan spline yontemleri adi ve kismi dife-
ransiyel denklemlerin ¢oziimiinde etkili bir ara¢ haline gelmistir. Bircok arastirmada,
dogrusal ve dogrusal olmayan sinir deger problemlerinin sayisal ¢éziimii icin ikinci,
ticlincii, dordiincii, besinci, altinci, yedinci ve daha yiiksek dereceden polinom olma-
yan splinenin kullanildig1 bir¢ok teknik ele alimmistir Kiibik, besinci ve altinci dere-
ceden polinom ve polinom olmayan spline kullanarak adi ve kismi diferansiyel denk-
lemlerin ¢oziimii icin son spline fonksiyonlarin kullanimi tizerinde bir anket [9-14]de
verilmistir.[15-19] Ikinci ve dordiincii dereceden ve kesirli sinir deger problemlerinin
cOziimiinde farkli derecelerden polinom ve polinom olmayan spline kullanilmistir.

1.1. Lineer Denklem Sistemi

a1x2+a2x2+-~~+a1xn:0
seklindeki denkleme, dogrusal (lineer) denklem denir.
ai,as,...,a, reel sayilarina denklemin katsayilari,
x1,T,...,2T, degiskenlerine denklemin bilinmeyenleri denir.
a1121 + a12T2 + + -+ + ATy = 0
A21X1 + Q22T + + -+ + AopTy = 0

a1 %1 + a2 + -+ + AT = 0
seklindeki n bilinmeyenli n tane denklemden olusan sisteme dogrusal (lineer) denklem

1
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sistemi denir. Bu sistem asagidaki formda gosterebilir:

ailz a2 aiz Q14 - Aip X1 by
a21 QA22 Q23 Q24 *-° d2pn X2 )
@31 Q32 Q33 AaA3qa - A3p N b3
_anl Ap2 Ap3 QApg4 - Qpp i _xn_ _bn_

veya AX = B seklinde yazilabilir
ve ¢oziimii bulmak igin |A| # 0; X = A~!'B formu kullanilir

1.2. Lineer Diferansiyel Denklem Sistemi

Tek bir serbest de8iskenin birden ¢ok fonksiyonunu birlikte ele alalim. Bu
degisken ve buna baglh degisken ve onun belirli bir mertebeye kadar tiirevleri arasinda
kurulmus bu bagintilar n tane olsun. Bu bagintilar toplulugunu Adi Diferansiyel Denk-
lem Sistemi denir. Ancak diferansiyel denklemlerde oldugu gibi, pratikte bu Dife-
ransiyel Denklem Sistemi olarak anilir. Denklem sistemindeki bagintilar birlikte ele
alinacagi i¢in bu tiir sistemlere Simultane Diferansiyel Denklem Sistemi de denilmek-
tedir. Sonug olarak, Diferansiyel Denklem Sistemi denilince bu kavramlar bir biitiin
halinde boyle anlasilacaktir. t serbest degiskeninin n tane farkli fonksiyonu z; =
x1(t), zy = wo(t),,x, = x,(t) dir. Serbest degisken, bu fonksiyonlar ve bunlarin
belirli bir mertebeye kadar tiirevlerini iceren n tane baginti asagidaki gibi olsun :

/ " / 1
filt,zy, 2y, 2y, ooy @y, ) = 0

! " / 4
fo(t,xy, 2, 27, ... Ty, Ty ) =0

/ " / /i
fult,zy, 2,2, o, 2y, ) = 0

(1.1)

Bu sistemde fonksiyonlar ve biitiin tiirevleri 1.dereceden oldugu icin ayrica bu tiir sis-
temlere Lineer Diferansiyel Denklem Sistemi ya da sadece Lineer Sistem denir[20].

1.3. Lineer Diferansiyel Operator

Ikinici mertebeden lineer diferansiyel operator

d? d
o L= ao(x)@ + al(x)@ + as(x)
biciminde tanimlaniyor.

o, € C*(I) vecy,cp€C
olmak tizere

L(ci¢p + ca¥) = c1 Lo + oL
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esitligi saglanir. Yani L operatorii lineerdir[6].
1.4. Siiperpozisyon ilkesi

Temel bir 6zellik olarak homojen lineer diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin
lineer birlesimi de bir ¢oziim belirtir. Eger ¢ ve ¢ fonksiyonlar1 icin Lp = 0, L) =0,
saglaniyorsa , herhangi c; ve ¢, sabitleri i¢in

L(c1¢ + cov) = c1 L + caLp=0
esitligi elde edilir. Bu esitlik siiperpozisyon ilkesi olarak bilinir.

Not:

Eger her x noktasinda ay # 0 ise agy” + a1y’ + asy = f bu denkleminin her
iki tarafimi sifirdan farkli aq’a bolerek,

a a
Yy 2y = I , denklemini elde ediriz. Burada
Qo Qo Qo
a a
q¢=—,r=—,g= - olarak aliirsa
Qo Qo Qo

y' +aq(z)y +r(z)y = g(x)
esitligi elde edilir[21].

1.5. Baslangic Deger Problemi

ao(2)y" + ar(z)y' + ax(2)y = f(z) (1.2)
ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemi verilsin.

Eger q,r ve g fonksiyonlar1 I araliginda siirekli , z( , I araliginda keyfi bir nokta
ise

y' 4+ q(x)y +r(z)y = g(x) (1.3)

denkleminin her v, ) sayilar1 ve her xy € I noktasi i¢in

@(xo) =, ¢ (x0) =1 (1.4)

sartlarini saglayan ¢oziimii vardir ve tekdir.
(1.4) sartlarina baglangi¢ kosullar1 ve (1.2)-(1.3) sistemine ise baslangic deger prob-
lemi denirfAL-GWAIZ , 2008].
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1.6. Yiiksek Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler

Tanim

an(x)@ + a,_1(x)

dnfl d
ik Ctta ap(a)y = f(), an(z) 0 (15)

dxn—1 dz

bicimindeki denkleme n. mertebeden homojen olmayan lineer diferansiyel denklem
denir. Burada ag, a4, . . ., a,, katsayilar1 ve f fonksiyonu bir (a,b) araliginda taniml ve
stirekli fonksiyonlar1 gostermektedir.

dn dnfl
(1)L + iy () —2

d
o +ot a2 4 ag(z)y =0 (1.6)

dxn—1 dx

denklemine ise n. mertebeden homojen lineer diferansyel denklem denirf[ KANDEMIR
,2015].

Tanim

dn dnfl d
L(y) zan(x)%i+an_1(x)wl_gf +~--+a1£+ao(x)y (1.7)

seklinde yazilan ifadeye lineer diferansiyel ifade denir. L doniisiimiine ise diferansiyel
operator denir. Boylece (1.7) denklemi

L, = f(z) (1.8)

biciminde gosterilir.

Teorem
(1.5) esitligi ile tamimlanan L operatorii lineerdir.Yani 1, 4o, . . . , ¥, n. merte-
beden tiirevlenebilir fonksiyonlar ve ¢y, co, . . ., ¢, herhangi keyfi sabitler olmak iizere

L(ciyr + oy + -+ + enyn) = 1 L(y1) + c2L(y2) + -+ + cn L(yn) (1.9)
esitligi saglanir.
Tanim

Y1, Y2, - - - , Yo herhangi fonksiyonlar ve ¢y, ¢, . . . keyfi sabitler olmak iizere

1 +C2y2+"' +Cnyn (110)
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ifadesine vy, 4o, . . . , y, fonksiyonlarinin lineer birlesimi denir.
1.7. Kesme Hatasi
Tanim

Matematik islemler yerine, yaklasik olanlarinin alinmasiyla ortaya cikan hata-
lara kesme hatas1 denir. Ornek olarak Taylor serisi acilimiyla yapilan hatay1 gosterebi-
liriz.

Zir1 — x; = h olmak lizere
" T (n) T
aciliminda ' '
(n+1)!
esitligi yapilan hatay1 gostermektedir[6].

1.8. ikinci Mertebeden Simr Deger Problemi

Klasik ikinci mertebeden lineer sinir deger problemi

Y+ P(2)y + Q(z)y = ¢(x) (1.11)

bicimindeki ikinci mertebeden lineer diferansiyel denkleminden ve

ay(a) + Bry(a) =m ay(b) + Bay(b) = 72 (1.12)

bicimindeki sinir sartlarindan olugur. Burada P(x), Q(x) ve ¢(x), [a, b] arahiginda sii-
rekli ve ay, g, B, Ba, 71,72 € Rve a2 + 2 # 0 ve a3 + 32 # 0 dir [6].

Tanim

¢(x) =0, =y = 0ise (1.11)-(1.12) sinir deger problemine homojen sinir
deger problemi, aksi halde ise homojen olamayan sinir deger problemi denir.
Boylece homojen sinir deger problemi

y'+ Px)y' + Q(x)y =0 (1.13)
denklemi ve

ary(a) + fryla) =0 agy(b) + fay(b) = 0 (1.14)

sinir kosullari ile tanimlanir.

Sinir deger problemlerinin ¢oziimiinde 6nce ikinci mertebeden diferasiyel denklemin
genel ¢oziimii bulunur. Genel ¢oziimdeki keyfi sabitler, sinir kosullarin1 saglayacak
sekilde belirlenir. Boylece sinir deger probleminin ¢oziimii hem diferansiyel denklemi
hem de sinir kogsullarini saglar.
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Not:

Homojen sinir deger problemlerinin daima y(x)=0 ¢oziimii vardir. Bu ¢6ziime
denklemlerin agikar(trivial) ¢oziimii denir. Denklemin eger sifirdan farkh (y(z) # 0)
¢Oziimleri var ise bu ¢oziimlere ise asikar olmayan ¢oziimler adi verilir.

Teorem

(1.11)-(1.12) homojen olmayan sinir deger probleminin bir tek ¢oziime sahip
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (1.13)-(1.14) homojen sinir deger probleminin sadece
asikar ¢oziime sahip olmasidir.(Bronson,2000)

Baska bir deyisle, homojen olmayan problemin bir tek ¢oziime sahip olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul homojen denklemin bir tek ¢oziime sahip olmasidir [6].

Uygulamali matematikte en sik kargilagilan sinir kosullar asagida verilmistir.

1. Periyodik sinir kogullart:

2. Ayrilabilir sinir kosullari:

ay(a) + fry(a) =0 agy(b) + Boy(b) =0

3. Dirichlet sinir kogullari:

y(a) =mn y(b) =72

4. Neumann sinir kosullari:

y'(a) =m y'(b) =7

1.9. Non-Polynomial Spline Metodu

Spline fonksiyonlarinin ilk kullanimi onceki ylizyilin baslarina dayanir. Par-
cali lineer fonksiyonlar baslangic deger problemlerinin ¢dziimiinde Peanonun varlik is-
patiyla baglantili olarak kullanilmisti, ancak o zamanlar bu fonksiyonlara spline fonk-
siyonlart denmezdi. Spline fonksiyonlar kavarami ilk olarak Schoenberg , Sard ve
digerlerinin ¢aligmalariyla ortaya ¢cikmistir. Spline fonksiyon kabaca, belli kogullar
altinda kendisi ve tiirevleri siirekli olan bir parcali fonksiyondur. Bu fonksiyonun yaklastirma,
enterpolasyon ve egri uydurulmasi gibi uygulamalarda ¢ok basarilidir. Bundan do-

6
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lay1 bu tiir problemlerin ¢6ziimiinde en iyi yaklastirma fonksiyonun spline fonksiyon
oldugu kabul edilmistir. Daha sonralar1 da hem pratik hem de teorek calismalarda sp-
line fonksiyonlart 6nemli Olciide ilgi halinde gelmistir. Bir ¢ok arastirmaci diferan-
siyel denklemlerin ¢oziimiinde polinom ve polinom olmayan spline metodlarim kul-
lanilmistir. Kiibik spline metodu ilk olarak iki noktali lineer sinir deger problemleri-
nin ¢oziimiinde kullanmilmistir. Spline fonksiyolar: belirli siireklilik kosullari ile birbi-
rine baglanan araliklarda tanimlanmig polinom tipli fonksiyonlardir. g, 21, - - -, z,, gibi
ro < 1 < --- < x, kosulunu saglayacak seklinde diigiim noktas1 denen n+1 nokta
belirlenmis olsun.k > 0 gibi bir k sayis1 alinsin.

Goriildiigii iizere S fonksiyonu span={1,x,z?, ..., 2"} bi¢cimindedir. S fonksiyonu her
bir [z;_1, ;] araliginda k. ya da daha kii¢iik dereceden bir polinom ise ve [z, x,]
aralifinda (k-1). dereceden siirekli tiirevlere sahipse bu fonksiyona xg, x1, . . . , z,, diglim
noktalarina sahip k. dereceden spline fonksiyon denir, yani S fonksiyonu derecesi en
fazla k olabilen (k-1). dereceye kadar siirekli tiirevleri olan siirekli, parcali bir fonk-
siyondur. Ornegin 0. dereceden spline fonksiyonlar: sabitlerdir, 1. dereceden spline
fonksiyonlart lineer fonksiyonlardir.

Sekil 1.1: 1. dereceden spline fonksiyonu

Polinom seklindeki spline fonksiyonlar1 icinde en ¢ok kullanilan kiibik spline
fonksiyonlaridir. Kiibik spline fonksiyonlari (1.1) deki k=3 halidir, yani span{1, z, 22, 2*}
bicimindedir. Spline fonksiyonlar1 yukarida oldugu gibi polinom olamakla birlikte po-
linom olmayabilir de. Biz de calismamizda span{1, x, coskx, sinkz} bicimindeki non-
polynomial kiibik spline fonksiyonlarini kullanacagiz. Burada k parametresi, metodun
dogrulugunu artirmak icin kullanilan frekanstir. Simdi kisaca non-polynomial kiibik
spline fonksiyonlarin1 ve metodunu inceleyelim:

n, keyfi bir pozitif tam say1 olmak iizere , [a,b] aralig1 x; = a+ih , (i=0,1,2,...,n)
,a=2=x0,T, =b,h= (b_T“) grid noktalarini kullanarak n esit alt arali§1 bolelim.
7
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U(x) analitik ¢6ztim olsun ve u; , (z;, u;) ve (241, u;11) noktalarindan gegen
non polynomial kiibik .S;(z) fonksiyonundan elde edilen u(x;)nin bir yaklagik noktasi
olsun. S;(x), z; ve x;,1 noktalarinda enterpolasyon kosullarini saglamalidir ve buna ek
olarak ortak (z;,u;) noktalarinda birinci tiirevi siirekli olmalidir S;(x) ,

Si(z) = a;+bi(v—x;)+¢;sint(x—x;)+d;icosT(x—x;),i = 0,1,2, ..., n (1.16)

seklinde yazilir. Burada a;, b;, ¢; ve d; sabitler ve T keyfli bir parameterdir.

Sekil 1.2: Non-polynomial kiibik spline fonksiyonlari

Sz(%) = Uy, Si<xi+1> = Uj+1, S”(xi) = M;, SU(%’H) =M;, (L.17)

esitlikleri kullanilarak bu sabitler u;, u; 1, M;, M; ;1 cinsinden bulanabilir.

Si(x;) = a; + d; = u; (1.18)
Si(zi11) = a; + bih + ¢;sinf + d;cos0 = u;iq (1.19)
Si(x) = b; + TecosT(x — ) — Td;sinT(x — 1) (1.20)
S!(z) = —7¢;sinT (v — ;) — T2d;cosT(x — ;) (1.21)
S (x;) = —1d; = M; = d; = — (%) (1.22)
S (xi41) = —7*(cisind — dicosf) = My, (1.23)
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(1.18) de (1.22) ve (1.23) de (1.22) yazilirsa

M;
T
¢ = MiCOSe - Mi+1 (125)
T2s50n6

esitlikleri elde edilir.

(1.22),(1.24) ve (1.25) (1.19) da yerine yazilirsa

h (ui+1_ui) 4 (Mi+1_Mi> (0 =7h) (1.26)

esitligi elde edilir. (z;, u;) noktasinda birinci tiirevin stirekligi , yani S}_, (z;) =
Si(x;), (i =1,2,3,...,n — 1) esitligi kullanilarak.

1
OZMH_l -+ ZﬂMl -+ OéMi_l = (ﬁ) (ui+1 — 2“2 + ui—l) (127)

bagintisi elde edilir. Burada , o = (5—21) + (m) B = (9%) — (%), ve § = Th.
dir[22].

1.10. B-Spline Metodu

Isaac Jacob Schoenberg tarafindan bulunmustur ve splinelarin bazi fonksiyon-
lar olarak kullanilmasindan dolay1 (basis spline) 1n kisaltlmisi olarak B-spline denmistir.
Enterpolasyon teorisi, 6zellikle kimyasal reaktor teori, aerodinamik, kuantum mekanigi,
optimal kontrol, difiizyon islemi ve geofizik gibi miihendisliin bir ¢ok alaninda ¢ok
oneme sahiptir. Bu teoride B-spline 1n kullanilma nedenleri: i. karmagik bir fonksi-
yonu daha basit bir polinomun lineer kombinasyonua doniistiirebilir. ii. polinom en-
terpolasyonu,tiirevinin kolay alinmasi ve koklerinin kolay bulunabilmesinden dolay1
pratikte kullanilan metodlarin en iyilerinden biridir. iii. B-spline polinomu, her bir par-
casl, kolayca olusturulabilen ve birbirlerine tek tek diizgiin bir sekilde baglanmis diisiik
dereceli bir polinomdur. iv. Sinir kosullarimin kullanilmasindan dolay1 B-spline fonk-
siyonlari, yaklagim teorisinde ¢ok aktif rol alirlar.
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Belli bir tanim aralig1 tizerinde tamimlanmis keyfi dereceden her spline fonksi-
yonu, ayni derece ve tanim aralig1 iizerinde B-spline fonksiyonlarnn bir lineer

kombinasyonu olarak gosterilebilir. Ayn1 zamanda s6z konusu bu egriler,spline
yaklagimui ile tutarlidir yani diigiim noktalarinda derceseninden daha kiiciik mertebeden
tiirevleri siireklidir. [a, b] C R sonlu bir aralik ve {xz¢, x1, ..., z,} ler digim noktalar
olmak iizere 2, = {zo, z1,...,Z,}, [a, b] nin bir pargalanist olsun. By ;(x), (i € Z) k.
mertebeden bir B-spline olsun.Bu durumda;
i. SuppB; k = [xz‘, $z‘+1]
ii. B; k0, her z € R igin

+00
iii. Y. Bix =1 her x € R igin dir[7-8].

10
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Ornegin 0. dereceden B-spline tabani

1 o
BOZ‘ — 9 xe [3317 xl+1] (1.28)
’ 0 , diger durumlar
F
By,ix)
[ :
| |
| i
| | ‘
Iy I

Sekil 1.3: By ; tabani

sekline tanimlanmugtir. k>0 mertebeli B-spline tabanlari ise, De Boor tarafindan
tanimlanan asagidaki De Boor rekiirsiyon formiiliinden belirlenebilir:

ZT; — X
T By () LT B () (1.29)
Titk — L4 Titk+1 — Tit1

Bu halde (1.28) ve (1.29) rekiirsiyoundan ii¢iincii dereceden B-spline tabanlari olusturabilir:

'(ZL‘ — I’i)g , X c [ZEZ‘,ZL‘Z‘_H]

h3 4+ 3h*(x — 1) + 3h(x — 2i41)* — 3(x — xi1)? , T € [T, Tigo)
h3 + 3h2($i+3 - SL’) + 3h($i+3 — l’)Q - 3($i+3 - l’)3 , T € [Ii+2, .I'i+3]
(Tirs = 3)* , @ € [Tiys, Titd]

|0, diger durumlar

(1.30)

11
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Bs;(T)

1/6

AN

T; Titl Tit2 Ti43 Tiyq

Sekil 1.4: B; ;(x) tabani

1.11. Sonlu farklar yonetimi

Yy A
Uixg+h)—ix,)
e Eﬂilﬂi
-~
& .
2§ xo) egmt
"(x
u (xo + h) “ . 0
U {xg + ) =U(xg)
u(xg) fr—t= T .
LT
47 |
L o i
! i
i i
i i
!. .;. -‘Ifr L
X — h Xp Xg + h X
Sekil 1.5: Tiirev tanimi
UI(ZL‘) _ du(a;) — lim 0 U(SL‘2> - U(Il)
dz ramn Ty — T

Sonlu faklar metodunu temeli, bir diferensiyel denklemin tanim araligi, sonlu sayida
boliinme noktalarinda ayrilarak, her bir boliinme noktasindaki tiirev degerleri yerine,
sonlu farklar yaklagimlarinin yazilmasi olarak 6zetlenebilir. Boylece diferensiyel denk-
lem bir cebirsel denkleme doniisiir.

Bir degisken iceren ifadeler i¢in sonlu fark yaklagimlari, Taylor serisi yardimiyla elde
edilir.

12
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[a, b] tanmim aralig1 i¢in, N bir pozitif tamsay1, h = ¢ ve par¢alanma noktalari

zi=a+ih, i=0,1,2,....N (1.31)

olsun.Bu durumda, U(x) fonksiyonu ve tiirevleri tanim aralig tizerinde stirekli olmak
izere, U(z; + h) ve U(x; — h) ifadelerinin z; nokatasindaki Taylor seri agilimlari

h? h3
h? h?
olarak bulunabilir. Sirasiyla , (1.32 - 1.33) esitlikleri
U(z; + h) —Ulx; U — U
Up(;) = (z: + })L (z:) +O0(h) = %jt()(h), (1.34)
U(z;)) —Ul(z; — h U, —U,_
U, (z;) = &) . @i=h) | omy = == 0(h), (1.35)

formunda yaklagsik olarak bulunabilir. (1.34),(1.35) ile bulunan yaklagimlar sirasiyla
ileri ve geri olarak adlandirilir. Her iki yaklasimda da goriildiigi gibi, seri belli bir
yerden kesilmistir. Dolayisiyla bu kesme iglemi sebebiyle bir hata olusacaktir. Olusan
hatalar, serinin kesildigi yerden sonraki ilk terime gore degerlendirilir ve O(h) ile gos-
terilir.

Eger (1.35) esitligi, (1.34) esitliginden ¢ikarilir ve diizenlenirse

U(x;+h) —U(z; — h)
2h

U(2:) = +0(h?)

U () = U(m¢+1)2—hU(xi—1) +O(h?) (1.36)

formunda birinci tiirev i¢in merkezi fark yaklasimi da bulunabilir. Ayrica (1.34) ve
(1.35) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

13
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Usa(1) = U(z;+h) — 2Uh(2xi) + U(x; — h) o)

Usy — 2U; + U,
U, (z) = =2 h2+ L+ 0(h?) (1.37)

formunda ikinci tiirev i¢in sonlu fark yaklagimi da bulunabilir.

Benzer sekilde, iki degiskenli fonksiyonlar i¢in sonlu fark yaklasimlar1 da Taylor serisi
h—

kullanilarak bulunabilir. N,M pozitif tamsayilar,a < z < b,d <y <V ,h = a4 ,

b —a h

r;=a+1th, i=0,1,...,N vey;=d +jk, 7=0,1,...,M

olsun. Bu durumda x ve y degiskenlerine gore birinci tiirev i¢in ileri , geri ve merkezi

sonlu fark yaklagimlar sirasiyla

ve parcalanma noktalari

Uity — Ui
Uy (2, i) = % +O(h), (1.38)
U, —U;_1.;
Us(i, ) = —— Y4 O(h), (1.39)
Uity — Uiy
Un(wi,y) = ===+ O(h?), (1.40)
elde edebilir.
a_+l~,;+l
i= I(HP P‘t/ %+ 1,j i
Ay
)
4:fT.f -1 ’|\
Ax e—— X

Sekil 1.6: Diigtimlerin tablo seklinde gosterimi

14
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2. KUBIK SPLINE VE SONLU FARK METODU

2.1. Problem 1.

u'(x) + zu(z) + zv(x) = fi(z), (2.1)

V'(z) + 2zv(z) + 2zu(x) = foz). (2.2)

fi(z) = 2ve fo(x) = —2 olmak iizere O<x<1 baglangic kosullar1 ve u(0)=u(1)=0
, V(0)=v(1)=0 smir kosullar1 ile verilen sistemi ele alalim, Bu problemi dnce Sonlu
Farklar ile sonra Kiibik Spline ile ¢6zelim[23-24-25].

2.1.1. Sonlu fark metodu(FDM) ¢oziimii:

u(x) = <—ui+12_]1“i‘1) v(x) = (—0”12_,1%‘1) (2.3)

(@) = (Uz’+1 - 2}:;2 + Ui—l) V' (z) = (Ui—i-l - 2}:;2 + Ui—l) (2.4)

(2.1)’de (2.3) ve (2.4) formiilleri yazilirsa

(Uz‘+1 — 2u; + ui—y

elde edilir , buradan

2 1

ﬁuﬂ_l + (fL’Z — ﬁ)ul -+ ﬁui_l + T;V; = 2 (26)
elde edlilir. 5 ]
Ai:ﬁ,Bz’:xi_ﬁ,Ci:ﬁ~

15
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olmak lizere asagidaki matrisler elde edilmis olur:

B, A, 0 0 0 0 0
Cy By Ay 0 0 0 0
0 C3 By Ay -+ 0 0 0
K= . ) (2.7)
0 0 0 0 C. o B, o A, o
(0 0 0 0 0 Cna1 Baa
z,, 0 0 00 0 0 0
0 2o 0 0 0 0 0 0
0 0 23 00 --- 0 0 0
Ky= | . ) (2.8)
0 0 0 00 0 2,0 0
000 000 -0 0z

(2.2)’de (2.3) ve (2.4) formiilleri yazilirsa

Vip1 — 20 + 01
R2

elde edilir ve buradan asagidaki lineer denklemi yazilir:

1 2 1
ﬁvlqu + (2[13Z — ﬁ)vl + ﬁvi,l —+ 2.1'ZUZ = -2 (210)
1 2
D, = 72 E;, =2x; — = F, = 72 olarak alinirsa
asagidaki matrisler elde edilir:
(22, 0 0 0 0 0 0 0 ]
0 2z, 0 0 O 0 0 0
0 0O 23 0 0 --- 0 0 0
Ks=| . : (2.11)
0 0 0O 00 --- 0 27,9 0
i 0 0 0o 00 ---0 0 21;”,1_

16
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Ee Dy 0 0 -+ 0 0 0
F E, Dy 0 --- 0 0 0
0 Fs Es Dy --- O 0 0
Ky=1 . . (2.12)
0 0 0 0 F.o E, o D, o
0O 0 0 0 0 F,1 B,

— {Kl KQ} (2.13)

K katsayilar matrisinde iiggensellik ve kosegensellik 6zelligi vardir. Bundan dolay1

tersi vardir. Tek ¢oziime sahip olur.

ve U matrisi olarak asagidaki matris yazilir:

> 4
U2
us

Up—1
U1
V2
U3

(2.14)

Un—1

fi(z) ve fo(x) kullanalarak agagidaki matris yazilir:

-9
2
2

F=|7 (2.15)

-2
-2

17
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Buradan sistem matris formunda

KU=F (2.16)
yazilir. Bilinmeyenler sisteminin ¢éziimiinden

U=K'F (2.17)
sekilde elde edilir.

Matlab 9.9.0 program yardimiyla KU=F denklem sisteminin ¢6ziimiiniiden U
yaklagsik sonucu elde edilir:

01 -

02 . o —

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 2.1: Problem 1 (sonlu fark metodu) FDM ile u(x)=2? — z i¢in

18
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exact solulion
O FDM

Sekil 2.2: Problem 1 (sonlu fark metodu)FDM ile v(x)=2 — 22 i¢in

19
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2.1.2. Kiibik spline ¢6ziimii:

u”(X)+x u(x)+x v(x)=2
diferansiyel denkleminde u, = M, yazilirsa

esitligi elde edlilir. Buradan

Mit1 =2 — T 1Uip1 — Tip10ipa (2.19)

M1 =2 — 2 qui—1 — 2101 (2.20)

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler

1
aM;y + 28M; + aM;_, = (ﬁ)(uz-i—l — 2u; + Ui—1) (2.21)

esitliginde yerine konursa agagidaki lineer denklemler sistemi elde edilmis olur:

1 2 1
(—aziyr — ﬁ)uzﬁrl + (—2Bz; + ﬁ)ul + (—azi1 — ﬁ)uifl

+ (—aziy1)vigs + (=2B7)vi + (—axi)vi1 = —da — 48 (2.22)

2 1
F’Bz:_2ﬁwl+ﬁ’cl:_axlfl_ﬁ
Di = —O0T;41, Ez = —25.%'1 ) E = —QT;

alinsin. Bu sistemden dogan katsayilar mastrisleri asagidaki sekilde

Ai = —azip —

B, A, 0 0 --- 0 0 0
Cy By Ay 0 -+ 0 0 0
0 Ci3 By Ay -+ 0 0 0
K =1 . (2.23)
0 0 0 0 C, o Bno A, o
0 0 0 0 0 Chy Bu]
'E, D, 0 0 0 0 0 |
F Ey, Dy 0 0 0 0
0 Fy, Ey Dy --- 0 0 0
Koy= | | , (2.24)
0 0 0 0 F, 5 E, o D,
(0 0 0 0 0 Fu1 Eog
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elde edilir.

V' (x) 4+ 2zv(z) + 2zu(r) = —2
diferansiyel denkleminde v”(z) = N; yazilirsa

denklemi elde edlilir. Benzer sekilde

Ni+1 = -2 2xi+1uz~+1 - l’gi + ]-Ui—l—l (226)

Nio1 = =2 =2z, qui—1 — 22101 (2.27)

esitlikleri elde edilir. (2.25) , (2.26) ve (2.27) esitlikleri (2.28)’de yerine yazilirsa

1
OéNH_l -+ 25Nz + OzNz‘_l = (ﬁ)(ulﬂ - QUZ + ui—l) (228)

asagidaki lineer denklemler sistemi elde edilmis olur:

(=201 usr + (—482:)us + (=20 1yu; o

1 2 1
+(=20xiy1 — 75)vig1 + (=482 + 5 )vi + (=202 1 — -5 )vi1 = da+43

h? h? h
(2.29)
G@ - _2ax1+1 s
Hz - _4ﬁxz >
I; = _20-/1’171) s
1
Ji = —204{L‘Z+1 ﬁ’
2
L’L = _4/8$Z + ﬁ )
1
Ri = —QO{QTi_l — ﬁ
yazilsin. Bu sistemden dogan katsayilar mastrisleri asagidaki sekilde
H G 0 0 0 0 0 ]
I, Hy Gy 0 0 0 0
0 Is Hy Gy --- O 0 0
Ksy=| . ) (2.30)
0O 0 0 O I, 5 H, s G,
|00 0 0 0 Ihr Hnpq
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(L, J, 0 0 0 0 0
Ry Ly Jy O 0 0 0
0 Ry L3 J 0 0 0
K, = | , (2.31)
0 0 0 0 R, o L,o J,o
0 0 0 0 0 R, L,

yazilir. (2.23) ,(2.24) , (2.30) ve (2.31) matrisleri kullanalarak asagidaki matris elde

edilir:

[ &

Ks Ky

ve U matrisi olarak asagidaki matris bulunur:

U
U2
Uus

Un—1

fi(z) ve fo(x) kullanarak asagidaki matrisi olusturabiliriz:

-9 1
2
2
2
F= —2
—2
-2
| —2]
Dolayisiyla
KU=F

22
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denklem sisteminin ¢oziimiinden
U=K'F (2.36)
elde edilir.

Matlab 9.9.0 program yardimiyla KU=F denklem sisteminin ¢dziimiinden U
yaklagik sonucu elde edilir:

-0.05 — —

01 -

02 -

-0.25

ekil 2.3: Problem iubik spline ile u(X)=x* — x 1¢in
Sekil 2.3: Probl 1 kiibik spline ile u(x) 2 ici

0.25

0.1

kesin pozim
O Kiibik spline

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 2.4: Problem 1 kiibik spline ile v(x)=z — 22 i¢in

23
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Problem 1 sonlu fark metodu maksimum mutlak hatasi

Sonlu Farklar hata tablosu
n u maksimum mutlak hatasi v maksimum mutlak hatasi
21 || 0.0454 0.0454
41 || 0.0238 0.0238
121 0.0082 0.0082

Problem 1 kiibik spline metodu maksimum mutlak hatasi

Kiibik Spline hata tablosu
n w maksimum mutlak hatasi v maksimum mutlak hatasi
21 || 0.0498 0.0500
41 || 0.0249 0.0250
121 0.0083 0.0083
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2.2. Problem 2

u'(z) + (22 — D)u'(z) + cos(ma)v'(z) = fi(z), (2.37)
V'(z) + zu(x) = fo(x). (2.38)
fi(z) = —n?sin(nz) + (22 — V)7wcos(wz) + (22 — 1)cos(mx) ve fo(x) =

2 + zsin(mz) olmak tizere O<x<1 baglangi¢ kosullari ve u(0)=u(1)=0 , v(0)=v(1)=0

sinir kosullar ile verilen sistemi ele alalim,

Bu problemi 6nce Sonlu Farklar ile sonra Kiibik Spline ile ¢ozelim[23-24-25].

2.2.1. Sonlu fark metodu(FDM) ¢oziimii
(2.37)’de (2.3) ve (2.4) formiilleri yazilirsa

1 2 1 20 —1 20 — 1
ﬁuiﬂ - ﬁuz + ﬁuz‘—l + Tui—i—l Y Ui—1

cos(mx) cos(mx)

on VLT T op

elde edilir , (2.39) denklemi diizenlenirse

1 20 — 1 2 1 20 — 1
R A T
cos(m) cos(mx)

o Vi~ (T

elde edilir.Burada

1 20 — 1

A = —

T T
z:_hza

I
Y R2 2k

_ cos(m)

T T 2h ’
_cos(mx)
Y 2h

25
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olmak lizere asagidaki matrisler elde edilmis olur:

B, A, 0 0 0
Cy By Ay 0 0
o o Cs By A 0
0 0 0 0 C, 5
0 0 0 0 0
[0 D, 0 0 0
F, 0 Dy 0 0
0 F 0 D 0
K2 _ 3 3
0 0 0 0 F, -
0 0 0 0 0

(2.38)’de (2.3) ve (2.4) formiilleri yazilirsa

1 2

Vit T gl + Vel + ziu; = fo(w)

elde edilir. asagidaki lineer denklemi yazilir:

—2 1 1
Gi:xi7Hi:_2’Ii:ﬁaJi:_2a

olarak alinirsa asagidaki matrisler elde edilir:

G, 0 0 0 0 0

0 Gy 0 0 0 0

0 0 Gsz 0 0 0
K3 =

o 0 0 0 - Gn-1

0 0 0 O 0 0

26
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(H, I, 0 O --- 0 0 0 |
Jo Hy I, 0 0 0 0
0 Js Hy 0 0 0 0
K,=| . (2.45)
0O 0 0 0 - J,o H,o I,
(0 0 0 0 -+ 0  Juy Hy]

(2.46)

. (2.47)

| Un—1

fi(z) ve fo(x) yi kullanalarak asagidaki matrisi olusturabiliriz:

[ fl(flfl) ]
fl(fb'z)
fi(z3)

- fl(xn—l)
F= " (2.48)
f2(952)
fa(3)

_fé(aéw—l)_

Buradan sistem matris formunda

KU=F (2.49)

27
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yazilir. Bilinmeyenler sisteminin ¢éziimiinden
U=K'F (2.50)

elde edilir. Matlab 9.9.0 program yardimiyla KU=F denklem sisteminin ¢dziimiinden
U yaklagik ¢oziimii elde edilir

Sekil 2.5: Problem 2 sonlu fark metodu(FDM) ile v(x)=sin(mx) igin

Sekil 2.6: Problem 2 sonlu fark metodu(FDM) ile v(x)=22 — z igin
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2.2.2. Kiibik spline ¢6ziimii:
(2.37) denklemi alalim:
() + 2u(e) + z0(z) = fi(x)
f1(z) = —7w?sin(rz) + (2x — 1)wcos(wz) + (22 — 1)cos(nx)

Bu denkleminde u, = M; yazilirsa

M, = i) = (20 = 1= = cos(me) (<) (@5)

esitligi elde edlilir. Benzer sekilde

3uip1 — 4u; + ui

Miy1 = fi(zipr) — 2z — 1)( 2% )
31 — 4v; + v
— cos(mwiq1)( LGy vty L) (2.52)
2h
—Ujyq + du; — 3u,;_
Moy = filwior) — (2wip1 — 1)(— o7 )
— cos(mag ) (—UEL T2 T VL ) 53
2h
esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler
1
OéMH_l -+ 25M1 -+ OéMi_l = (—)(Uﬂ_l — 2U1 -+ ui—l) (254)

h2

de yerine konursa agagidaki lineer denklemler sistemi elde edilmis olur:

—304(2$7;+1 — ].) 6(21'1 — 1) O{(Ql‘i_l) 1

(— B R T A
2&(2$i+1 — 1) —204(2.I‘i_1 — 1) 1
6(2%2 - ].) 305(2[L'i_1 - 1) Oé(2l‘i+1 - ].) 1
L . T 2h )it
<—3acos(7rx,;+1) _ Beos(m;) ozcos(wxi_l)) ‘
2h I on, V!

2acos(mxiyy)  2acos(mri_q) —acos(mxiiy) N Beos(mx;) N 3acos(mwi—1)

LA AT h on U
= am’sin(rri,) + 287 sin(rr;) + an’sin(mri_,)
—(147m)(a(2z41—1)cos(mxi1)++26(22,—1)cos(mx; ) +a(2x;—1—1)cos(mz;—1)

(2.55)
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A — —3a(2zi41 — 1) _ B2z —1)  a2x;—y) 1

2h R
_ 202241 —1) 202z, —1) 1

B; —
' h h h?’
C. — B(Qxl — 1) 30[(2132',1 — 1) Oé(2.fCl'+1 — 1) 1
o 2h h?
D - —3acos(mxir1)  Peos(mx;)  acos(mai—q)
i - 2h s
g — 2acos(mwit1)  2acos(mioq)
7 —acos(mxipy)  Peos(mr;)  Bacos(mxiq)
e 2h
Z; = ar’sin(nri ) + +2872sin(rx;) + am?sin(rr;_1)

- (I—i— ) (2241 — 1)cos(mxirr) ++28(2x; — 1)cos(ma;) + a(2x;—1 — 1)cos(ma;_1)

yazilirsa agsagidaki matrisler elde edilmis olur:

B, A, 0 0 --- 0 0 0
Co By A, 0 -+ 0 0 0
0 C3 By Ay -+ 0 0 0
K =1, . (2.56)
0 0 0 0 oF ST .a
0 0 0 0 0 Chy Bp]
'E, D, 0 0 0 0 0 |
F Ey, Dy 0 0 0 0
0 Fs; Es3 Ds 0 0 0
K, = (2.57)
0 0 0 0 F, o E, s D, o
(0 0 0 0 0 Fo1 B
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o'(2) + zu(z) = fo(x)

fo(x) = 2+ zsin(nz)

diferansiyel denkleminde v"(x) = V; yazilirsa
N; = folx;) — zu (2.58)
denklemi elde edlilir. Benzer sekilde

Nij1 = f2($i+1) — Ti41Ui41 (2.59)

N = f2($¢—1) — Lj—1Uj—1 (2.60)

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler

1
OéNiJrl + 25NZ 5 OéNl',l = (ﬁ)(vlqu — 2Ui Al ’Uifl) (261)

de yerine konursa asagidaki lineer denklemler sistemi elde edilmis olur:

1 R 1
— QT Uiy — 2BTU; — T Uy — ﬁvi—&—l + ﬁvi - ﬁvi—l
= —da — 46 — axgsin(txi) + —20xsin(mx;) — —oaw;_ysin(mr;_q)
(2.62)
1 2 1
Gi=—avi, Hi = =20x; , I; = —aw;1 L; = T2 Qi = +ﬁ R; = 2
S; = —da — 46 — axipsin(mriy) + —20xsin(rx;) — a1 sin(mr;_q)

yazilsin. Bu sistemden dogan matrisleri asagidaki sekilde yazabiliriz

(H, G, 0 0 --- 0 0 0 |
I, Hy Go 0 --- 0 0 0
0 I; Hy Gy --- 0 0 0
K= | . . (2.63)
0 0 0 0 I,o H, o G,
0 0 0 0 o I,, H,,
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[Q, L, 0 0 --- 0 0 0]
Ry Qo Ly 0O --- 0 0 0
0 Rai O« La -~ 0 0 0
K= 7 @ Ls , (2.64)
0 0 0 0 e Rn—2 Qn—Z Ln—2
(0 0 0 0 -~ 0 Ry Qu]

(2.56) ,(2.57) , (2.63) ve (2.64) matrisleri kullanarak asagidaki matris elde edi-
lir:

_ |k ke
K = [kg kj (2.65)

ve U matrisi olarak asagidaki matris bulunur:
-

Uz

us

I (2.66)

U1
V2
U3

Un—1

fi(z) ve fo(x) yi kullanalarak asagidaki matrisi olusturabiliriz:

- 7,
Z

(2.67)

Dolayisiyla

KU=F (2.68)
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denklem sisteminin ¢oziimiinden
U=K'F (2.69)

elde edilir. Matlab 9.9.0 program yardimiyla KU=F denklem sisteminin ¢6ziimiiniiden
U yaklagik ¢oziimii elde edilir

Sekil 2.8: Problem 2 Kiibik spline ile v(x)=2% — z i¢in
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Problem 2 sonlu fark metodu maksimum mutlak hatasi

Sonlu Farklar hata tablosu
n u mutlak hatasi v mutlak hatasi
21 || 0.00287 0.000154
41 || 0.00152 0.000138
121 0.00083 0.000021

Problem 2 kiibik spline metodu maksimum mutlak hatasi

Kiibik Spline hata tablosu
n u mutlak hatasi v mutlak hatasi
21 | 0.00305 0.000167
41 || 0.00181 0.000193
121} 0.00089 0.000024
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3.SONUC

Tez ¢alismasinda lineer denklem sistemleri tizerine bir arastirma yapilmistir. B-
spline yonteminin uygulandig1i makale incelenmis , makalede yer alan 6rneklere dnce-
likle sonlu fark metodu uygulanmig daha sonra da non-polynomial kiibik spline metodu
uygulanmistir. Niimerik sonuclari elde etmek i¢in Matlap kullanilmistir. Ele alinan iki
ornekte yer alan u ve v fonksiyonlari i¢in Matlap kullanilarak ¢oziimler elde edilmistir.
Niimerik ¢oziimle gercek coziimii karsilastirmak i¢in Matlap yardimiyla grafikler elde
edilmistir. Grafiklerden niimerik ¢oziimiin gercek coziime yakinsadigi goriilmektedir.
Bunun yam sira farkli n degerleri i¢in sonlu fark ve non-polynomial kiibik spline me-
todu icin tablolar yapilmistir. Tablolardan iki metodun sonuglarinin birbirine ¢ok yakin
oldugu goriilmektedir. Bu ¢alismadan benzer tipteki diferansiyel denklem sistemler
icin iki metodun da kullanilabilecek uygun metotlar oldugu sonucuna varilabilir.
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