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ASTRODINAMIKTE KAOS TEORIsI ISIGINDAKI GELIsMELER

ElgizBASKAYN, UmurDAYBELGEi, Ahmet SOFYALP, Erhan TOPAV,
Cuma YARIM'

ÖZET

Gökcisimleri arasindaki gravitasyonel etkilesmeleri formüle eden nonlineer denklemlerin yapisi,
bunlarin bilgisayar yardimi olmaksizin integre edilmesine genellikle imkan vermemektedir.
Gelenekselolarak, Günes Sistemi'ne ait gezegen, uydu, kuyruklu yildiz ve asteroid gibi
gökcisimlerinin hareketlerinin incelenmesi, bunlari birbirinden yalitilmis birer iki-cisim problemine
indirgeyerek ele almaya dayanir Bilindigi gibi, bu problemlerin çözümleri, "konik kesitleri" olan
fonksiyonlar seklinde bulunmakta ve gerektiginde ikiden fazla sayidaki cismin hareketi de, iki-cisim
problemi üzerine eklenen bazi pertürbasyonlar yardimiyla belirlenebilmektedir. Gezegenlerin, iki­
cisimproblemi modeline göre, Günes çevresindeki· yaklasik dairesel yörüngeler üzerinde hareket
ettigi sonucu gözlemlerle de uyusmaktadir. Buna karsilik, kuyruklu yildiz yörüngelerinin
parametrelerinde zamanla, öngörülemeyen degisikliklerin ortaya çikabildigi gözlenmektedir. Diger
taraftan, Astrodinamigin uzayaraçlariyla yapilan yolcultiklari konu alan uygulamalarinda da,
araçlardaki yakitin sinirli olmasi ve benzeri bazi teknik nedenler, araçlarin gökcisimleri arasindaki
yörüngelerinin az enerjiyle gerçeklestirilmesini ve çok iyi hesaplanarak optimize edilmesini
gerektirmektedir.

Son yillarda gökcisimlerinin hareketlerine ait nonlineer denklemlerin, iki-cisim yerine, bir seri üç­
cisim problemine ayristirilarak, bunlarin çözümlerinin bilgisayar yardimiyla ve kaos teorisi isiginda
arastirilmasi, yöntemi denenmektedir. Bu yöntemin daha simdiden astrodinamikte önemli bir
pradigma degisikligine yol açtigi söylenebilir. Gerçekten de kaos teorisi, kararsizlik sinirindaki
yörüngeler araciligiyla herhangi iki gökcismi arasinda sanildigindan çok daha az enerjiyle yolculuk
yapilabilecegini göstermektedir. Örnegin, Lo ve Ross [1] , Günes Sistemi içinde "lnterPlanetary
Superhighway" adini verdikleri bir yörüngeler agi, "tüneli" sayesinde, sistemdeki tüm cisimler
arasinda ziyadesiyle alçak enerjili tasinimlarin olabilecegini vurgulamaktadirlar. Böyle bir yörüngeler
sistemi, her gezegen ve uydu civarindaki Lagrange noktalari tarafindan olusturulmaktadir. Her Üç­
Cisim Sistemi için çekim ve merkezkaç kuvvetlerinin birbirlerini dengeledigi böyle 5 adet Lagrange
noktasi bulunmaktadir. Bunlardan Euler tarafindan bulunan Ll, L2 ve L3 noktalari kararsiz denge
noktalaridir. Ref. [2] de gösterildigi gibi, Ll ve L2 arasinda yer alan periyodik yörüngeler tarafindan
olusturulan "tünel" yörüngeleri sistemi, kaotiktir. Diger bir ifadeyle, "tüneller", yörüngelerde
deterministik bir kaosun olusmasina dayanmaktadir. Bunun sonucu olarak, çok küçük bir enerjiyle,
Lagrange noktasi yakininda olan yörüngelerde bazi kriterlere uyan önemli degisiklikler meydana
getirilebilir. Günes çevresindeki gezegen ve uydular arasinda yolculuk yapan küçük bir cismin
yörüngelerini sinirlayan Hill yüzeyleri, Günes çevresinde iç içe düzenlenmis, hilal sekilli yasak
bölgeler olusturur. Her gezegen, böyle bir hilalin birbirine yakin olan uçlari arasindaki yer alan dar bir
açiklik veya küçükbir bogazda yer alir. Gezegenlerin bagil hiz farklarindan ötürü, yasak bölgelerin
açik agizlari birbirlerine göre dönerler. Gezegenlerarasi yolculuklar için kaotik yörüngelerin bu hilal
açikliklarindan geçme imkanlari simülasyon ile sistematik olarak arastirilabilir ve bu yolla istedigimiz
kriterlere uyan kaotik yörüngeler belirlenebilir.

Astrodinamikte kaotik yörüngelerin varligi, gökcisimleri arasinda madde tasiniminin sanildigindan
daha olanakli oldugunu gösterdiginden, sonuçta Günes Sisteminin Olusumu veya Canlilarin Ortaya
Çikisi gibi teorilerde de paradigma degisiklikleri beklenmelidir.
Bu bildiride, böyle simülasyonlarla elde ettigimiz, Dünya-Ay, Dünya-Mars arasi uzay yolculuklarina
uygun, kaotik, "alçak enerjili" yörünge siniflari gösterilecektir. Bu siniflar arasindan en uygun
yörüngenin seçimi, belirlenecek kriterlere göre, örnegin bir yapay zeka yöntemiyle
gerçeklestirilebilir.
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Giris

Son yillarda, gökcisimlerinin hareketlerine ait nonlineer denklemlerin, iki-ci sim yerine,
bir seri üç-cisim problemine ayri stinl arak, bunlarin çözümlerinin bilgisayar yardimiyla ve
kaos teorisi isiginda arastinlmasi yöntemi denenmektedir. Bu yöntemin daha simdiden
astrodinamikte önemli bir pradigma degisikligine yol açtigi söylenebilir. Kaos teorisi,
Dairesel, Kisitli Üç-Cisim Problemi (DKÜCP) için tanimli olan Lagrange noktalarindan
kararsiz olanlarinin ikisi (Li ve Li) civarindaki dogrusalolmayan, kaotik yapidan
yararlanilmasi ile elde edilebilen "alçak enerjili aktarim (AEA) (LET: Low Energy
Transfer)" yörüngeleri araciligiyla herhangi iki gökcismi arasinda sanildigindan çok daha az
eneijiyle yolculuk yapilabilecegini göstermektedir.

Klasik Hohmann yönteniinin en ekonomik aktarimi mümkün kildigi kanisinin,
Belbruno'nun Miller ile Hiten (1991) ve Ridenoure ile Hughes (1998) adli tehlikeye giren
uzay uçuslarini, araçlari "Zayif Kararlilik Sinin (ZKS) (WSB: Weak Stability Boundary)"
yaklasimini kullanarak tasarladiklari alçak enerjili yörüngelere sokarak kurtarmasinin
ardindan geçersiz kilinmis oldugu söylenebilir. Bu gelisnieye olanak saglayan dinamiklerin,
ilerleyen süreçte Koon, Lo, Marsden ve Ross dörtlüsü tarafindan etraflica ele alinmasi ve bu
etkenlere "Dinamik Sistemler Kurami (DSK) (DST: Dynamical Systems Theory)"
çerçevesinde bir açiklama getirilmesi ile, gelistirilen analitik ve sayisal araçlar kullanilarak
bilgisayar ortaminda çok çesitli görev tasarimlari mümkün olmustur. Hatta Lo ve Ross,
Günes Sistemi içinde "InterPlanetary Superhighway" adini verdikleri bir yörüngeler agi,
"tüneli" sayesinde, sistemdeki tüm cisimler arasinda ziyadesiyle alçak eneijili tasinimlarin
olabilecegini vurgulamaktadirlar [1],

Astrodinamikte kaotik yörüngelerin varligi, gökcisimleri arasinda madde tasiniminin
sanildigindan daha olanakli oldugunu gösterdiginden, sonuçta Günes Sisteminin Olusumu
veya Dünya'da Canlilarin Ortaya Çikisi gibi teorilerde de paradigma degisiklikleri
beklenmelidir. Bununla birlikte, Dünya 'ya çarpma tehlikesi bulunan gök cisimlerini önceden
farketmek ve bunlari savusturmak için önlemler aramak; örnegin bu cisimlere
karsi uzayda patlayici tasiyan uzayaraçlarini konumlandiracak yerleri
belirlemek, üsler kurmak, devriye uçuslari gerçeklestirmek özellikle Dünya-Ay sisteminin
Lagrange noktalarindan Lt ve L3'ün çevresindeki dogrusalolmayan dinamiklerden
yararlanilarak mümkün olabilir [2].

1.Üç Cisim problemi
Üç-cisim probleminin analitik kesin çözümünün elde edilebilmesi için cisimlerin

hareketini tanimlayan ikinci mertebeden 9 diferansiyel denklem tam olarak çözülmelidir, bu
bize 18 integral sabiti verir. Halbuki, n-cisim problemi için sadece on integral sabiti
bilindiginden bu problemin genelde kesin çözümü yoktur.

Euler ve Lagrange üç-cisini problemi için özel çözümler ortaya koymuslardir.
Gelisigüzel kütlelere sahip cisimlerin bir eskenar üçgenin köselerinde oldugu ya da ayni
dogru üzerinde dizildigi bu haller (bkz. Sekil: 1), Lagrange'in 1772'de gösterdigi gibi, su üç
kosul saglanmakta ise geçerlidir [3]:

- her cisme etki eden net kuvvetin dogrultusu sistemin kütle merkezinden geçmekte,
- net kuvvetler cisimlerin kütle merkezine uzakligina dogrudan orantili,
- ilk hiz vektörlerinin büyüklügü cisimlerin kütle merkezine uzakligina orantili ve kütle

merkezini cisimlere baglayan yariçap (konum) vektörleri ile aralarindaki açilar esittir.
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L3 ml

Sekil: 1 - Üç-Cisim Probleminin Lagrange Özel Çözümleri ve Bes (Euler) Lagrange Noktasi

Üç-ci sim problemini açiklayabilmek amaciyla, Poincare ve Hill basta olmak üzere
birçok kisi çalismalarini "Dairesel, Kisitli Üç-Ci sim Problemi" olarak adlandinlan, asil
problemin sinirlanmis bir hali üzerinde yogunlastirmislardir.

1.1. Dairesel, Kisitli Üç-Cisim Problemi

Iki maddesel parçacigin (cismin) ortak kütle merkezleri etrafinda dairesel yörüngeler
üzerinde, ayni düzlemde, iç içe dönmekte oldugu bu problemde, göreceli olarak çok küçük
kütleye sahip üçüncü maddesel parçacigin (cismin) diger iki cismin etkisindeki hareketi
incelenmektedir. Bu durumda, üçüncü cismin diger cisimler üzerindeki etkisi ihmal
edilebilmektedir. Böylelikle, problem ikinci mertebeden 3 diferansiyel denklem ile
tanimlanabilir hale gelmektedir. Üçüncü maddesel parçacigin da ayni düzlemde hareket
ettigi kabulü, ikinci mertebeden 2 diferansiyel denklem ile tanimlanabilen "Düzlemsel,
Dairesel, Kisitli Üç-Cisim Problemi (DDKÜCP)"ni dogurur.

Problem iki boyutla simrl anmadan, yani düzlemsel olmayiin genel hali ile ele alinarak
analitik çikartirnlara baslanabilir. Öncelikle su normalizasyonlar yapilmalidir [3]:

- Göreceli olarak büyük kütleli iki parçacigin kütleleri, asagida gösterildigi gibi
boyutsuz olarak temsil edilebilir hale getirilir:

m :?: m kabulü ile, kütleler m + m ile normalize edilirse:

m m
--.- == 11 ve --.- == i - 11 yazilabilif.
m+m m+m

i
Burada 11 ::; - 'dir.

2
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Sekil: 2 - Iki Maddesel Parçacigin Ortak Kütle Merkezi Etrafindaki Hareketi

- Iki parçacigin sabit olan birbirlerine uzakligi, Sekil: 2'de gösterildigi gibi a ile
gösterilir. Parçaciklar n ortalama açisal hizi ile ortak kütle merkezleri etrafinda dönerken,
orijini bu kütle merkezinde olan ve ayni açisal hiz ile dönmekte olan x, y, z eksen takiminin
x ekseni üzerindeki Xi < O ve X2> O konumlarindadirlar. Bu eksen takiminin orijini ve dönme
düzlemine dik olan z-ekseni, bir atalet eksen takimi olan ~, YJ, ~ eksen takiminin orijini ve ~­
ekseni ile çakisiktir. (bkz. Sekil: 3) Parçaciklarin kütle merkezine göre konumlarinin
boyutsuzlastirilmasi asagida gösterilmistir:

Sekil: 3 - Ikisi Büyük, Üçüncüsü Çok Küçük Olmak Üzere Üç Maddesel Noktanin Ortak
Kütle Merkezi Etrafindaki Hareketi

x2 ;::: lxi Iiçin konumlar a ile normalize edilir.

[ J1/2- Zaman, T = 2li a3 / ( G (mi + m2 ) ) ile boyutsuzlastirilir.

Sabit (atalet) eksen takiminda m3 için hareket denklemleri su sekilde yazilir:
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olmak

(3)

rj = ~(x_xi)2 +i +Z2

r2 = ~(X-X2)2 + y2 +z2

(2)

ve

Burada;

Ç=(l-,LL)ÇI~ç +,LLÇ2~Ç
li r2

li =~(Çi _ç)2 +(1]1_1])2 +(Çi _ç)2

r2 = ~(Ç2-ç)2 +(1]2_1])2 +(Ç2 _ç)2

Dönen eksen takimi üzerindeki büyük kütleli parçaciklarin konum ifadelerinin
boyutsuzlastirilmis hallerinin atalet eksen takiminin dönen eksen takimi ile iliskilendirilmesi
sirasinda kullamlmasi, üçüncü parçacigin dönen eksen takimina göre hareket denklemlerinin
elde edilmesini saglar. Düzenlemeler sonucunda, (2)'de verilmis olan çok küçük küt1eli
üçüncü maddesel parçacigin Dairesel, Kisitli Üç-Cisim Problemi'ndeki hareketini
tanimlayan boyutsuzlastirilmis denklemler ortaya çikar:

.. 2' anx- y=-
ax

.. 2' any+ X=-
oy

.. anz=-.-
az

an i-fl(· ),LL ( )- -=x--J-x+,LL +-J -x+1-,LL
ax li r2

Burada; _00._= Y __1-_; (y) +_~ (y)
oy li r2

an = _1-; (z)+4(z)
az li r2

üzere ri boyutsuz konumlara bagli skalar bir fonksiyondur:

( x2 + y2 ) 1- ,LL ,LL0.=---+--+-
2 li r2

(2) denklemleri bir kere integre edilirse;

.i + yi +z2 +C =20. (4)

elde edilir ki, buradaki konum türevIerinin karelerinin toplami üçüncü parçacigin
dönen (x, y, z) eksen takiminda tanimli hizinin karesine esittir. "Jacobi integrali" ya da
"bagil enerji integrali" olarak adlandirilan (4) ya da (5) integralindeki C bir integral sabitidir.
Görülebilecegi gibi;

V2 = 2n-c 'dir (5)
Bu Dairesel, Kisitli Üç-Cisim Problemi'nde elde edilebilecek yegane integraldir,

dolayisiyla "Jacobi sabiti" denilen C de elde edilebilecek yegane integral sabitidir [3].
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1.1.1. Sifir Hiz Yüzeyleri (Hill'in Sinirlayici Yüzeyleri)

Üçüncü parçacigin hizinin dönen eksen takimina göre sifir oldugu konumlar için
2Q=C

geçerli oldugundan, parçacigin hizinin karesi ile konumu arasinda baglanti kuran (4)
esitliginden bilinen baslangiç kosullanna bagli olarak Jacobi integral sabitinin degeri elde
edilebilir:

7 2(1-,u) 2,u
x- +y2 +---+- = C

ri r2

Belirlenen bu C degeri "Hill'in sinirlayici yüzeyi" ya da diger bir deyisle "sifir hiz
yüzeyi"ni tanimlar. C degerine bagli olarak degisen bu sinirlayici yüzeyin varligi, üçüncü
parçacigin Dairesel, Kisitli Üç-Cisim Problemi'nde nerede bulunabilecegini gösterir (bkz.
Sekil: 4).

a) c=co>ci

e) C = C3

b) c= Cl

cl) C= ci

fi C3 C > C4 = C5

Sekil: 4 - Alti Farkli C Degeri için Hill Bölgeleri

Sekil: 5'te görülen, [4] no'lu kaynaktan alinmis olan grafikte, çesitli ,u =~
mi +mi

degerleri için farkli farkli C degerlerine karsilik gelen Hill'in sinirlayici egrileri ve bu egriler
arasinda kalan ve Hill bölgelerinin farkli geometrilerine karsilik gelen bölgeler belirtilmistir.
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3.15

Caiie5
o ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ u

p. •• massparameter

Sekil: 5 - fl-C Grafigi
Gerçeklestirdigimiz çalismalar sirasinda fl = 0,05 için çizdirdigimiz "O (x,y)

fonksiyonunun esdegerli konturlari" Sekil: 6'da görülebilir. Grafikte ayrica, (x,y)
düzlemindeki bes Lagrange noktasindan dönen eksen takiminin yatayekseni üzerindeki
denge noktalari olan Li, L2 ve L3belirtilmistir.

Sekil: 6 - O(x,y) Fonksiyonunun Esdegerli Konturlari (fl = 0,05)

1.1.2. Lagrange Noktalarinin Kararliligi
- Lagrange noktalarinin dogru üzerinde dizilme durumu kararlilik açisindan

incelendiginde, sonuç üç dogrusal Lagrange noktasinin (Li, L2, L3) kararsiz denge noktalari
olduguna isaret eder [3].

- Lagrange noktalarinin eskenar üçgenin köselerinde bulunma durumu incelendiginde
ise, L4 ve Ls noktalarindaki dengenin kararli olmasini saglayacak sekilde fl'nün alabilecegi
en yüksek degerin "Routh degeri" olarak anilan 0,0385'e esit oldugu belirlenir. Öyleyse, bu
durum için

197



EIgizBaskaya. Umur Daybelge. Ahmet 50lyall. Erhan Topal, Cuma Yarim

O:C; 1l:C; 0,0385

kosulu saglandigi takdirde kararlilik söz konusudur [3].

2. Zayif Kararlilik Sinirindaki Alçak Enerjili Aktarim Yörüngeleri Için Dinamik
Sistemler Kurami

2.1. Lagrange Noktalari Civarindaki Yörünge Tipleri
DSK'nin uygulandigi problem, "Düzlemsel, Dairesel, Kisitli Üç-Cisim Problemi

(DDKÜCP)'dir. Daha önce de bahsedilmis olan bu problem, Dairesel, Kisitli Üç-Cisim
Problemi 'nin daha da özellestirilmis bir halidir; buna göre, çok küçük kütleli üçüncü
parçacigin hareketi diger iki parçacigin dönme düzlemindedir.

Dört boyutlu (iki konum, iki hiz ya da momentum) faz (durum) uzayindaki yörünge
yapisinin daha iyi anlasilabilmesi amaciyla, parçacigin hareketinin dogrusallastirilmis
denklemlerinin olusturdugu dinamik sistemin karakteristik denkleminin kökleri olarak
bulunan özdegerlere karsilik gelen özvektörler kullanilir. Eksenlerini özvektörlerin
olusturdugu ve koordinatlari ~, 'YI,ti,ti ile verilen yeni bir sisteme geçis yapildiginda
Lagrange noktalari civarindaki dokuz yörünge Sekil: 7'de geometrik olarak tasvir edildigi
gibi dört tipte ele alinabilir. Burada, 'YI~-düzlemidönen eksen takiminin (xy) düzlemi ile
çakisik, orijini incelenen serbestlik noktasinda ve 17-ekseninin dogrultusu x-ekseninin
dogrultusundan pozitifyönde (saat yönünün tersine dogru) 45° sapmis durumdadir:

Sekil: 7 - Lagrange Noktalari Civarindaki Yörüngeler

1) Orijindeki (~ = ri = O) "siyah" nokta "Lyapunov yörüngesi" olarak adlandirilan
denge noktasi çevresindeki kararsiz periyodik yörüngeye karsilik gelmektedir.

2) "Yesil" renkle gösterilmis ve bir uçlari orijinde olan dört yörünge "asimptotik
yörüngeler"dir (~17= O).

3) ~17> O bölgelerindeki iki "kirmizi" egri "geçis (transit) yörüngeleri"ni temsil
etmektedir. Bu yörüngeler, saglanan bogaz açikligindan, Lagrange noktalarinin (Li ve Li)
sol (1) ve sagindaki (2) Hill bölgeleri arasinda geçis yapmayi saglarlar.

4) Iki ~17< O bölgesindeki iki "mavi" "kalis (nontransit) yörüngesi" sol (1) ve sag (2)
Hill bölgeleri arasinda geçis yapamaclan kendi ilk bölgelerinde kalmaktadir.
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Sekil: 8 - Konum (xy) Uzayinda Yörüngelerin Gösterimi
(Günes - Jüpiter -Üçüncü Cisim Sistemi için)

Özetle, Li ve Li noktalan civarinda, kararsiz olan ve dogrusalolmayan dinamik
etkilerden kaynaklanan, birbirinden tamamen farkli dört hareket tipi söz konusudur (bkz.
Sekil: 8) [4, 5].

Sekil: 9'da, çizdirilen bir Lyapunov yörüngesi ile geçis (transit) ve kalis (nontransit)
yörüngeleri bir arada görülmektedir. Sekil: lO'da ise, kalis yörüngeleri yerine Lagrange
noktasi çevresindeki kararsiz, periyodik Lyapunov yörüngesine sarilan asimptotik
yörüngeler görülebilir:

Sekil: 9 - Lyapunov, Geçis ve Kalis Yörüngeleri
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Sekil: i0- Lyapunov, Geçis Yörüngeleri ve Asimptotik Yörüngeler

2.2. Degismez (Envaryant) Aktarim Tünelleri (Manifoldlari)
Düzlemsel, Dairesel, Kisitli Üç-ei sim Problemi için yörüngelerden meydana gelen

tüneller, bagimli degiskenlerin uzayi için bir model teskil etmektedir. Banndirdigi
yörüngeler ile, dinamik sistemin tüm mümkün hallerinin geometrik bir modelini veren
durum (faz) uzayinda bir resim olustururlar. Belli kosullar saglandiginda, bir degismez
tünele yaklasmakta ya da ondan uzaklasmakta olan yörüngeler takimi sirasi ile, "kararli" ve
"kararsiz tünel" olarak adlandirilan ve yine degismez olan manifoldlar meydana getirirler.
Gelistirilen algoritma ile elde edilen degismez aktanm tünellerinden ikisi Sekil: 11'de
görülmektedir [6].

__ n, .. g __ ~_ ". , ""_~ __ ._, nn._, _..-_
T=Q.5.AngleolVowilhX-3xis:OS,XCF1.065. YO"OOO404 25 oitilswl.hiocrerrenls cr ,-.Y=fl,0003

T~2_5,Angler:JVowijh)(·axis:-05.Xo=l.072, Yo=O.OO404 25C1tllswilhncrelTeflsof .:W=O,(lOO3

1m 1~ 1~ 1. i.M 1.M 1.00 1.1
X

1005 1.01
x

099 0.995

0.006

0.008

0.004

SYn-EaithI..all~ol! Points: Seli" 0.99. SEL..i" !.iJ1ol. $El:i=.i,l.Miite: Foibidden Regioo
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Sekil: 11 - Degismez Aktanm Tünellerine Iki Örnek

2.3. Degismez Torlar (Toruslar)

Iç ve dis alt bölgelerde "degismez tar (tarus)" olarak adlandirilan, iç hacme sahip
kapali yüzeyler bulunmaktadir, Bu yüzeylerin iki boyutlu konum uzayina izdüsümleri de,
birer "degismez halka yüzeyi (annulus)" meydana getirir (bkz, Sekil: 12,a) [4, 5],
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Sekil: l2.a - Sekil: l2.b-
Günes - Jüpiter - Üçüncü Cisim Sistemi için

Iç ve Dis Degismez Halka Yüzeyleri Iç ve Dis Homoklinik Yörüngeler

2.4. Poincare Kesitlerinin Kullanilmasi

Dinamik Sistemler Kurami'nda, Poincare kesitlerinden iç ve dis bölgelerdeki biri
kararli, digeri kararsiz ikiser degismez aktarim tünellerinin hem birbirleriyle kesisim halinde
(transversal) ya da x-eksenine göre simetrik olup olmadiklarinin incelenmesi, hem de sayisal
integrallerne yoluyla alçak enerjili aktarim yörüngelerinin elde edilmesi sirasinda
yararlanilmaktadir. Bir manifoldu meydana getiren yörünge takiminin belirli bir düzlemi,
düzlem içindeki eksene göre hangi konumda ve hangi hiz ile kestigi bilgisini, yatayekseni
konum, düseyekseni hiz ekseni olan bir düzlem üzerinde noktalardan olusan bir egri olarak
elde etmemizi saglayan bu yöntem, dogrusalolmayan dinamik yapiya sahip hareketlerin
incelenmesinde kullanilan geometrik bir yaklasimdir. Eger manifold yeterli sayida yörünge
ile olusturulmus ise, birçok noktadan olusacagindan dolayi elde edilen egri de kesintisiz ve
yumusak hatli olacaktir [6]. Örnek bir Poincare kesiti için Sekil: 13' e bakilabilir.

----
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Sekil: 13 - Örnek Poincare Kesiti

(Günes - Jüpiter - Üçüncü Cisim Sistemi için)
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2.5. Dinamik Kanal: Homoklinik - HeterokHnik Zincir

Daha önce belirtilmis oldugu gibi, DSK DDKÜCP'nin iki serbestlik noktasi civarinda
da Hill yüzeyinin birer bogaz olusturacak sekilde açilmis oldugu halini ele almaktadir. Bu
durumda Hill bölgesi, en büyük kütleli birinci cismin bulundugu iç, ikinci büyük cismin
bulundugu ara ve bu iki cismi çevreleyen dis olmak üzere üç alt bölgeye ayrilabilir. Iç ve dis
alt bölgelerde sirasi ile, Li ve Li çevresindeki kararsiz, periyodik Lyapunov yörüngelerine
homoklinik olan yörüngeler ile bu Lyapunov yörüngeleri arasmda heteroklinik baglanti
kuran yörüngelerin birlesiminden meydana gelen zincir "dinamik kanal" olarak
adlandirilmaktadir [4, 6].

2.5.1. Homoklinik Yörüngeler

Li ve Li noktalarinin çevresindeki Lyapunov yörüngelerine ileriye ve geriye dogru
asimptotik olan yörüngeler sirasi ile, kararli ve kararsiz degismez tünellerin kesisim
bölgelerinden geçer ve "homoklinik yörüngeler" olarak adlandirilirlar (bkz. Sekil: l2.b).
Öyleyse, bu tür yörüngelerin var olma kosulu, hem iç hem de dis bölgelerde yasak bölgelere
yakin bir sekilde dolanan kararli ve kararsiz tünellerin birbirlerini kesmeleridir.

2.5.2. Heteroklinik Yörüngeler

"Heteroklinik yörüngeler, birinci ve ikinci Lagrange noktalarinin etrafmda yer alan
kararsiz periyodik yörüngelere sanian, iç ve dis homoklinik· yörüngeler arasinda köprü
vazifesi görerek ikinci büyük cisim civanndaiç ve dis bölgeleri birbirine baglayan
yörüngelerdir. Bu tür bir baglantinin söz konusu olabilmesi için, iki serbestlik noktasina ait
degismez tünellerin, birininki kararli ve digerininki kararsiz olmak üzere x = 1 - il düzlemi
ile alinan Poincare kesitlerinin kesisim halinde olmalari gerekmektedir. Yazilan yörünge
çizici program kullanilarak elde edilen bir heteroklinik yörünge Sekil: l4'te verilmistir.
Günes - Jüpiter - uzayaraci sistemi için çizdirilen bu yörünge, y = Oeksenine göre simetrigi
ile birlikte verilmistir. Yörüngenin kendisi (mavi renkte) zamanda ileriye dogru, simetrigi ise
(açik yesil renkte) zamanda geriye dogru integrallerne ile elde edilmistir.

Sekil: 14 - Heteroklinik Yörünge ve Simetrigi
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Sekil: 15'te ise, periyodu 173 yila esit olan bir heterokhnik yörünge gösterilmistir.
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Sekil: 15 - Örnek Heteroklinik Yörünge (Periyot = 173 yil)

2.5.3. Homoklinik - Heteroklinik Zincir

Yukarida sözü edilen dinamik kanali meydana' getiren "homoklinik -- heterokhnik
zincir (HHZ)" yapisi homoklinik ve heteroklinik yörüngelerin özelliklerinden de görüldügü
gibi, üçüncü maddesel parçacigin C2'ninhemen altindaki Jacobi sabiti degerleri, yani
tanimlanmis üç bölge arasinda geçisin mümkün oldugu durumlar için sabit eneijili
hareketinin sinirlai-ini belirlemektedir. Bu zinciri olusturan yörüngelerin disinda bir yol takip
edilerek bölgelerarasinda geçis yapmak imkansizdir.

Bu tür bir hareketin evrende gözlemlenmis, dogal bir örnegi "Oterma" adli kuyruklu
yildizin 1910 - 1980 yillari arasina ait Günes - Jüpiter çekim alanindaki yörüngesidir. Sekil:
l6'da, Oterma'nin C = 3,03'e karsilik gelen sabit eneijih hareketine ait bu yörüngenin,
DSK'nin Günes - Jüpiter - Üçüncü Cisim Sistemi'ninOterma'nin enerjisine çok yakin C =
3,038'lik Jacobi sabiti için sagladigi zincir ile örtüsme si görülebilir [4]:
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Sekil: 16 - Oterma'nin Gerçek Yörüngesinin DSK'nin Verdigi HHZ ile Örtüsmesi

2.6. Genel Yörünge Yapisi

DDKÜCP'nin çözüm bölgelerinden Li ve Li civarindaki kararsiz yapinin analizi için
gelistirilen Dinamik Sistemler Kurami'nin sagladigi bilgilerin isiginda, sayisal integralleme
ile elde edilen tünellerin yukarida belirtilen düzlemlerdeki Poincare kesitlerinin birbirleriyle
kesisimIerinden yararlanilarak, bir üç cisim sistemi için genel yörünge yapisi ortaya
konabilir. Mevcut sistemin Jacobi sabitine, dolayisiyla enerji düzeyine ve Poincare
kesitlerinin pespese kesisimIerinin hangi alt bölgeler arasinda geçislere izin verdigine bagli
olarak, sayisal integralleme ile elde edilebilecek yörüngenin sinirlari ve elde edilebilmesi
için gerekli baslangiç konum ve hiz kosullari belirlenmis olur. [4]'de, ele alinan Günes ­
Jüpiter - Oterma sistemi için Sekil 16' da HHZ ile üstüste gösterilmis olan gerçek yörünge,
sistemin genel yörünge yapisinin çikarilmasina yönelik simülasyon adimlari izlenerek
sayisalolarak elde edilebilmistir.

Oterma kuyruklu yildizi 1910 - 1980 arasindaki hareketinde, önce dis alt bölgede Hill
bölgesinin dis siniri çevresinde bir tur attiktan sonra Jüpiter'in yakinindan geçerek iç alt
bölgeye (Günes civari) girmekte ve Günes'in çevresinde Hill bölgesinin iç sinirina yakin
olarak attigi turun ardindan tekrar Jüpiter civarindan geçerek disariya kaçmaktadir. Bunun
için Poincare kesitleri alinacak degismez tüneller agi Sekil: 17'de görülmektedir:

Sekil: 17 - Degismez Tüneller Agi ve DSK' de Poincare Kesitlerinin Alindiklari Yerler (U 1,

U2, D3, D4)
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Burada Ui ve U4, ilki iç, ikincisi dis alt bölgede olmak üzere tünellerin y = O
düzleminin x < Obölgesindeki yarisi tarafindan kesildikleri, Ui ve U3 ise Jüpiter'in üzerinde
bulundugu x = i - il düzlemi tarafindan kesildikleri yerlere karsilik gelmektedir.

Dinamik Sistemler Kurami'nda U kesitlerinde alinan Poincare kesitleri ve kesiti alinan

degismez tüneller belli gösterimlere sahiptir. Bu gösterimleri U3 kesiti üzerinde
açiklayabiliriz: [4] no'lu kaynakta, öncelikle dis alt bölge, Jüpiter civari ve iç alt bölge
sirasim izleyerek geçis yapmayi mümkün kilacak yörüngeler aranmistir. Bunun için U3 'te

Li'nin Jüpiter civarindaki kararsiz tünel i ([' ~'~) ile Li 'in Jüpiter civarindaki kararli tünelinin2'

(['t:i) birbirleriyle kesismeleri saglanana dek Poincare kesitleri alinmistir. Kesitlerin

sembolik ifadesinde üst indisler sirasi ile kesilen tünelin kararli ya da kararsiz oldugunu ve
hangi alt bölgede kesit alindigim gösterirken, alt indisler de sirasi ile tünelin hangi Lagrange
noktasina bagli ve kesitin yörüngeler takiminin U3'ü kaçinci kesisine ait olduguna isaret
eder. Alt indisIerden anlasilan kararsiz tüneli meydana getiren yörüngelerin U3'ten ancak
besinci geçislerinde kararli tüneli olusturan yörüngelerle bulusabildikleridir. Dolayisiyla Li
civarindan Li civarina geçis sirasinda yörüngeler Jüpiter etrafinda iki tur atmaktadir. Bu
bulusmaya karsilik gelen kesitlerin kesisimi Sekil: 18'de verilmistir:

)' (ni:.Hirdhinemiorial

Sekil: 18 - XJS Geçisini Saglayan Yörüngelerin Bulunmasi

Bu kesisim f.i.J = (X;J,S) olarak ifade edilmektedir. Üst indi s hangi alt bölgede

bulunuldugunu belirtirken noktali virgülün bulunulan alt bölgeden önce kullanildigi parantez

içerisindeki siralama da I1J kesisim bölgesine dahil y ve dy/dt baslangiç konum ve hizlari
ile zamanda ileriye ve geriye dogru gerçeklestirilecek sayisal integrallemenin verecegi
yörüngenin hangi bölgeler arasinda ve hangi sira ile geçis yapabilecegini simgelemektedir.
Sirasi ile U3, Ui ve U/de alinan Poincare kesitlerinin sayisal integrasyon ile zamanda
ilerletilmesi ve bu sayede sürekli sekilde pespese kesisimIerinin alinmasi yoluyla
gerçeklestirilen [4] no'lu kaynaktaki. simülasyonun sonucunda Sekil: 19'da görülen
f.i. = (X,J,S;J,X) kesiti elde edilmistir. Ardindan f.i. bölgesinde bir baslangiç y konumu ve

dy/dt hizi seçilmis ve DDKÜCP'deki hareketi tanimlayan denklemler zamanda ileriye ve
geriye dogru sayisalolarak integrallenerek, Jüpiter civari, iç alt bölge, yeniden Jüpiter civari
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ve yeniden dis alt bölge sirasini izleyerek Oterma'nin hareketine benzer bir hareket ortaya
koyan örnek bir yörünge elde edilmistiL Yararlanilan [4] no'lu çalismada verilmis olan bu
yörünge Sekil: 20'de görülebilir:

~,1l15 ,,,101

Y (flQudimi;,msi()Il@l umts, rotatin; :frame)

Sekil: 19 - XJSJX Geçisini Saglayan Yörüngelerin Bulunmasi

Sekil: 20 - Simülasyon Sonucunda Elde Edilen Yörünge

3. Tünel - Yay Yöntemi

AEA yörüngeleri, Hohmann aktarimi ile karsilastirildiklarinda daha uzun yolculuk
sürelerine sahiptiL Dolayisiyla, su asamada insanli yolculuklara uygun gözükmeseler de,
daha ileri yörünge olusturma tekniklerinin ve daha da önemlisi yine DSK'nin esaslarina
dayanilarak yeni yaklasimlarin gelistirilmesi ile süre azaltilabilmektediL Örnegin,
Dünya'dan Ay'a gidis için [7] no'lu kaynakta ortaya konmus olan yaklasim ile, uygun
baslangiç kosullari saglandigi takdirde, hem gerekli hiz degisimi miktari (~Vtoplam), hem de
yolculuk süresi azaltilmistiL Üç eisim Problemi'ni esas alarak Dünya'dan Ay'a gidis ile
ilgili olarak o güne dek gerçeklestirilmis belli basli çalismalar, yaklasim yöntemleri ve
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karsilastinlmalarini mümkün kilacak sonuçlari (tlVioplam ve süre) ile [8] no'lu kaynagin 6.
bölümünde verilmis durumdadir. Ikisi [7] no'lu kaynagin yazarlarindan olan bu makalenin
yazarlari, bu bölümün sonunda yukarida kastedilmis olan yeni bir yaklasimin ve bu yolla
elde ettikleri sonuçlarin üzerinde durmaktadirlar. Sadece tek bir DKÜCP'nin ele alindigi bu
yöntemde, AEA yörüngesinin üzerine yalniz Dünya-Ay-uzay araci (DAU) sisteminin etki
ettigi kabul edilmekte ve Günes'in etkisinin göz ardi edilebilir oldugu varsayilmaktadir. Bu
yöntemi daha uygulanabilir kilan ve bu çalismada gerçeklestirilen simülasyonda (bkz. Sekil:
21) izlenen "Mafsalli Birlesik Sistem" yaklasimindan kesin bir sekilde ayiran özelligi, uzay
aracinin Ay civarina DAU sisteminin Li noktasimn bulundugu bogazdan girmesidir. Bu
sayede, uzayaraci Ay'a Dünya'nin etkisinin Günes'inkine göre daha baskin oldugu
bölgeden
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Sekil: 21- Degismez Tünellerin Uygun Sekilde Kesistirilmesine Yoluyla Dünya'dan Ay'a
Gidis Simülasyonu

yaklasmaktadir. Eldeki yazilim ve program imkanlari ile elde edilmis olan bu tip bir yörünge
Sekil: 22' de gösterilmistir. Böyle bir yörünge ayrica diger yöntemdekine göre daha düsük
eneijiye sahiptir, çünkü bu görevin simülasyonu sirasinda, DAU sisteminin C degerinin
Ci 'in hemen altinda, dolayisiyla Li noktasi civarinin kapali oldugu, Li noktasi civarinda ise
çok küçük bir açikliga sahip bir bogazin mevcut oldugu durum ele alinmaktadir. Sekilde
görüldügü gibi, uzayaracinin Dünya civarindan 1 no'lu serbestlik noktasina uzanan kararli
degismez tünelin içine sokulmasi onu bogaza ulastirmakta ve bogazdan geçtikten sonra da
söz konusu noktadan Ay civarina uzanan kararsiz tünelin etkisi ile Ay'in çevresinde kararsiz
periyodik yörüngeler çizmeye baslamaktadir. Bogaz bölgesinin bir zayif kararlilik siniri
olmasindan dolayi tam bu bölgeden geçmekte iken çok düsük yakit sarfiyati ile
gerçeklestirilecek bir manevra, uzayaracini Ay çevresinde bir Kepler yörüngesine oturtmak
için yeterli olacaktir. Sekil: 22 'deki sistemin Li civari Sekil: 23'te daha yakindan
gösterilmistir. Burada akilda soru isareti olusturabilecek bir husus söz konusudur.
Yörüngenin Dünya civarindaki kolu Dünya'dan oldukça uzakta oldugundan, (yapilan
denemelerde bu kolun Dünya'ya en yakin oldugu durumda 0,35 'lik boyutsuz, dolayisiyla
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·1

Sekil: 22 - Li Bogazindan Geçerek Dünya'dan Ay'a Gidis Yörüngesi

0,35*(Dünya-Ay mesafesi) = 0,35*(384400 km) = 134540 km'lik bir uzakliga sahip
oldugu saptanmistir. AEA yörüngesininDÜllya'ya daha yakin olamamasinin arkasinda yatan
neden 2.3. no'lualt bölümde deginilmis olan degismez torlann varligidir; yörünge iç alt
bölgedeki degismez torun disinda kalmak durumundadir.) Dünya'nin çevresindeki bir park

Sekil: 23 - Sekil: 22'deki Sistemin Li Civarinin Yakindan Görünüsü
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yörüngesinden bu kola baglanti nasil saglanacaktir? Bunun cevabi "Üç Cisim Lambert
Problemi" ile verilmektedir. Bir "iki nokta sinir deger problemi" olan "klasik (Iki Ci sim)
Lambert Problemi"nden farkli olarak söz konusu sistemde Dünya ve uzayaracina ek olarak
Ay'in da etkisi hesaba katilarak park yörüngesi ile AEA yörüngesi arasinda uygun bir
baglanti yayi hesaplanmaktadir. Buradan su sonuç çikarilabilir: AEA yörüngelerinin
simülasyonlarinda ele alinan problemlere yeni yaklasimlar getirilmesinde, ele alinabilecek
problemlerin zenginlestirilmesinde ve bu sayede tüm Günes Sistemi'ni kapsayabilecek
genellikte bir yöntemin gelistirilmesinde Dinamik Sistemler Kurami'na Lambert
Problemi'nin eslik etmesi bir gereklilik olarak ortaya çikmaktadir. [7] no'lu kaynagin öz
kisminda bu yeni ve daha zengin yaklasim "Patching Conic - Manifolds Method" olarak
adlandirilmistir. Buna Türkçe karsilik olarak "Tünel ~ Yay Yöntemi" uygun görülmüstür.

Yukarida yapilan saptamayi destekler nitelikte, literatürdeki baska çalismalardan da
bahsetmek yerinde olacaktir. Sadece iki ayri sisteme ait degismez tünellerin hesaplanan bir
baglanti hiz degisimi araciligi ile birlestirilmesi esasina dayanilarak, literatürde çesitli
çalismalarda esas alinarak simülasyonu gerçeklestirilebilmis olan "Esmerkezli Birlesik
Sistemler"inözelligi, iç içe dönmekte olan iki farkli üç cisim sistem için ortak olan en büyük
kütleli cismin etrafinda dolapmakta olan ikinci büyük kütleli cisimlerin birbirlerine yakin
olmalaridir. Bunun açiklamasi su sekilde yapilabilir: Içteki üç cisim sisteminin dis
homoklinik yörüngeleri distaki sistemin iç degismez torunun disinda kalmakta ve distaki üç
cisim sisteminin iç homoklinik yörüngeleri ise, içteki sistemin dis degismez torunun içinde
kalmaktadir. Esmerkezli Birlesik Sistemler'in simülasyonlarinda iç içe konumlanmis
durumda olan iki sistemin açisal hizlarindaki farki hesaba katmayi saglayacak sekilde
gelistirilmis dinamik Poincare kesiti alici programlar kullanilmaktadir. [9] no'lu kaynakta
böyle bir problem ele alinmistir. Bu makalede, birbirine yukarida tanimlanan kosulu
saglayacak yakinlikta olan Jüpiter'in iki uydusu, Jüpiter'e daha yakin olan Europa ile
Ganymede arasinda baglanti kuran bir AEA yörüngesinin simülasyonu ortaya konmustur.
Yazarlarin "Petit - Grand Tour (Küçük - Büyük Tur)" adini koyduklari bu çalisma ile elde
edilen YÖrÜllgeSekil: 24'te görülebilir. Bu yörüngenin takip ettigi degismez tünel yapisi da
Sekil: 25 'te verilmistir. Degismez tünel yapilarinin görev tasarimi için yeterli olmadigi

"'-.'-~--'-_...

Uzay
A.raenmi

Yöiiiiigesi

Sekil: 24 - Küçük - Büyük Tur Yörüngesi [9]
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Sekil: 25 - Sekil: 24'teki Yörüngenin Takip Ettigi Degismez Tünel Yapisi [9]

Esmerkezli Birlesik Sistemler için ise "Tünel - Yay Yöntemi"ne basvurulma zorunlulugu
vardir. Neredeyse tüm gezegenlerarasi seyahat problemleri bu tip sistemlere örnek
olusturdugundan, Günes Sistemi ölçeginde görev tasarimlan söz konusu oldugunda, DSK
Lambert Problemi ile desteklendi gi takdirde islevsellik kazanmaktadir. [7] ve [8]'de ele
alinmis olan Dünya'dan Venüs'e ve Dünya'dan Mars'a gidis problemlerinde, en büyük
küt1eli cisim olan Günes ortak merkezde bulunmakta ve ayri sistemlerin ikinci büyük kütleli
cisimlerinin (Dünya ile Venüs ve Dünya ile Mars) birbirlerine mesafeleri degismez torlar ile
ilgili kosulu saglamaktan oldukça uzak olacak sekilde büyüktür. Bu durumda iç içe sistemler
arasindaki baglanti Iki Cisim .Lambert Problemi 'nin çözülmesi yoluyla elde edilen aktarim
yaylari araciligi ile saglanmaktadir. Bu tür simülasyonlarda, Dünya'dan Ay'a gidis
probleminden farkli olarak klasik Lambert Problemi 'nden yararlanilmasinin nedeni iki
sistem arasinda kalan, her iki sisteme ait ikinci büyük kütleli cisimlerin çekim etkilerinin az
oldugu bölgede uzayaracina etki eden çekim kuvvetinin sadece Günes'ten kaynaklandigi
kabul edilebileceginden aracin hareketinin iki cisim problemi yaklasimi ile ele
alinabilmesinin mümkün olmasidir. Degismez tünelleri izleyerek Hill bölgelerinden
mümkün oldugunca uzaklasarak birbirlerine yaklasan iki ayri sisteme ait yörüngeler, uç
noktalari için çözülen sinir deger problemi ile bulunan uygun bir Lambert yayi ile
birbirlerine baglanmaktadir. [7] no'lu kaynakta belirtildigi gibi, Tünel - Yay Yöntemi'ne
dayanilarak yapilabilecek gezegenlerarasi yolculuk için gerekli ~ Vtopiamdört bilesene
sahiptir. Birinci bilesen uzayaracini Dünya etrafindaki bir park yörüngesinden Günes­
Dünya-uzay araci (GDU) sisteminin Venüs'e gidilmekte ise Li civarindan, Mars'a
gidilmekte ise L2 civarindan ayrilan kararsiz degismez tüneli olusturan yörüngelerden birine
oturtmak için gerçeklestirilen manevradir ve ~ Vs ile gösterilir. Ikincisi aracin tünel
yörüngesinden Lambert yayina geçisini saglayan hiz degisimi olan ~ V i' dir. Üçüncüsü
Lambert yayindan araci gidilmekte olan gezegene tasiyacak olan kararli tüneli olusturan
yörüngelerden birine geçis için gerekli olan manevradir (~V2). Son bilesen, Günes-Gezegen­
uzayaraci sisteminin Venüs'e gidilmekte ise L2 civarina, Mars'a gidilmekte ise Li civarina
uzanan kararli degismez tünel yörüngesini takip ederek gezegen yakinina varan uzay
aracinin bu gezegen çevresinde bir kapali yörüngeye oturtulmasi için hizin degistirilme
degeri olan ~VE'dir:

~Viopiam= ~VS +Mi +~V2 +~VE (6)

Söz konusu makalelerde üzerinde durulan bu iki simülasyon sonucunda elde edilmis
olan yörüngeler Sekil: 26 ve 27'de görülmektedir.
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Sekil: 26 - Tünel- Yay Yöntemi Ile Dünya'dan Venus'e Gidis Yörüngesi [8]
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Sekil: 27 - Tünel - Yay Yöntemi Ile Dünya'dan Mars'a Gidis Yörüngesi [8]
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Sonuç

Genel itibariyle, yeni bir yöntem ile ilgili arastirma yapilarak esaslarinin anlasilniaya
ve anlatilmaya çalisilmasi seklinde gerçeklestirilen bu çalismada, Dinamik Sistemler
Kurami 'nin Günes Sistemi 'ndeki çogu gök cismi ile ilgili görev tasarimlarina imkan verdigi;
bunlardan birbirlerine yakin olanlar arasindaki alçak eneijili aktarim yörüngelerinin, tek üç
cisim sistemi ya da mafsalli veya esmerkezli birlesik sistemler olarak adlandirilan dört
cismin meydana getirdigi iki üç cisim problemi yaklasimlari ile, uzak olanlar arasindaki
ABA yörüngelerinin ise, Tünel - Yay Yöntemi kullanilarak elde edilebildigi ortaya
konmustur.

Hem bilimsel açidan, hem de mühendislik açisindan önemli ve ilgi çekici olan
Dinamik Sistemler Kurami'nin, Lambert Problemi gibi Astrodinamik'in klasik bir araci ile
tümlestirilebiliyor olmasi, arastirmacinin diger Gök Mekanigi alanlarinda arayislara
girmesine önayak olarak, onun ufkunun genislemesine vesile olabilir. Esas itibariyle sayisal
yöntem kullanimina dayanan uygulanma biçimi ile de, arastirmacinin kendisini bu yönden
gelistirmesini gerekli kilar. Dolayisiyla, çok yönlü bir arastirma ve uzmanlasma alani olarak
degerlendirilebilecek bu yöntemden, Dünya genelinde yakin gelecek için planlanan uzay
çalismalarinda gittikçe artan bir oranla yararlanilacagi öngörülebilir.
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