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OZET

KISMI TUREVLI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN DERIN
OGRENME VE MAKINE OGRENMESI ALGORITMALARI iLE
SAYISAL COZUMLERI

Burcu Ece ALP

Diferansiyel denklemler, hesaplamali bilimlerde gesitli doga olaylarin mo-
dellenmesinde kullanilmaktadir. Sayisal yontemler bu tiir denklemleri ¢6z-
mek icin bir segenek olmustur. Yar: analitik ve yakinsak ¢6ziim fonksiyon-
lar1 da, sayisal ¢oziimler gibi bir ¢cok arastirmaci tarafindan tercih edilmek-
tedir. Makine 6grenmesi ve derin 6grenme yontemlerinin alt bashg olan
yapay sinir aglari, gesitli diferansiyel denklem tiirlerini ¢ozerek siirekli ¢o6-

ziim fonksiyonlar: olusturmak icin giderek daha fazla kullanilmaktadir.

Bu tezde, kismi tiirevli diferansiyel denklemleri derin 6grenme ve ma-
kine 6grenimi algoritmasi ile modellemek icin fizikle 6grenen sinir aglar:
(PINN) metodu kullamilmaktadir. PINN rezidii, baglangi¢ ve simir kosulu
parcalarindan olusan fiziksel kayip fonksiyonunu en az indirgemek icin egi-

tilerek kism diferansiyel denkleme yaklasik ¢o6ziimler iiretmektedir.

Sonlu bir alan iizerinde degisken katsayilh kesirli difiizyon denklemlerini,
diferansiyel denklem sistemlerinin saysial ¢6ziimlerinde PINN metodunun
uygulanabilirligi gosterilecektir. Olusan hata analizine gore, mevcut PINN
yonteminin dikkate alinan hesaplama uzay-zaman alaninda dogru ¢oziimler

saglayabildigi sunulacaktir.
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ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTIONS OF PARTIAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS WITH DEEP LEARNING AND MACHINE LEARNING
ALGORITHMS

Burcu Ece ALP

In the domain of computational sciences, differential equations play a pivo-
tal role in the modeling of diverse natural phenomena. Numerical methods
have emerged as a prevalent approach for addressing these equations. Re-
searchers have demonstrated a strong predilection for semi-analytic and
convergent solution functions, along with a preference for numerical solu-
tions. A notable trend in recent times has been the increased utilization
of artificial neural networks, a subfield of machine learning and deep le-
arning methods, for generating continuous solution functions through the

solution of various types of differential equations.

In this thesis, the physics learning neural network (PINN) method is emp-
loyed to model partial differential equations with deep learning and mac-
hine learning algorithms. The PINN model is trained to minimize the
physical loss function, which consists of residual, initial, and boundary
condition components, thereby producing approximate solutions to the

partial differential equation.



The efficiency of the PINN method in numerical solutions of systems of
differential equations, including fractional diffusion equations with variable
coefficients over a finite domain, will be demonstrated. A detailed error
analysis will be conducted to demonstrate the efficacy of the existing PINN
method in producing accurate solutions within the specified computational

space-time domain.

Keywords : partial differential equation, physics informed neural ne-
tworks, fractional partial differential equations, deep learning, machine

learning, system of differential equations.
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BOLUM 1
GIRIS

Bircok miihendislik problemleri ve fen bilimleri uygulamalarinda kargilagtigimiz kismi
tiirevli diferansiyel denklemlerin analitik ¢oztimleri kimi zaman zor veya karmagik he-
saplamalar icermektedir. Ciinkii bu problemlerinin ¢ogu analitik ¢6ziim yontemlerinin
kullanimimi engelleyen karmagik geometriler, karigik sinir kogullar1 ve/veya dogrusal
olmayan Ozellikler icermektedir [52]. Bununla birlikte, sayisal yontemler ile ¢oziimii
olmasi halinde de bu ¢oziimler her zaman avantajli degildir; sayisal yontemlerin he-
saplamali fizik problemlerinin ¢éziimiine uygulanmasi i¢in ilgili alanin discritize edile-
bilmesi, diferansiyel denklemin ve sinir, baglangic kosullarinin uzay ve zamanda ayrik
noktalarda gecerli olan yaklasik, cebirsel denklemlere doniigtiiriilebilmesi ve kismi
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin hesaplanmasinin maliyetli ve uzun zaman ge-
rektirici gibi engelleri agmasimi gerektirmektedir. Bu denklemlerin istenilen ¢éziimlere
daha pratik olarak bizi ulagtirabilecek bazi yeni yontemler geligtirilmistir. Bu yontem-
leri kullanarak denklemlerin sayisal ¢oziimleri daha kisa zamanda istenilen sartlara
uygun olarak elde edilebilmektedir.

Sinir aglarinin fonksiyon yaklagtirma yeteneklerinden yararlanan veriye dayali model-
leri, yukaridaki gerekliliklere tabi olmadan ve egitildikten sonra minimum hesaplama
cabasiyla hizli bir gekilde dogru sonuglar verebildikleri igin sayisal yontemler uygu-
layan modellere iyi bir alternatiftir [65]. Biiyiik 6lglide paralel programlama genel
amagl hesaplama yapabilen grafik iglem birimlerinin (GPU’lar) mevcudiyeti (6rne-
gin, NVIDIA'min CUDA uyumlu GPU’lar1) ve giiglii, agik kaynakh makine 6grenimi
yazilimlarmin erigilebilirligi (6rnegin, Python’ da TensorFlow kiitiiphaneleri) de sinir
aglarmin hesaplamali fizik problemlerine uygulanmasina olan ilginin artmasina katki
saglamaktadir. Bununla birlikte, geleneksel sinir ag1 ¢aligmalari, ilgilenilen alan iize-
rinde bir fonksiyona dogru bir sekilde yaklagsmak igin tipik olarak biiyiik egitim veri

kiimeleri gerektirir.



PINN goézlemlenen verilere uyum saglama ve KDD’ ler {izerindeki rezidiileri en aza
indirme gibi ikili bir amaci olan yeni bir yapay zeka cgercevesidir. Rezidii, baglangic
ve sinir kogulu parcalarindan olusan fiziksel kayip fonksiyonunu en az indirgemek igin
egitilerek kismi diferansiyel denkleme yaklagik ¢oziimler iiretebildigi anlagilmaktadir.
Bu tez ¢alismasinda, sonlu bir alan tizerinde degisken katsayili kesirli difiizyon denk-
lemleriniN, diferansiyel denklem sistemlerinin saysial ¢oziimlerinde PINN metodunun
uygulanabilirligi gosterilecektir. Olugan hata analizine gore, mevcut PINN yontemi-
nin dikkate alinan hesaplama uzay-zaman alaninda dogru ¢oziimler saglayabildigi
sunulacaktir|24]. Tez galigmasinin boliimlerinde anlatilacak konular agagidaki sekilde

yapilandirilmigtir.

e Boliim 2’de boliimiinde literatiirdeki ilgili caligmalar anlatilacaktir.

e Boliim 3’de, yapay zeka, makine 0grenmesi ve derin 6grenme kavramsal tani-
timlar1 ve yapay sinir ag1 mimarisi tanitilacaktir. Tezde problem ¢oziimlerinde

uygulanan PINN’ in temel teorik yonleri sunulacaktir.

e Boliim 4’ te, kesirli difiizyon denklemi tanitilarak ve PINN yontemi uygulanarak

elde edilen sayisal ¢oziimleri, hata analizi grafikler ile birlikte anlatilacaktir.

e Boliim 5’ te, ele alinan diferansiyel denklem sistemleri tanmitilarak ve PINN yon-
temi uygulanarak elde edilen sayisal ¢ozlimleri, hata analizi grafikler ile birlikte

anlatilacaktir.

e Boliim 6’ da, bu caligmanin katkilar: ve sonucu 6zetlenecektir. Ayrica gelecekteki

aragtirmalar i¢in yon gosteribilecek calisma alanlarindan bahsedilecektir.



BOLUM 2

KAYNAK OZETI

2.1 Kismi Diferansiyel Denklemlerin Sayisal Coziim-

lerine Bakig

Kismi diferansiyel denklemlerin (KDD’ler) incelenmesi 18. yiizyilda Euler, D’ Alembert,
Lagrange ve Laplace’in ¢aligmalarinda, stirekli mekanigin tanimlanmasinda merkezi
bir ara¢ olarak ve daha genel olarak, fizik bilimindeki modellerin analitik ¢aligma-
larinda baglamigtir. KDD’ler 19. yiizyilin ortalarindan itibaren, 6zellikle Riemann’in
calismalariyla birlikte, matematigin diger dallarinda da 6nemli bir arag¢ haline gel-
mistir [9].

Fiziksel KDD’ler sirasiyla dalga, 1s1 ve sivi hareketi problemlerini modelleyen dalga
denklemleri, difiizyon denklemleri ve konveksiyon denklemleri olarak kategorize edi-
lebilir [18], [38]. Yaygn olarak bilinen bazi KDD’ler, kismi diferansiyel denklemi,
zamana baglh difiizyon denklemi ve 1s1 denkleminin yani sira kiitlenin korunumu ya-
sasina dayanan Navier-Stokes denklemini igermektedir [48].

Kismi diferansiyel denklemlerin (KDD’ler) ¢oziimiine yonelik sayisal yontemlerin uy-
gulanmasi farkli yaklagimlar altinda gergeklestigi bilinmektedir. Sonlu farklar [75],
sonlu elemanlar yontemi [43] , sinir elemanlar yontemi [78|, spektral yontemler ola-
rak adlandirilan tiim bu sayisal teknikler arasindadir. Bu yontemlerden bazilariyla
diferansiyel denklemlerin fark denklemleri veya cebirsel denklemler olarak ifade edile-
bilen klasik Taylor serisi agilimina dayanmaktadir. Burada belirtilen yontemlerin her
birinde, stirekli denklemler, yaklagik ¢oziimler elde etmek igin ayrik forma doniigtii-
riillmektedir. Bunlarin sayisal ¢éziimiinde geleneksel yaklagimlarin bir takim sinirla-
malar1 oldugu goriilmektedir. Bu yontemler zaman acisindan hassastir ve genellikle

ayriklagtirma yontemi tarafindan diizenlenen dogruluk sirasina gore dogru ve giive-



nilir sonuglarin elde edilmesi kolay degildir.

Herhangi bir sayisal yontem icin nihai amag, problemin gercek c¢oziimiine yeterince
yaklagmaktir. Genel olarak KDD’lerin dogal karmasikligi, mevcut birgok ¢oziicii tek-
niginin veya yazilimin en verimli veya dogru olmayabilecegi biiyiik bir zorluk tegkil
etmektedir.

Kismi diferansiyel denklemleri (KDD’ler) ¢ézmek igin klasik sayisal yontemlerin dog-
rudan uygulanmasindan kaynaklanan zorluklar1 hafifletmek i¢in alternatif bir yakla-
sim, makine 6grenimi (MO) tekniklerinin uygulanmaya baslandigini gériilmektedir.
Cesitli makine 6grenimi yontemleri, kismi diferansiyel denklemlere dayali temel mate-
matiksel modelden ¢ok az miidahale ile veya hi¢ miidahale etmeden tamamen veriye

dayali bir felsefe kullanilmaktadir.

2.2 Makine Ogrenimin Kismi Diferansiyel Denklem-

lerin Sayisal Coziimlerinde Etkisi

KDD’lerin zengin yapist ve KDD’leri dogru bir gekilde ¢ozmek i¢in gereken ¢odziim
uzay1l hakkindaki kalite ve on bilgi géz oniine alindiginda, sinir ag1 mimarisi, yapay
zeka ve makine 6greniminden yararlanmak dogal goriinmektedir [58].

Son zamanlarda, devam eden makine 6grenimi devrimi, hem simiilasyonlardan hem de
deneylerden fiiretilen yiiksek kaliteli verilerin artan zenginligine dayanarak KDD’leri
¢ozmek i¢in tamamen yeni bir yaklagim sunmaktadir. Makine 6grenimi KDD’leri in-
celemek icin yaklagik otuz yildir uygulaniyor olsa da, hesaplama yetenekleri ve algo-
ritmalarindaki bazi 6nemli gelismeler, son on yilda bu c¢abalar1 6nemli 6l¢iide ortaya
koymaktadir. Fizigi makine 6grenimine dahil etmenin énemi de son yillarda giderek
daha acik hale gelmistir |7, 8, 10, 11, 21].

KDD’leri veriden 6grenmek, karmagik bir sistemin davranigini “taklit etmek” i¢in de-
rin 6grenmeyi kullanan alternatif yaklagimlara gore birgok avantaja sahiptir [44]. Bi-
rincisi, KDD’ler dogrudan geometriye, korunum yasalarina, simetrilere, kisitlamalara
vb. baglanabilmeleri anlaminda dogas1 geregi yorumlanabilirdir. Ikincisi, KDD’ler si-
nir kogullarini ve parametreleri degistirerek ¢ok cesitli fenomenler ve ayriklagtirmalar
ortaya cikabilecegi icin oldukca genellestirilebilir. Geleneksel sayisal yontemlere ben-

zer sekilde, makine 6grenimi diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerine yiiksek dogrulukla



yaklagabilmektedir. Bilinen 6rnekler arasinda derin Ritz yontemi [30], derin Galerkin

yontemi [71], noral adi diferansiyel denklemler [15] yer almaktadir.

2.3 Yapay Sinir Aglarimin Kismi Diferansiyel Denk-

lemlerin Sayisal Coziimlerine Etkisi

Yapay sinir aglarmim (YSA) kullanimimin, ¢ok sayida miihendislik problemi i¢in ol-
dukca etkili bir ¢oziim oldugu bilinmektedir. Oriintii tanima, tahmin etme, resim
siniflandirma, finansal tahmin ve veri sikigtirma gibi miithendislik problemlerinin yani
sira matematik problemlerinin ¢oziimiinde de yapay sinir aglar1 kullanilmaktadir. Li-
teratiirde lineer adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in ileri beslemeli aglar kulla-
nilmigtir [54|. YSA’da diferansiyel denklemin ¢oziimiine yaklagmak i¢in toplam karesel
hata miktarimi 6znel hataya dayali bir yaklagim {iretmistir [32]|. Riccati diferansiyel
denkleminin yaklagik ¢oziimii i¢in hibrit metot 6nerilmistir [61]. Diferansiyel denk-
lemlerin ¢oziimiinde ¢ok katmanh algilayict ve radyal temelli fonksiyon kullanildig
galigmalarin tamitildigi genis bir aragtirma onermistir [45]. Hornik [40] ve Cybenko
[22], ¢ok katmanli ileri beslemeli sinir aglarimin evrensel fonksiyon yaklagimeilar: ol-
dugunu kanitlayarak, yeterli biiytikliikte ve yeterli egitime sahip, 1s1 transferi olayla-
rin1 yoneten diferansiyel denklemler de dahil olmak {izere diferansiyel denklemlerin
¢oziimlerini dogru bir sekilde yakinsayabilecegini dolayli olarak kanitlandigi calisma-
larda goriilmektedir.

Yapay sinir aglari, adi ve kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimiinde de ¢ok
sayida uygulama alani bulmustur [62, 29, 49]. YSA’lar, eldeki sistemin fiziksel 6zellik-
leri hakkinda herhangi bir 6n varsayim olmaksizin yiiksek boyutlu bir uzayda ¢oéziimi
ogrenebildikleri i¢in karmagik bagimliliklar: 6grenmek i¢in 6zellikle uygundur [77]. Ya-
pay sinir aglari, derin 6grenme teknikleri, ozellikle geleneksel yontemlerin zorlandigi
durumlarda, KDD’leri daha verimli ve esnek bir gekilde ¢6zmek icin bir alternatif

yontem olmustur.



2.3.1 Fizikle Ogrenen Sinir Aglar1(PINN)

PINN metodunun tanimi, teknik bilgisi detayl olacak gekilde bir sonraki béliimde
verilecek olup, bu boliimde PINN’ in tarihsel olusumundan bahsedilecektir.

Raissi ve arkadaglar:1 2019 yilinda kismi diferansiyel denklemleri ¢ézmeye yonelik bir
sinir ag1 yaklagimi olarak tamtmiglardir;[66]; ancak Psichogios ve arkadaglarinin [64]
ve Lagaris ve arkadaglarmin [49] galigmalari, PINN cercevesinin geligtirilmesi igin
onemli adimlar atilmig olup ve teorik temelinin ¢ogu bu caligmalarda saglanmistir.
Raissi ve arkadaglarindan 6nceki ¢aligmalar1 6zetlersek; Psichogios ve arkadaglari, bir
sinir ag1 ve 6n bilgi iceren bir ilk prensipler fizik modelinden olusan “hibrit” siire¢ mo-
dellerinin, yalnizca bir sinir agindan olusan siire¢ modellerinin dogrulugunu énemli
Olclide artirabilecegini ve egitim verisi gereksinimlerini azaltabilecegini gostermistir.
Birkag yil sonra, Lagaris ve arkadaglar [47], veriye dayali egitim ihtiyacini ortadan
kaldiran diferansiyel denklemlerin ¢oziimiine yaklagmak, sinir aglarini egitmek igin
yeni bir yontem onermislerdir. Bu teknigin, geleneksel semalara kiyasla sayisal basit-
lik de dahil olmak {izere gesitli avantajlar sunmaya baglamistir. Performans agisin-
dan (dogruluk ve egitim hesaplama stiresi agisindan) miikemmel olmamasina ragmen,
PINN’ler kismi diferansiyel denklemler (KDD’ler) gibi geleneksel yontemler igin zor
olan zorluklari ele almak i¢in bir alternatif sunmaktadir.

PINN teknigi, kollokasyon noktalari olarak bilinen énceden tanimlanmig bir dizi veri
noktasinda denklemin kalintisini minimize etmesiyle ayirt edilir. Bu noktalarda, tah-
min edilen ¢ozlimiin diferansiyel denklemi saglamasi gerekmektedir. Bunu bagarmak
i¢in, kalinti ile iligkili fizik tabanl bir kayip fonksiyonu formiile edilir ve kullanilmak-

tadir.



BOLUM 3

METODOLOJI

Bu béliimde, fizikle 6grenen sinir aglar1 (PINN) metodolojisi tartisilacaktir. Ilk olarak
bu metodolojinin temelini olugturan tanimlar verilecektir. Yapay zeka, yapay zeka alt
metotlarindan makine 6grenimi ve derin 6grenme konularindan bahsedilerek yapay

sinir aglarina gegilecektir. Daha sonra, PINN metodu anlatilacaktir.

3.1 Yapay Zeka

Yapay zekanin en kapsamli tanimi, insanlarda gozlemlenen biligsel siirecleri taklit
ederek veri kullanimi yoluyla yeteneklerini gelistirme kapasitesi sergileyen sistemleri
veya makineleri kapsar. Diger bir deyisle, yapay zeka, bilgisayarlarin su anda insanlar
tarafindan gergeklestirilen gorevleri yerine getirmek iizere nasil programlanabilecegi-
nin incelenmesiyle ilgilenen bir alandir.

Yapay zeka (YZ) terimi ilk kez 1956 yilinda John McCarthy tarafindan kullamlmig
ve McCarthy sinir aglar1 iizerine yaptig1 galigmalarla bu alanin yonelimini saglam-
lagtirmigtir [27]. McCarthy’'nin ortaya koydugu gibi, akillh makinelerin ve o6zellikle
de akilli bilgisayar programlarinin geligtirilmesiyle ilgilenen miihendislik disiplinidir.
Yapay zekanin geligtirilmesi, insan beyninin igleyiginin, problem ¢ézmenin temelini
olugturan 6grenme ve karar verme siireglerinin kapsamli bir gekilde anlagilmasina ve
bu anlayiglarin akilli yazilim ve sistemler olugsturmak ic¢in kullanilmasina dayanmak-
tadir [76].

Matematik, YZ’de her zaman ¢ok onemli ve vazgegilmez bir rol oynamaktadir. On
yillar 6nce, K-en yakin komgu [20], destek vektor makinesi [19] ve AdaBoost [34] gibi
YZ ile ilgili pek ¢ok klasik yaklagim, matematiksel formiilasyonlar1 olugturulduktan

sonra Onerilmig ve geligtirilmistir. Son yillarda, derin 6grenmenin hizla gelismesiyle



birlikte YZ, matematik camiasinda giderek daha fazla ilgi gérmeye baglamigtir [53].
Markov siireci, minimax optimizasyonu, Bayesian istatistikleri ve Bayesian 6grenmesi
ile donatilmig birgok YZ uygulamasinda en uygun araglar haline geldi [33].

Sonraki béliimde yapay zekanin birer alt alani olan makine 6grenimi ve derin 6grenme

yontemlerinden bahsedilecektir.

3.2 Makine Ogrenimi

Makine 6grenimi, bir veri setine dayali olarak akilli tahminler gergeklestiren genis
bir algoritma yelpazesini ifade eden bir terimdir [50]. Yapay zekanin bir alt dal olan
makine 0greniminin amaci, insanlarin 6grenme kapasitesini taklit etmektir. Bu, bir
modelin 6ngoriilemeyen ve belirtilmemis kosullara uyum saglamasini gerektirir. Bu
amaca ulagmak i¢in makine 6greniminde, biiyiik veri setlerini modelleyecek algorit-
malar kullanilmaktadir.

Makine 6grenimi, ham verilerden bilgi elde etmek ve bunlar1 yapilandirilmig bir bi-
¢imde temsil etmek i¢in algoritmalar kullanilmaktadir. Model daha sonra heniiz mo-

dellemeye tabi tutulmamisg veriler hakkinda bilgi ¢ikarmak i¢in uygulanmaktadir.

3.2.1 Makine Ogrenimi Tiirleri

¢ Denetimli Makine Ogrenimi: Denetimli makine 6grenimi, sinir agmn eti-
ketli veri kiimelerine dayali olarak tahminler yapmay1 veya verileri simiflandir-
may1 0grendigi makine 6grenimi teknigidir. Burada hedef degiskenlerle birlikte
her iki girig 6zelligini de kullanir. Sinir agi, tahmin edilen ve gercek hedef ara-
sindaki farktan kaynaklanan hataya dayali tahminler yapmay1 6grenir, bu stireg
geriye yayillma olarak bilinir. Derin 6grenme algoritmalari, goriintii simflandir-
malar1 ve tanima, duygu analizi, dil gevirileri vb. gibi bircok denetimli gérev

i¢in kullanmilmaktadir.

e Denetimsiz Makine Ogrenimi: Denetimsiz makine égrenimi, sinir agmn
etiketsiz veri kiimelerine dayali olarak ortintiileri kegfetmeyi veya veri kiime-
sini kiimelemeyi 6grendigi makine 6grenimi teknigidir. Burada hedef degiskenler

yoktur. Makine, veri kiimeleri i¢indeki gizli kaliplar1 veya iligkileri kendi kendine



belirlemek zorundadir. Oto kodlayicilar ve {iretken modeller gibi derin 6grenme
algoritmalar1 kiimeleme, boyut azaltma ve anomali tespiti gibi denetimsiz go-

revler i¢in kullanmilmaktadir.

e Pekistirmeli Makine Ogrenimi: Kendi kendini denetleyen 6grenmenin bir
uzantisi da pekistirmeli 6grenmedir. Her iki algoritma ayni yaklagimi kullanarak
tanimlanmamuis etiketsiz verilerle 6grenme islemini gerceklestirir. Ancak pekis-
tirmeli 6grenme modele bir geri bildirim dongiisii, bir nevi hafiza gorevi géren
anahtar dongii ekler [59]. Gorevini dogru bir gekilde yerine getiren pekigtirmeli
ogrenme, girdi ve ¢ikt1 degerlerini iligkilendirirken modeli giiclendiren olumlu
bir geri bildirim alarak modeli 6diillendirir. Aym sekilde yanlig ¢oziimler igin
olumsuz geri bildirim alarak modeli cezalandirir. Bu acilardan sistem bir nevi

hafiza gibi davranan, 6diil —ceza sistemine dayali bir gsekilde ¢ahigmaktadir [57].

Matematiksel bakig acisiyla, makine 6grenimi genellikle belirli fonksiyonlara yak-
lagmak igin sinir aglari ile dogrusal olmayan modeller olugturmaktadir. Ayrica bir
sonraki boliimde anlatilacak olan derin 6grenme geleneksel makine 6grenimi algorit-
malarina gore en 6nemli avantajlarindan biri, otomatik 6zellikler ¢ikarma yetenegine

sahiptir [1].

3.3 Derin Ogrenme

Derin 6grenme, yapay sinir agl mimarisine dayanan bir makine 6grenimi daldir. Bir
yapay sinir agi, girdi verilerini islemek ve bunlardan bir gseyler 6grenmek i¢in birlikte
¢alisgan noron adi verilen birbirine bagh diigiim katmanlarini kullanmaktadir. Tam
baglantili derin sinir ag1 diye ifade edilen sinir aglar: ise, bir girig katmani ve birbiri
ardina baglanmig bir veya daha fazla gizli katmanlara sahiptir. Her néron bir 6nceki
katman noronlarindan veya giris katmanindan girdi almaktadir. Bir néronun ¢iktisi,
agin bir sonraki katmanindaki diger noéronlara girdi olur ve bu islem son katman
agin ¢iktisin iiretene kadar devam eder. Sinir agimin katmanlari, girdi verilerini bir
dizi dogrusal olmayan doniigiim yoluyla donitistiirerek agin girdi verilerinin karmasik
temsillerini 6grenmesini saglamaktadir. Giinlimiizde derin 6grenme yapay zekast, bil-
gisayarla gorme, dogal dil isleme ve takviyeli 6grenme gibi gesitli uygulamalardaki

bagarisi nedeniyle makine 6greniminin en popiiler ve goriiniir alanlarindan biri haline



gelmektedir.

Ozetleyecek olursak; YZ, “insan” zekasini taklit etmeyi amaclayan bilgisayar sistemle-
rinin teorisi ve geligtirilmesi olarak tanimlanabilmektedir. Makine 6grenimi, bilgisayar
sistemlerine “kendi kendine 6grenme” yetenegi kazandirmak icin istatistiksel teknik-
ler kullanan bir YZ alt disiplinidir; yani makine 6grenimi, algoritmalarin tahminlerini
iyilestirmek igin modellerini uyarladiklar1 yerdir, boylece belirli bir goérev i¢in perfor-
mansta agamali bir iyilesme olmaktadir.

Derin yapilandirilmis 6grenme veya hiyerarsik 6grenme olarak da bilinen derin 6g-
renme, YSA’dan 6nemli 6l¢iide yararlanan bir makine 6grenimi yontemleri ailesidir:
“derin”, girdi ve ¢ikt1 arasindaki katman veya yineleme sayisini ifade eder. Sekil 3.1
de yapay zeka, makine 6grenimi ve derin 6grenme arasindaki iligkinin gorseli yer al-

maktadir.

&

Yapay Zeka

5ok

Makine Ogrenimi

i

Derin Ogrenme

Sekil 3.1: Yapay zeka, makine 6grenimi ve derin 6grenme arasindaki iligkinin grafiksel
ozeti

3.4 Yapay Sinir Aglar:

Yapay sinir aglari, derin 6grenme alaninda kullanilan bir model tiiriidiir. Yapay sinir

aglari, birbirine bagh yapay noronlardan olusan bir koleksiyondur. Bu néronlar diger
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noronlardan bilgi alir ve aktarir. Diger bir anlatimla ham verilerden ¢ikarilan bilgileri
birlegtirmek i¢in model gorevi goren yapisal tanimlamalardir. Bu yapilar veya mo-
deller, bilinmeyen verilerin tahmin edilmesi amaciyla kullanilabilir. Yapay sinir agi

semas1 Sekil 3.2’de gosterildigi gibidir. Bir yapay sinir ag1 yapisi agagidaki gibidir:

Cikh Katmam

Cirdi
Katmam Gizli Katmanlar

Sekil 3.2: Yapay sinir ag1 yapisi [6]

1. Girdi/Girig Katmani:

e Sistem ham verileri girdi olarak alir.

e Bu katmandaki néronlar girig verilerinin tek bir ozelligi ile iligkilidir.
2. Gizli Katmanai:

e Noronlar girdi verilerinin iglenmesinden sorumludur.

e Modelin birbirini izleyen her katmani veriler {izerinde bir doniigiim gergek-
lestirir ve boylece degiskenler arasinda var olan karmasik iligkileri yakala-

maktadir.

e Katman ve noron sayisi, ¢oziilmekte olan problemin karmagikligina bagh

olarak degigebilmektedir.

3. Qikt1/Cikig Katmani:
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e Nihai sonug iiretilir ve bu sonug bir siniflandirma etiketi, regresyon degeri

veya karar geklinde olabilir.
4. Baglantilar:

e Noronlar arasinda iletilen sinyallerin giicii, aralarindaki baglantilara ata-

nan agirliklara baglidir.

e Her noron ayrica gikigi ayarlamak igin bir sapma (bias) degerine sahiptir.

Bir YSA, tipik olarak néronlar veya diigiimler olarak adlandirilan ve katmanlar ha-
linde organize edilen birbirine bagh birimlerden olugsmaktadir. Ikiden fazla katmana,
cok sayida parametre ve katmanlar arasi baglantilara agirlik degeri denmektedir. DO
stirecinde, YSA’ya uygun veri iglemeyi saglamasi i¢in agirlik ve sapma (bias) degerleri
yerlegtirilmektedir. Her birim, énceki birimlerden kargilik gelen bir w; agirligi ile bilgi
almaktadir. Bu birimlerden gelen tiim bilgiler toplanir. Daha sonra bu toplama bir
sapma degeri eklemektedir. Ogrenme, genelde biiyiik verinin incelenmesi sonucu ger-
¢eklesmektedir. Siirecte temel algoritmalar degismez, ancak kodun belirli bir cevabi
se¢mek i¢in kullanilan agirlik ve sapma degerleri degigir. Son olarak, bir fonksiyon bu

toplami alir ve bir y ¢iktis1 saglamaktadir:

y=o( > wwi+h) (3.1)

Burada o aktivasyon fonksiyonu ve N 6nceki bilgi birimlerinin sayisidir.

Aktivasyon Fonksiyonu: Bir YSA’da aktivasyon fonksiyonu biyolojik sinir hiicre-
sini taklit eden anahtar yapilardir. Bir katmanin néronlarinim (diigiimlerinin) ¢kt
degerlerini bir sonraki katmana yaymak i¢in aktivasyon fonksiyonlar1 kullanilmakta-
dir. Aktivasyon fonksiyonlari, néronun aktivasyonunu saglayan skalerden skalere bir
fonksiyondur. YSAnin modelleme yeteneklerine egrisellik katmak i¢in de aktivasyon
fonksiyonlar1 kullamlmaktadir [74|. Dogrusal olmayan bir aktivasyon fonksiyonu, si-
nir aginin karmasiklhigini artirmanin anahtaridir. Bazi yaygin aktivasyon fonksiyonlari
arasinda diizeltilmig dogrusal birim (ReLU) [35], hiperbolik tanjant, sigmoid [23| ve
swish [69] bulunmaktadir. Bu fonksiyonlarin matematiksel ifadeleri ve grafikleri aga-

gida verilmektedir.
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Fonksiyon Tiirevi
Sigmoid fl2) = 4= f'(@) = f@)(1 - f(z))
Tanh f(z) = e f(x)=1~— f(x)?
0, <0 0, <0
ReLLU =q ") =4
. (@) { T @) {17 T
Swish | swishg(z) = swishi(x) = § = tanh(3) + £ | swish)(z) = L5022 4

Tablo 3.1: Aktivasyon fonksiyonlarin matematiksel gosterimi

tanh RelU

T T ™ T T T T
| -2 o F 4 —i =2 L] F 4
X X
sigmoid
1.0 4 —
—
= 0.5
-
0oL —— ,
—4 -2 0 2 4 —4 -2 o 2 4

Sekil 3.3: Yaygin olarak kullanilan aktivasyon fonksiyonlarinin grafikleri

Kayip Fonksiyonlari: Amag, belirli bir yapay sinir agini (YSA) baglangicta
programlandigi egitim verilerine yakimligini tespit etmektir. YSA'nin tahminlerinde
gozlemlenen hatadan bir metrik tiiretilir. Bu hatalarin daha sonra tiim veri kiimesi
iizerinden ortalamasi alinir ve sonuc¢ta YSA'nin idealine yakinhigini temsil eden tek
bir say1 elde edilir. Kayip fonksiyonlar1 yardimiyla egitilen YSA her adimda optimize

edilir.

3.4.1 Yapay Sinir Ag1 Mimarisi

YSA mimarisini A.z = b modeli baglaminda incelersek, A matrisi girdi verileri ve b
siitun vektorii A matrisindeki her satirin ¢ikti degerleridir. YSA’daki agirlik deger-
leri, x (parametre vektorii) degerleridir. YSA mimarisinde noéron sayisi, katman sayisi,

katmanlar arasindaki baglant: tiirleri bilgilerine gore tanimlanir [26]. Bir yapay sinir
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aginin gelisimi siirecindeki yapilar sunlardir:

Algilayici (Perseptron): Aktivasyon fonksiyonu olarak adim fonksiyonunu kulla-
nan yapay bir nérona yani diigiime “algilayici (perseptron)” denir. Girdi degerleriyle
carpilan ve daha sonra diigiimde toplanan agirlik degerleri reel sayilardir.

Genellikle tam bagl ag veya ¢ok katmanli perceptron olarak adlandirilan en basit
sinir ag1, birbirine bagh birden fazla yapay birimden olusur. Bu tiir bir ag, bir giris
ve bir ¢ikis katmanindan olusur ve aralarinda, belirli derinlik ve geniglige ve dogrusal
olmayan bir aktivasyon fonksiyonuna sahip gizli katmanlar vardir.

Cok katmanli perceptrondaki gizli katmanlar bir 6nceki katmandan gelen girdileri
alir. Her girdi belirli bir agirlikla ¢arpilir. Gizli katmanlardaki diigiimler ve ¢ikt1 kat-
mani da bir sapma degerine sahiptir. Daha once de belirtildigi gibi, gizli katmanlar
dogrusal olmayan bir aktivasyon fonksiyonuna sahiptir. Genel olarak, L. katmanh bir

ag su sekilde yazilabilir:

NO(z) ==z (3.2)
Ni(z) = c(W' N Hz) + 1) (3.3)
NE(z) = o(WENE (2) + b1) (3.4)

Burada W ve b sirasiyla agirlik matrisi ve bias vektoriidiir. (m x n) matrisidir; burada
n giris vektoriintin, m ise gikig vektoriiniin uzunlugudur. b bir (m x 1) vektordiir. Bu
garpim (m x 1) boyutunda bir y ¢ikt1 vektorii iiretir. Matris formunda, katmanlar

arasindaki hesaplama su sekilde yazilabilir:

A w11 Wi2 ... Win X1 by
Y2 W1 W22 ... Wap T2 by
=0 + (3.5)
| Ym | | W1 Wm2 . Wmn| |Tm] _bm_

Agirliklar ve sapma degerleri, 6 ile etiketlenen hiper parametreler olarak adlandirilan
egitilebilir parametrelerdir. Sinir aglarinin 6grenme prosediirii, belirli bir kayip fonksi-

yonunu en aza indiren optimize edilmis bir hiper parametre seti bulmaktir. En yaygin
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kayip fonksiyonlarindan biri, tahmin edilen ve gercek deger arasindaki farkin karesinin

ortalamasi 6lgen ortalama karesel hatadir (OHK). Su gekilde ifade edilebilir:

1
Lonk = N, Z 19: — il? (3.6)
i—1

Burada y; sinir aginin ¢iktisi ve y; hedef degerdir. Herhangi bir 6grenme prosediirii
baglamadan once hiper parametrelerin baglatilmasi gerekir. Rastgele baglatma ile 6g-
renme prosediirii derin sinir aglarinda kétii performans gostermektedir [51]. Buradaki
temel amag kesin degeri tahmin etmek oldugundan, kaybin en aza indirilmesi gerekir.

Bu optimizasyon problemi su sekilde gosterilebilir:

0" = argmingJ (0; z), (3.7)

Burada J, Denklem 3.7 'de amag fonksiyonudur. (6) 6grenilmekte olan model pa-
rametreleridir. Hiperparametreler, bu minimizasyon probleminin ¢oziimlerine yaklag-
tirlarak ardisik iterasyonlarda giincellenebilir. Gradyan inisi giincelleme kurali su
sekildedir:

0=0—-avVJh), (3.8)

Burada o 6grenme oranidir ve yerel bir minimuma ulagmak i¢in negatif gradyan yo-
niinde atilacak adimin boyutunu belirleyen bir parametredir [52]. Ogrenme oranmin
secimi, gradyan inisinin davranigini ve yolunu etkiler [54]. Ogrenme oram uygula-
masl i¢in yaygin olarak kullanilan teknik 6grenme orani azalmasidir. Bu yaklagim,
ilk iterasyonlarda (epoklarda) biiyiik bir 6grenme oraniyla baglar, ardindan 6grenme
oranini formla kademeli olarak azaltir. V.7 (0) ise kayip fonksiyonunun gradyanidir.
Burada giincelleme stokastik gradyan inisi algoritmas: kullanilarak gerceklestirilebilir
[52].

Gradyan inisi algoritmasi, ¢ok boyutlu bir uzayda, bir fonksiyonun egimi (gradyani)
boyunca hareket ederek minimum noktay1 arar. Bu siirecte algoritma, fonksiyonun
egimine gore adim adim ilerler. V7 (0) kayip fonksiyonunun gradyaninin tersi yo-
niinde yeni # parametreleri ekleyerek 7 (6) amag fonksiyonunu en aza indirir. Bu kayip

fonksiyonunun hiperparametrelere gore gradyani geriye yayilim ile hesaplanir [53]. 11k
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olarak mevcut agirliklar: ve sapma degerlerini kullanarak kaybi hesaplar (ileri gegis),
daha sonra agda geriye dogru hareket ederken zincir kuralin1 kullanarak kaybin grad-
yanini bulunmaktadir.

Bu calismada, uyarlanabilir moment tahmini olarak adlandirilan en yaygin optimize
edicilerden biri olan Adam kullanilmaktadir. Stokastik kayip fonksiyonlarinin birinci
dereceden gradyan tabanl optimizasyonu i¢in bir algoritmadir. TensorFlow ve Py-

Torch gibi en popiiler makine 6grenimi gerceveleri bu yontemi icerir.

3.5 Fizikle Ogrenen Sinir Aglar1 (PINN)

Fizikle 6grenen sinir aglari (PINN) belirli bir veri kiimesini yoneten herhangi bir
fiziksel yasanin bilgisini 6grenme siirecine dahil edebilen ve kismi diferansiyel denk-
lemlerle (KDD’ler) tanimlanabilen bir tiir evrensel fonksiyon yaklagimcisidir [67]. Bazi
biyolojik ve miihendislik problemleri i¢in diigiik veri kullanilabilirligi, bu uygulamalar
i¢in kullanilan geleneksel makine 6grenimi modellerinin saglamligini sinirlamaktadir.
Genel fiziksel yasalarin 6n bilgisi, sinir aglarinin egitiminde, kabul edilebilir ¢6ziim-
lerin uzayim smirlayan ve fonksiyon yaklagiminin genellegtirilebilirligini artiran bir
diizenleme goreviyle hareket etmektedir. Bu gekilde, bu 6n bilginin bir sinir agina
gomiilmesi, mevcut verilerin bilgi igerigini artirarak 6grenme algoritmasinin dogru
¢Ozlimii yakalamasini ve diigiik miktarda egitim ornegiyle bile iyi genelleme yapma-
sini kolaylagtirmaktadir.

Bir sistemin dinamigini yoneten fiziksel yasalarin ¢ogu kismi diferansiyel denklemlerle
tanimlanabilmektedir. Ornegin, Navier-Stokes denklemleri akiskanlar mekanigini yo-
neten korunum yasalarindan (yani kiitle, momentum ve enerjinin korunumu) tiire-
tilen bir dizi kismi diferansiyel denklemdir [4]. Navier-Stokes denklemlerinin uygun
baglangic ve sinir kogullar: ile ¢oziimii, kesin olarak tanimlanmig bir geometride akisg
dinamiklerinin 6l¢iilmesini saglamaktadir. Bununla birlikte, bu denklemler tam ola-
rak ¢oziillemez ve bu nedenle sayisal yontemler kullanilmaktadir ( sonlu farklar, sonlu
elemanlar ve sonlu hacimler gibi). Bu ortamda, bu yoneten denklemler, 6nceki var-
sayimlar, dogrusallagtirma ve yeterli zaman ve uzay ayriklagtirmasi hesaba katilarak
¢oziilmektedir.

Son zamanlarda, derin 6grenme kullanarak fiziksel olaylarin kismi diferansiyel denk-
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lemlerini ¢ozmek, evrensel yaklasim teoreminden® ve sinir aglarinin yiiksek ifade gii-
ciinden yararlanarak yeni bir bilimsel makine égrenimi (SciML)? alam olarak ortaya
¢gikmigtir. Genel olarak, derin sinir aglar yeterli egitim verisi saglandiginda herhangi
bir yiiksek boyutlu fonksiyona yaklagabilmektedir [2] Bununla birlikte, bu tiir aglar
problemin altinda yatan fiziksel 6zellikleri dikkate almaz ve sagladiklar: yaklasim dog-
rulugu seviyesi hala biiyiik 6l¢iide problem geometrisinin yani sira baglangic ve sinir
kosullarinin dikkatli 6zelliklerine baghdir. Bu 6n bilgi olmadan, ¢6ziim benzersiz de-
gildir ve fiziksel dogrulugunu kaybedebilir. Ote yandan, PINN’ler sinir ag1 egitiminde
gecerli fiziksel denklemlerden yararlanmaktadir. Yani, PINN’ler, verilen egitim ve-
rilerinin yani sira dayatilan yonetim denklemlerini de karsilayacak sekilde egitilmek
iizere tasarlanmigtir. Bu sekilde, bir sinir agi, biiyiik ve eksiksiz olmasi gerekmeyen
egitim verileriyle yonlendirilebilir [2]. Potansiyel olarak, kismi diferansiyel denklem-
lerin dogru bir ¢6ziimii, smir kogullar: bilinmeden bulunabilmektedir [3|. Bu nedenle,
problemin fiziksel 6zellikleri hakkinda bazi bilgiler ve bir tiir egitim verisi (seyrek ve
eksik olsa bile) ile PINN, yiiksek dogrulukla optimum bir ¢éziim bulmak i¢in kulla-
nilabilmektedir.

PINN’ler hesaplamali bilimlerde ¢ok ¢esitli problemlerin ele alinmasina olanak ta-
nimaktadir ve KDD’ler i¢in yeni sayisal ¢oziicii stmiflarinin geligtirilmesine 6nciiliik
eden bir teknolojiyi temsil etmektedir [66]. PINN’ler geleneksel yaklagimlara (6rn,
ozellikle, egitilmis PINN ag1, yeniden egitilmeye gerek kalmadan farkl ¢oziintirliik-
lerdeki simiilasyon 1zgaralarindaki degerleri tahmin etmek icin kullanilabilmektedir
[51]. Ayrica, kismi diferansiyel denklemlerde gerekli tiirevleri hesaplamak igin oto-
matik tiirevden yararlanmaya izin verirler; bu, sayisal veya sembolik tiirevden daha
iistiin oldugu degerlendirilen sinir aglarini tiiretmek icin yaygin olarak kullanilan yeni

bir tiirev teknikleri simifidir [5].

!Evrensel Yaklagim Teoremi, sinir aglar1 ve derin 6grenme alaninda, ézellikle yapay sinir aglarimin
incelenmesi ve uygulanmasiyla ilgili temel bir sonugtur. Bu teorem esasen, sonlu sayida néron igeren
tek bir gizli katmana sahip bir ileri beslemeli sinir aginin, uygun aktivasyon fonksiyonlar: verildiginde
kompakt alt kiimeleri {izerindeki herhangi bir siirekli fonksiyonun yaklagikligini hesaplayabildigini
belirtir. Bu sonucun sinir aglarinin tasarimi, yetenekleri ve anlagilmasi iizerinde derin etkileri vardir.

2SciML, bilimsel makine 6grenimi paketlerini birlestirmek icin olusturulmus acik kaynakl bir
yazilim organizasyonudur. Bu, ters problemler ve otomatik model kesfi i¢in metodolojilerin yani sira
diferansiyel denklem c¢o6ziiciiler gibi modiiler bilimsel simiilasyon destek yazilimlarimin geligtirilmesini
igerir.
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3.5.1 Modelleme ve Hesaplama

Genel bir dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemi ele alalim:

u + Nu; N\ =0,x € Q,t € [0,7] (3.9)

Burada w(t,x) ¢6ziimii, u; u’ nun t’ ye gore tiirevini, N A ile parametrelendiril-
mis dogrusal olmayan bir operatorii ve € ise RP™nin bir alt kiimesi olarak =
[T min, Tmaz] X [tmins tmaz) gOstermektedir.

Yukaridaki denklemle tanimlanan genel bir dinamik sistemin giiriiltiilii 6lgiimleri géz

oniine alindiginda, PINN’ler iki sinif problemi ¢6zmek icin tasarlanabilir:

e veri odakli ¢oziim

e kismi diferansiyel denklemlerin veri odakl kesfi

Kismi diferansiyel denklemlerin veriye dayal ¢oziimii

KDD’ in veri odakl ¢oziimii, siir verileri ve/veya dl¢iimler sabit model parametreleri

A verildiginde sistemin gizli katmani (¢, ) i hesaplar. Bunun ¢oziimiinde:

u+Nul =0,xe€ Q,te0,T] (3.10)

f(t, x) rezidiiyii agagidaki sekilde tammlayarak,

fi=u+Nu;\] =0 (3.11)

u(t,z) derin bir sinir ag1 tarafindan yaklagtirilmaktadir. Bu ag, otomatik tiirev-
lendirme kullamlarak tiirevleri otomatik alinmaktadir. u(¢, x) ve f(¢,x) parametreleri
daha sonra asagidaki kayip fonksiyonunun minimize edilmesiyle 6grenme siireci bag-
lamaktadir.

PINN’lerdeki kayip fonksiyonu ii¢ ana bilegenden olusgur:

e Rezidii Kaybi: £; rezidii kaybi, N (z;,t; € ) kollokasyon noktasi {izerinden

18



ortalama karesel rezidiiler olarak hesaplanmaktadir:

N

Ly = D F(us, i) (3.12)

i=1
burada T, < T < Timaz V€ tmin < ti < tmaz

e Baslangic Kosulu Kaybu: I', = {(z,t) € Q : © = 2,V = Tpee} bag
langi¢ kosulunu gostersin. Baglangic kosulu kayb1 £y, A, baslangic noktalar:
(j,tmin) € Iy lizerinden sinir agi ¢oziimi ile baglangig kosulu w, arasindaki

ortalama karesel fark olarak hesaplanir:

AL
Ly = N > lun(s) = (w25, tin))? (3.13)

Jj=1

e Smir Kosulu Kaybi: T’y = {(z,t) € Q: 2 = 2,3,V & = Zypae } sinr kogulunu
gostersin. Siir kogulu kayb1 £, N baglangi¢ noktalar1 (zy,t;,) € T, lizerinden
sinir ag1 ¢oziimii ile baglangi¢ kosulu u, arasindaki ortalama karesel fark olarak

hesaplanir:
1 &

L=+ > s (@, t) — (w2, 1)) (3.14)

5 K=1
Burada x,,;, Ve .. sirasiyla x eksenindeki minimum ve maksimum degerlerini

temsil etmektedir.

Toplam kayip fonksiyonu L;,, her bir kayip fonksiyonu bilegenlerinin toplanmasiyla
elde edilmektedir
Lior:

Liot = Ly + Ly (3.15)

Burada £, = ||lu — z||r, PINN wu(t,z) baglangig ile simir kogullar1 kiimesi ve-
rilerin tamimlandigr I' noktalar1 kiimesinde 6lgiilen veriler arasindaki hatadir ve ve
L¢ = ||f]|r rezidii fonksiyonun ortalama karesel hatasidir. Bu ikinci terim, PINN’
i egitim siireci sirasinda kismi diferansiyel denklem tarafindan ifade edilen yapisal
bilgiyi 6grenmeye yonlendirmektedir. Bu yaklagim, fiziksel siireclerin tahmini, goklu
fizik ve ¢ok 6lcekli modelleme ile simiilasyon uygulamalarinin hesaplamali olarak fi-

zikle 6grenen modelleir elde etmek i¢in kullanilmaktadir [68]. KDD’nin ¢6ziimiine
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yakinsadigr belirtilmektedir. [28].

PINN, iterasyonlar boyunca toplam kaybin biiyiikliiglinii azaltarak kendini optimize
eder. Ayrica, A Ogrenilebilir bir degisken oldugundan, su ana kadar ele alinan siireg
KDD’nin veri odakl kesfi olarak adlandirilir. Buna karsilik, KDD nin veri odakli ¢6zii-
miinde A sabittir ve egitilebilir bir bilesen olarak kabul edilmez, bu nedenle Denklem
3.11’de ihmal edebiliriz [67]. Coziime sinir ag: ile yaklagimi bir gorsel ile gostermek

gerekirse;

20



iki Boyutlu Kismi Diferansiyel Denklemler igin PINN

Gizli Katman
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Sekil 3.4: Ustte yer alan sematik gosterim, Dirichlet benzeri simir kosullaria sahip
iki boyutlu dogrudan bir problemle iligkili kismi diferansiyel denklemin ¢6ziimii i¢in
uygulanan Fizikle Ogrenen Sinir Agimm (PINN) yapisini gostermektedir. Girdi kat-
mani, iki uzay koordinat degigkeni x ve y’yi temsil eden iki girig degigkeni icerir. Ag,
her biri beg nérondan olugan ve hem giris hem de ¢ikig katmanlarina baglanan ii¢ gizli
katmandan olusmaktadir. Ikinci katman, tahmin edilen ¢oziimii ug(z,y) temsil eden
tek bir degigkene (bir néron) sahiptir. Otomatik Tiirevlendirme, kismi diferansiyel
denklemin kayip fonksiyonu Ly pp(6)’y1 olugturmak i¢in gerekli kismi tiirevleri (yani
Uz, Uzyo--.) degerlendirmek igin prosediirde kullanihir. Kayip fonksiyonu L,.,;(6), OS2
smir alania uygulanan yumusgak kisitlamalarla (yani egitim veri seti aracihigiyla) elde
edilir.
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BOLUM 4

KESIRLI DIFUZYON
DENKLEMLERIN PINN ILE
SAYISAL COZUMLERI

Kesirli tiirev, tiirev mertebesinin bir kesir oldugu tamsay1 mertebeli tiirevin genel-
legtirilmesidir. Gergek diinya problemlerinin ¢oziimiindeki genis uygulamalar1 nede-
niyle, kesirli kismi diferansiyel denklemler alaninda caligan arastirmacilar igin bir ilgi
odagi haline gelmigtir. Kesirli difiizyon denklemleri ile ilgilenen konu, tamsay1 zaman
ve/veya uzay tirevlerinin kesirli tiirevlerle degistirilmesiyle verilir. Kesirli difiizyon
denklemi uygulamalari arasinda pargacik takibi [56], iyon kanali gegisi [39], popiilas-
yon dinamikleri [6], piyasalardaki opsiyon fiyatlar1 [79] ve elektromanyetik [73] gibi
diger bilim ve miihendislik problemleri yer almaktadir. Literatiirde, kesirli tiirevlerin
ortaya cikisindan bu yana kesirli difizyon denklemlerin ve diger kesirli modellerin
¢Oziimii i¢in farkl yontemler gahgilmigtir [31, 46, 63]. Sonlu farklar yontemi, sayisal
¢Oziimii daha iyi bir dogrulukla saglamak i¢in popiiler yontemlerden biridir [36]. Gii-
niimiizde, kesirli difiizyon denklemleri i¢in baglangi¢ ve sinir deger problemleri gegitli

difiizyon sistemlerinde ayrintili olarak tartigilmigtir [80, 55, 70, 41].

1 < a < 2 mertebeden kesirli difiizyon denkleminin sinir deger problemini ele

alalim:

ou(z,t) 0“u(x,t) 0%u(w,t)
ot d+(l’)w d_(x)w —f([L',t), (41>
1L < < TR, 0<t<T,
u(zp,t) =0, u(zgr,t) =0, 0<t<T, (4.2)

22



u(z,0) = up(x), xr < x < Zp. (4.3)

Onceki calismalara bakildiginda, fiziksel olarak en anlaml ve en ¢ok kullanilan
kesirli KDD’ lerde mertebe 1 < oo < 2 olarak alinmistir. Biz de problemlerimizde bu
sekilde ele aldik. Burada “5*%50 ve Z515. tiirey terimleri PINN metodu kullanimima
uygun hale getirebilmek i¢in Griinwald-Letkinov doniigiimleri uygulanir:

L(z_th)J
0“u(z,t) ) 1 (a)
———% = lim — E = — kh,t 4.4
Opx vy £ g ulz ), (4.4)
(@) =
0%u IL’,t . 1 (o)
——— % = lim — = kh,t 4.5
o_x® hg(r)l+ he kZ:O 9 ulz +kh,t), (4.5)

Burada, g](ca) = (=K : )% ile ( Z ) kesirli binom katsayilarini ifade

eder. gl(f) katsayilar1 agagidaki sekilde hesaplanir:

(6% (6% a+ ]‘ (6%
@’ =1, g =1~ T)gi_)l k=1 (4.6)

Ornek 1: Kesirli difiizyon denkleminin baglangic-smir deger problemi
dy(z) =T(1.2)2"* ve d_(z)=T(1.2)(2— )"

x ekseninde [zg, x| = [0, 2] ve t zaman araliginda [0, 7] = [0, 1] seklindedir. Kaynak

fonksiyon ve baglangi¢ kosulu sirasiyla su sekilde verilir:

flz,t) = =32 " [2® +(2—2)24+0.1252%(2—2)* - 2.5(z* + (2—2)*) + §(x4+ (2—2)Y)]

22
(4.7)
uo(z) = 42%(2 — 2)? (4.8)
S6z konusu denklemin analitik ¢oziimii asagidadir:
u(z,t) = 4e'2?(2 — x)? (4.9)
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Farkli Az degerleri ve At = Els i¢cin hesaplanan mutlak hatalar Tablo 7?7’ de veril-
mistir. Ayrica elde edilen sonuglar ileri fark ve hizl ileri fark metodlarindan bulunan

sonuclar ile karsilagtirilmigtir ve Tablo 4.1" de gosterilmigtir.

10? — Trair loss

Test loss

¥ ¥ ¥ ¥ ¥
[H 2000 A0 Hoon UTENH]

Sekil 4.1: N =27 ve At = 1/128 icin ¢ozii- Sekil 4.2: Ornek 1 i¢in hatanmn davranis:

len Ornek 1 in ¢oziim grafigi

n PINN FD|18] FFD|18]

261859 x 107* | 1.74 x 1072 | 1.55 x 102
271298 x107* | 835 x 1073 | 7.02 x 107
28 1725 x107° [ 4.08 x 1073 | 3.18 x 1073

Tablo 4.1: Maksimum mutlak hatalar (At = —x)

Ornek 2: Simdi ise;

(4.10)

olmak tizere baglangic-sinir kogullu kesirli difiizyon denklemini ele alalim: x uzay

ekseninde [zg,xr] = [0,1], t > 0 oldugu zaman ekseninde verilen denklemin kaynak

fonksiyonu su sekildedir:

flz,t) = (1+z)e "2, (4.11)

Baglangi¢ kosulu ise su sekilde verilir:
u(z,0) =23 0< 2 <1
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Dirichlet siir kogullar1 sunlardir:

u(l,t) =0 ve wu(l,t)=e " t>0.

Tgili kesirli difiizyon denkleminin analitik ¢oziimii ise

u(z,t) = e 'a® (4.12)

Farkli Az degerleri ve At = és icin hesaplanan mutlak hatalar Tablo 4.2" de

verilmigtir. Bu problemin diger sayisal yontemlerden Spline [13] ve yerel polinom reg-

resyon yontemi 72| galigmadaki ¢oziimlerinden elde edilen sonuglarla kargilagtirilarak

ve bulunan degerler Tablo 4.2” de gosterilmigtir.

n | PINN (N=5, L=1) | PINN (N=20, L=1) | Spline M.[19] | LPR M.[20]
11 0.03687 0.01125 0.1762 0.10446
21 0.01482 0.009588 0.1663 0.10518
61 0.008754 0.005224 0.1307
121 0.001547 0.0009874 0.0859

Tablo 4.2: Maksimum mutlak hatalar, At = 0.01

Analitik Cozim

PINMN Cozim; h=k=1/20;20 Noron; 1 Katman

1.0 10

Sekil 4.3: Ornek 2'nin ¢oziim grafikleri
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Sekil 4.4: Ornek 2 icin hata davranis:
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BOLUM 5

DIFERANSIYEL DENKLEM
SISTEMLERININ PINN YONTEMI
ILE SAYISAL COZUMLERI

Bu boliimde, diferansiyel denklem sistemlerinin sayisal ¢oziimlerinin PINN metodu
uygulanarak yapilabildigi gosterilecektir. Uygulanan diferansiyel denklem sistemleri

tanitilacak ve ele alinan problemlerin ¢éziimleri verilecektir.

5.1 Adi Difereansiyel Denklem Sistemi

Fizik, miithendislik, biyoloji ve benzeri alanlardaki en 6nemli matematiksel model di-
feransiyel denklemlerdir. Nesnelerin hareketi, sivi ve 1s1 akigi, kimyasal reaksiyonlar
diferansiyel denklem sistemleri ile modellenir. Ne yazik ki analitik araclar bu tiir
sistemlerin ¢oziimi i¢in ¢ogu zaman yetersiz kalmaktadir. Analitik yollarla analitik
¢Oziim bulunabilen durumlarin sayisi ¢ok siirhidir, analitik ¢oziimlerin her zaman
bulunabildigi tek genel sistem siifi sabit katsayili dogrusal sistemlerden olugsmakta-
dir. Bununla birlikte, uygulamalarda ¢oziimii sonlu sayida ondalik basamaktan daha
fazlasina kadar bulmak gerekli olmamaktadir. Bu nedenle Newton, Taylor ve Euler
zamanindan beri adi diferansiyel denklemlerin ¢éziimii i¢in sayisal yontemler geligti-
rilmistir. Analitik ¢6ztimleri bilinen belirli dogrusal degisken katsayili veya dogrusal
olmayan sistemlerin bir¢cok 6rnegi de vardir, ancak genel olarak bu tiir sistemler igin
ya yaklagik ya da sayisal bir yonteme bagvurmak gerekmektedir [37, 42, 12, 16, 17].

Asagidaki dogrusal ikinci mertebeden simir deger problemleri sistemini ele aliyoruz
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[14] :
u'(z) + zu(z) + 2v(z) = fi(z)

V'(x) + 2z0(z) 4 2zu(z) = fo(x) (5.1)

Smir kogullart: ©(0) = u(1) = 0,v(0) = v(1) = 0.
Burada 0 < x < 1, fi(x) = 2 ve fo(z) = —2.
Bu sistemin analitik ¢dziimii; u(x) = 2* — z ve v(x) = x — 2?2 dir.

Sayisal sonuglar Tablo 5.1’de ortaya konmugtur.

Adim Sayisi L=1,N=15
5000 6.034541e~ 05
10000 2.86675e07
20000 8.25724e~07

Tablo 5.1: Literatiir caligmalar1 ve farklh parametrelerdeki PINN sonuclarinin kargi-
lagtirilmasi

Sekil 5.1: PINN ve analitik ¢oziimiin karsilagtirilmasi
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Sekil 5.2: PINN modeli ile verilen mutlak hata yiizeyi

5.2 Benney-Roskes/Zakharov-Rubenchik Sistemi

Bu béliimde, oncelikle Benney-Roskes ve Zakharov-Rubenchik denklemlerinin ma-
tematiksel ve fiziksel Ozelliklerini inceleyerek bu denklemlerin tarihsel arka plani
ve kullamim alanlarina yonelik genel bir bakig sunulacaktir. Daha sonra, Benney-
Roskes/Zakharov-Rubenchik (BR/ZR) sisteminin belirli kogullar altinda PINN y6n-
temi ile sayisal ¢oziimii incelenecektir. Bu ¢alismanin énemi, bu sistemin sabit ve
degigken katsayili ozellikleriyle birlikte, PINN yontemi uygulanabilir olmasina yone-
lik bir perspektif sunarak anlagilmasini saglamaktur.

Benney-Roskes denklemi, dalga yayilimi ve suyun ylizeyindeki dalgalarin modellen-
mesi i¢in kullanilan bir parabolik denklem tiirtidiir. Bu denklem, su dalgalarinin mo-
dellenmesinde oldukca etkilidir ve dalga davramiglarinin matematiksel ve fiziksel 6zel-
liklerini incelemek i¢in kullanilmaktadir. Lineer olmayan dalga teorisi alaninda 6nemli
bir rol oynamaktadir. Benney-Roskes denklemi, su dalgalarini, dalga kirilmasini ve
diger dalga fenomenlerini anlamak i¢in temel bir modelleme aracidir. Bu denklemin
ozellikleri ve genel ¢oziimleri, suyun yiizeyindeki dalgalarin karmasgik davraniglarinin
incelenmesinde kullanigh bir matematiksel ara¢ sunmaktadir.

Zakharov-Rubenchik denklemi, lineer olmayan dalga kirilma modellerinde kullanilan
bir matematiksel denklem olarak kargimiza ¢ikmaktadir. Bu denklem, optik sistemle-
rin davranigini analiz etmek ve tahmin etmek i¢in kullanilmaktadir. Ayni zamanda bu
denklem, plazma fizigi, hidrodinamik ve akustik sistemler gibi farkl fiziksel sistem-
lerde de uygulama bulmaktadir. Zakharov-Rubenchik denkleminin matematiksel ve

fiziksel ozellikleri, dalga hareketinin karmagikligini ve lineer olmayan etkileri anlamak
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i¢in oldukga 6nemlidir [60].

Benney-Roskes /Zakharov-Rubenchik denklem sistemi ise, kismi diferansiyel denklem-
lerle dogrudan iligkilidir ¢iinkii genellikle uzun dalga bozulmalarini modellemektedir.
Bu tiir sistemler genellikle denklemlerin ¢oéziimlerini analiz etmek icin kismi diferan-
siyel denklemlerinin kullanilmasini gerektirmektedir. Bu iligki, sistemin davranigini
analiz etmek ve gelecekteki durumlarini 6ngérmek icin kritik bir rol oynar. Kismi
diferansiyel denklemleri kullanarak, Benney-Roskes/Zakharov-Rubenchik sisteminin
dalgalarin ilerlemesi ve etkilesimi tizerine daha derin bir anlayis sagladigi goriilmekte-
dir. Bu iligki, sistemin matematiksel ve fiziksel 6zelliklerini incelemek i¢in de miimkiin
kilmaktadir [25].

W 4 gy + cothyy = (b — wm)[]?|¢] — ww{m% + (me — d)a%}so,

0 0
P+ (1= me®)pyy — mpu = 2mepy = ({m + (me — d)a—y}wrz. (5.2)

Asgagidaki doniistimler uygulandiginda,
U = eh(v), p = ¢(v),v = 017 + vay + vot, 0 = 017 + oy + Ot

burada reel sabit, (5.2) denklemi BR/ZR sistemini dogrusal olmayan adi diferansiyel

denklemler sistemine indirgenir.

(av? + equ))” + i(2av10; + 2eqva0y + vo) Y (ab? + €ob>

(5.3)
+00)¢ + (mw — b)* + w(muvy + mevy — dvg)ihg’ = 0,
2(dvy — mvg — meva) Py’ + (vi + vy — m(vg + cvg)*¢” =0 (5.4)
ki bu da,
2&1)16)1 + 260’0181 = 0. (55)
w = 3,0 = —3/2 ve diger parametrelerin degerleri 1’e esit olacak sekilde alindiginda,

(5.3) deki BR/ZR sisteminin tam ¢oztimii agagidaki gibi elde edilebilir.

P(v) = \/ﬁsech(\/g(x +v)), ¢(v) = —\/ﬂtanh(\/g(x + ). (5.6)
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Literatiirde (241) boyutlu BR/ZR sisteminin kesin ¢oziimii bazi degerler alinarak
bulunmug olup [12] ve (5.3) de yer alan BR/ZR sistemini w = 3,

0 = —3/2 ve diger parametreleri 1’e esit olacak gekilde ele alinmigtir. Bunun so-
nucunda bu boliimde incelemek istedigimiz (5.7) denklemi ortaya gikmigtir. PINN
yontemi yardimiyla bu denklem sisteminin sayisal ¢oziimii elde edilmektedir. Oneri-
len PINN yontemini cesitli katmanlar ve iterasyonlar i¢in uygulanmaktadir ve Tablo
5.2°de listelenen hatalar bulunmaktadir. Sekil 5.3 ve Sekil 5.4” de ¢6zlimiin optimi-

zasyonunu gostermek i¢in hatalarin grafikleri agsagida yer almaktadir.

Sekil 5.3: 3 boyutlu grafigi

(b}

Sekil 5.4: Hata grafigi

N | Adim Sayis PINN

15 1000 3.86 x e
15 2000 5.76 x e~
50 1000 1.55 x e~ 10
50 2000 2.81 x e 0

Tablo 5.2: Farkli parametrelerde PINN hata analizi
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Sekil 5.5: Hata grafigi
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BOLUM 6

SONUC

Bu tezde kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerini elde etmek i¢in makine
ogrenmesi ve derin 6grenme metodu olan PINN kullanilmaktadir. Bu aglar, ele alinan
kismi diferansiyel denklemin dogasindan 6grenmektedir. PINN, cesitli kismi diferan-
siyel denklemleri (KDD’ler) ele almada basit uygulama ve ¢ok yonliiliik avantajlar:
sunmaktadir. Bununla birlikte, sonlu farklar yontemi ve sonlu elemanlar yontemi
gibi diger sayisal tekniklerle kargilagtirildiginda, PINN’in verimliligi otomatik tiirev
alimindan dolay1 bagarili oldugu anlagilmaktadir. Bu nedenle, PINN'nin KDD’lerin
¢Oziimii i¢in kullanilan sayisal tekniklere degerli bir katki olarak goriilmesi gerektigi
agiktir.

Kismi diferansiyel denklemlerin arasinda yer alan kesirli difiizyon denklemi, diferan-
siyel denklem sistemlerinden ise adi diferansiyel denklem sistemi, Benney-Roskes/
akharov-Rubenchik sistemlerin sayisal ¢oziimiinde, sinir ag1 tabanli bir model olugtur-
mada ortaya ¢ikan yavas egitim ve yakinsama hizi gibi performans: etkileyen sorunlari
azaltmamizi saglayan PINN y6ntemi bagarili bir calisma olmusgtur. PINN rezidii, sinir
kosulu ve baglangi¢ kogulu kisimlarindan olusan fiziksel kayip fonksiyonunu minimize
etmek i¢in egitim yaparak ilgili denklemlere yaklagik ¢oziimler iiretebilmektedir.
PINN metodu uygulanan diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinde elde edilen
hata analizleri de bulunmaktadir. PINN metodunun uygulanmasi kismi diferansiyel
denklemler i¢in tahmin yapabildigini ortaya konmaktadir.

Uygulanan yontemin sonuglarina dair ilgili grafiklerde caligmada yer almaktadir. Bir-
birinden farkli adim sayilari1 veparametrelerden elde edilen sonuglar karsilagtirilmak-
tadir.

Gelecek ¢aligmalarda bu problemlerin PINN in diger versiyonlarinda ¢rnegin vanilla
PINN, vs-PINN, A-PINN gibi uygulanarak sonuclar karsilagtirilabilir. Yiiksek merte-

beden diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinin de PINN yontemi uygulanabilir
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olup olmadig: aragtirma konular1 arasinda yer alabilir.
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