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GIRIS

Mantik, Matematik ve Felsefe IV. Ulusal Sempozyumu 05-08 Eyliil 2006
tarihlerinde yine Foga’da gergeklesti. DINAMIK SISTEMLER ve KAOS kuramu,
ge¢cmis MMF sempozyumlarinin konusuydu.

Bilim, nesnel diinyanin varoldugu ve tarafimizdan bilinebilecegi temel
diisiincesinden hareket etmesine karsin “bilemeyiz” kavramin1 Olasilik kurami ile
hafifletmeye, bilinebilir-fikir yiritilebilir konuma getirmeye calisir. Olasilik
kuraminin temel olgularindan olan raslanti bilgimizi zaafa ugratarak diisilinsel
ozglirliigimiizii sakatlar. MMF Sempozyumunun diislin emekgileri, 6zgiirliigiin
ancak bilmekle miimkiin olduguna, daha c¢ok sey bildikce daha O6zgiir
olabilecegimizi savunan insanlar. Gorelilik Kuramini bir yi1l 6nce ele almis olan
MMF diisiin emekgilerin 6zgiir iradesi bu yilin  konusunun OLASILIK olmasini
zorunlu kilmig. Her zamanki gibi bu konu da Felsefi, Kuramsal ve Uygulama
yonleriyle ele alinmis. Sonucta ortaya bu kitap ¢ikmus, birilerini daha 6zgiir kilsin
diye.

Unal UFUKTEPE
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OZET

Matematigin bir dali olarak olasilik kuraminin dogusu 17.ylizyilin ortalarina
raslar. 20.yiizyilda olasiligin formalizasyonu yoniinde, iki 6nemli adim atildi. Birincisi,
1933 yilinda Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987) tarafindan ortaya konulan
aksiyomlardir. Bu aksiyomlar, olasilik kuramini, bir 6l¢iim uzayimna tasiyor ve o zamana
kadar olasilikla ilgili yapilan biitiin discrete hesaplamalari 06zel haller olarak i¢eren gok
genel bir yapiya yiikseltiyordu. Ikincisi ise Richard Threlkeld Cox (1898-1991) tarafindan
ortaya konulan aksiyomlaridir. Cox, olasiligi, daha basite indirgenemez bir ilkel (primitive)
kavram olarak aldi ve onun sagladigi temel Ozelikleri ortaya koydu. 1960 l1 yillarda
birbirlerinden habersiz olarak, Ray Solomonoff, Anrey Kolmogorov, Gregory J. Chaitin
algoritmik seckisizlik (randomness) kavramini ortaya attilar. Bu yeni kavram, olasilik
kuraminin dayandigi rasgelelik kavramina agiklik getirmekle kalmayip, informasyon
kuramina da yeni agilimlar getirdi. Godel’in eksiklik teoremine benzer bir nitelige sahip
algoritmik seckisizlik, gliniimiizde ¢ok aktif bir konudur ve goriiniise gore olasilig
bulundugu yerden alip daha yiikseklere tasiyacaktir.

Anahtar Sézciikler: Olasilik, seckisizlik, Olcii Kuramu, Aleatorik Belirsizlik, Epistemik Belirsizlik,
Algoritmik Olasilik, Kolmogorov Karmasikligi.
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GIRIS

Insanoglu tarih dncesi zamanlardan beri segkisiz (rasgele) fiziksel olaylarla karst
karstyadir. Ongoriilemeyen doga olaylarim yorumlamak (gaipten haber vermek) ve sans
oyunlar1 bunlara tipik 6rneklerdir. Bu tiir olgular, hemen her donemde ve her kiiltiirde
varolmustur. Dolayisiyla, olasilik kavraminin insan diisiincesinde yer edisini binlerce yil
geriye gotiirmek miimkiindiir. Ama matematigin bir dali olarak olasilik kuraminin dogusu
17.ylizyihn ortalarina kadar gecikmistir. Elbette, bilim tarihinde buluslarin, ¢ogunlukla
unutulan ya da bilinmeyen onciilleri vardir. 1494 yilinda Fra Luca Paccioli’nin yazdigi
Summa de aritmetica, geometria, proportioni ¢ proportionalita adli kitap, olasiligi konu
edinen ilk kitap olarak bilinir. Bu kitaptan esinlenen Geronimo Cardano, 1550 yilinda Liber
de Ludo Aleae (Sans Oyunlar1 Uzerine bir Kitap) adli kitab1 yazdi. Ama bunlar avrupada

filizlenmeye baglayan matematigin ilgi alanina giremedi.

Olasilik Kuraminin dogusu bir kumarbazin ihtirastyla baslar. Chevalier de Méré
adli soylu bir Fransiz, kumar oynayarak servetini biiyiitme ihtirasina kapilmistir. Oynadig1
oyunun kurali sudur: Bir zar1 dort atista enaz bir kez 6 getiren kazanir. Ama Chevalier
oyunun kuralini degistirerek daha ¢ok kazanmak istemektedir. Yeni kural sudur: Cift zar
24 atista bir tane diises (toplam 6+6=12) getiren kazanacaktir. Ama kisa siirede, bu kuralin
daha az kazandirdigin1 gérdii. Bunun nedenini arkadags1 Blaise Pascal (1623-1662) *a sordul.
Pascal, o donemin iyi matematikg¢ilerinden biriydi. O ana kadar, matematik diinyast sans
oyunlarinin matematikle bir iligkisi oldugunu bilmiyordu. Pascal, kendisine sorulan
sorunun yanitini, bir matematik¢i géziiyle arastirdi. Sonunda basit ama kesin ¢éziimii ortaya
koydu. Eski kuralda Chevalier ‘in kazanma sans1 %51.8 iken yeni kuralda %49.1 idi.

Chevalier “in kaybetme nedeni buydu.

Pascal, bu basit problemi ¢ozmekle yetinmedi. Sorunun gerisinde daha biiyiik bir
matematik kuramin yattigini anlamisti. Cagdast Pierre de Fermat ile mektuplasarak fikir
aligverisinde bulunmaya basladi. Sonunda, matematigin onemli bir dali olan Olasilik
Kuramini yarattilar. Bu giin, olasilik kurami, sans oyunlarina uygulanma 6zeligini ¢oktan
asmis bilim, endiisri, ekonomi, spor, yonetim gibi ¢agdas insanin yasamini etkileyen her
alana girmistir. Orne@in bankacilik, sigortacilik, endiistride kalite kontrolii, genetik,
gazlarin kinetik teorisi, istatistiksel mekanik, kuantum mekanigi gibi pek ¢ok alan olasilik

kurami1 olmadan ayakta duramaz.
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Olasilik Kuramini gelistiren 6nemli matematikg¢ilerden bazilar1 sunlardir:

Blaise Pascal (1623-1662), Pierre de Fermat (1601-1665), Christiaan Huygens
(1629-1695), Jakob Bernoulli (1645-1705), Abraham de Moivre (1667-1754), Daniel
Bernoulli (1700-1782), Comte de Buffon (1707-1788), Pierre-Simon Laplace (1749-1827),
Augustus De Morgan (1806-1871), Thomas Bayes (1702-1761), Andrei Andreyvich
Markov (1856-1922), Richard von Mises (1883-1953).

Modern zamanlarda, olasiligin yonelislerinde onemli katkilari olan Andrey
Nikolaevich Kolmogorov (1903 — 1987) , Richard Threlkeld Cox (1898- 1991) , Ray

Solomonoff (1926 - ...) ve Gregory J. Chaitin’in yaptiklarindan asagida kisaca s6zedecegiz.

KAVRAMLAR

En basit anlamiyla, olasilik, bir siiregte gelecekte ne olacagini tahmin etme
eylemidir. Ama, biz, olasiliktan bundan fazlasini bekleriz. Olasilik, tahmin ettigi seye ne
kadar giivenilebileceginin de dl¢iisiinii vermelidir. Gaipten haber vermek ile olasilik bilimi
arasindaki 6nemli fark buradan gelir. Bunu baska tiirlii sdylersek, olasilik belirsizligin

(uncertainty) olgiistidiir.

Klasik anlamda, olasilik ile segkisizlik (randomness) esanlamlidir. Seckisiz bir
stirecte, olaylarin (¢iktilarin) olma olasiliklari birbirlerine esittir. Bagka bir deyisle, bir
stirecte seckisizlik “amag, neden, sira ve éngorii yoklugu” diye tanimlanabilir. Bu nedenle,
seckisiz siireg, ¢iktisi dngoriilebilir bir bicime (pattern) sahip olmayan ardigik olusumlar
zinciridir. Ozel olarak, istatistikte, yanli (bias) olmayan ya da baglilasimli (correlated)
olmayan olaylar1 belirlemek igin kullamlir. Istatistiksel seckisizlik, daha sonralari

informasyon kuraminda informasyon entropisi kavrami igine alinmustr.

Zaman igerisinde olasiliga yiiklenen kavramlar giderek ¢esitlenmistir. Hatta, klasik
olasilik aksiyomlarinin digina tasan olasilik kuramlar1 da vardir. Dolayisiyla, olasiligin tam

bir smiflandirmasin1 yapmak zordur. Biz, burada, olasilik aksiyomlar: iginde kalan

olasiligin giiniimiizdeki asil akis mecrasina bakmaya calisacagiz.


http://curry.edschool.virginia.edu/go/teacherlink/content/math/interactive/probability/history/contributors/pascal.html
http://curry.edschool.virginia.edu/go/teacherlink/content/math/interactive/probability/history/contributors/fermat.html
http://curry.edschool.virginia.edu/go/teacherlink/content/math/interactive/probability/history/contributors/fermat.html
http://curry.edschool.virginia.edu/go/teacherlink/content/math/interactive/probability/history/contributors/dbernoulli.html
http://curry.edschool.virginia.edu/go/teacherlink/content/math/interactive/probability/history/contributors/dbernoulli.html
http://curry.edschool.virginia.edu/go/teacherlink/content/math/interactive/probability/history/contributors/buffon.html
http://curry.edschool.virginia.edu/go/teacherlink/content/math/interactive/probability/history/contributors/laplace.html
http://curry.edschool.virginia.edu/go/teacherlink/content/math/interactive/probability/history/contributors/demorgan.html
http://curry.edschool.virginia.edu/go/teacherlink/content/math/interactive/probability/history/contributors/vonmises.html
http://en.wikipedia.org/wiki/1898
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SECKIiSiZLiGIN UYGULAMALARI

Seckisizlik kavrami, baslangicta sans oyunlarindan ¢ikmistir. Ornegin zar atma,
rulet oyunu, oyun kartlarin1 karma vb. Daha sonra yapilan elektronik kumar makinalarinda
da seckisiz sayi liretimi isin esasidir. Ama bu iste ¢ok hile yapilabilecegi igin, bu tiir oyun
makinalar1 bir ¢ok iilkede ya yasaklidir ya da devletin siki denetimi altindadir. Bizde
oldugu gibi, bazi iilkelerde, seckisiz say1 {iretimine dayali piyangolar iilke genelinde
serbestce oynanabilir. Bundan farkli olarak, c¢iktisi onceden Ongoriillemeyecek spor

kargilagmalari, at yariglar1 vb. oyunlar da seckisizligin (olasiligin) ilgi alanindadir.

19.ylizyilda fizikgiler gazlarin 6zeliklerini ve termodinamik kurallarini agiklamak
icin olasiliga dayali istatistiksel mekanik kullandilar. Kuantum mekaniginde olasilik
kullanilmaktadir. Evrim Kurami, farkli canli tiirlerinin  olusumunu, mutasyonun
seckisizligine baglar. iletisim kuraminda segkisizlik giiriiltii (noise) diye adlandirilir.
Giriiltii, nedenli olarak belirlenen dizinler disinda kalan dizinlerdir. Se¢kisizlik kavrami ile
ongoriilemezlik kavramlarinin bazi Ortiisen yanlar1 olsa bile, esasta birbirlerinden
farklhidirlar. Ornegin, sifrelenmis bir mesaj, nedensel olarak siralanmis bir dizidir ve sifre
anahtarina sahip kisi tarafindan ¢oziilebilir. Ama bu anahtara sahip olmayan bagka birisi
i¢in, ongorillemez igerikli bir dizidir. Boyle bir dizi seckisiz degildir. Kutsal kitaplarda
evrenin ve canlilarin dogaiistii bir gii¢ tarafindan istengle yaratilmig olmalari varsayimi ile

dogadaki seckisizlik arasinda bagdasamaz geliskiler vardir. Bu geliskileri gidermeye ¢alisan

din bilginlerinin basar1 sagladig1 sdylenemez.

SECKISiZ SAYI URETIMIi

Olasilik kavraminin gectigi her yerde, olabilecek olaylar1 sayilarla ifade etmek
miimkiindiir. Dolayisiyla, konu, esasinda seckisiz say1 iiretimine dayalidir. Stephan
Wolfram’ a gore, segkisiz say1 iiretme isi li¢c ayr1 siifa ayrilabilir. Bu ii¢ siifta iiretilen

sayilarin nitelikleri birbirlerinden farklidir.
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1. Cevreden gelen seckisizlik. Ornegin, ¢ogalmay1 aciklayan hareket (Brownian
moation).

2. Baslangi¢ kosullarina hassas bagh seckisizlik. Ornegin, kaos.

3. Sézdeseckisizlik. Bu sayilar tasarlanan bir sistem tarafindan iiretilir. Ornegin, bir
bilgisayarla tiretilen seckisiz sayilar... Bu tiir sayilar belli bir algoritma ile iretilir.
Algoritma ¢ok agir hesaplamalara dayandirilarak, ¢ikti hi¢ kimsenin
ongoremeyecegi duruma kolayca getirilebilir. Ama iretilen sayilar gergek
anlamiyla segkisiz sayillamaz.

FELSEFi BAKIS

Felsefi agidan bakildiginda, belirsizlik (uncertainty), iki nemli dala ayrilir. Birinci
tiir belirsizlikte, olaymn olusu tamamen seckisizdir, dnceden Ongériilemez. ikinci tiir
belirsizlik ise olay hakkindaki bilgi eksikligimizden dogar. Birinci tiir belirsizlikle ilgili
olasihiga aleatorik olasilik, ikinci tiir belirsizlikle ilgili olasiliga da epistemik olasiltk denir.

Bu ikisi arasindaki dnemli farki bilmeliyiz.

Aleatorik (seckisiz) belirsizlik: Bu tiir belirsizlik, olaylar: segkisiz bigimde olduran
bir neden (cause, fenomen) varoldugu varsayimima dayanir. Ornegin, bir para attigimizda
tura gelme olasiliginin % ve yazi gelme olasiliginin da 2 oldugunu sdyleriz. Paray1 ne
kadar atarsak atalim, kim atarsa atsin, bu olasiliklar degismez ve birbirlerine esittirler.
Kesinlikle, segkisizdirler; bilgi ya da deneyle bu olasiliklar degistirilemez. Oyun kagidi
destesinden bir kart ¢ekme, rulet oyunu, zar atma gibi olaylarin hepsi (hilesiz olmalari
kosuluyla) seckisiz belirsizliklerdir. Istatistik dersleri, genellikle bu tiir (aleatorik)

olasiliklari inceler.

Epistemik (bilgisel) belirsizlik: Bu tiir belirsizlik, olaylar1 yaratan nedenler
(fenomen) hakkindaki bilgi eksikligimizden dogar. Onlar hakkinda bilgi edindikge,
belirsizlik azalir ve tam bilgi edindigimizde belirsizlik yok olur. Bunu su oOrnekle
aciklayalim. Bir torbaya beyaz ve siyah tavla pullar1 doldurulmus olsun. Torbada kag tane
pul oldugunu, kagimin beyaz, kagiin siyah oldugunu bilmiyor olalim. Torbadan bir pul
cektigimizde siyah mi, beyaz m1 olacagimi bize bildiren bir bilgi ve deney olmadigini
varsayalim. Bu durumda ¢ektigimiz pulun beyaz olma olasilig1 [0,1] araliginda bir sayidir.
Soézgelimi, bu olasiligin da %2 oldugunu sdyleyebiliriz. Ama burada yaptigimiz tahmin,

yukaridaki tura gelme olasilig1 gibi segkisiz degildir; hi¢bir nesnel nedene dayanmaz. Arka
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arkaya pul ¢ekmeye devam ettikge, torba icindeki pullarin renkleri hakkinda daha fazla
bilgi edinmeye baslariz. Cektigimiz beyaz pullarin sayisini, ¢ektigimiz siyah pullarin
sayistyla karsilastirarak, bir sonraki pulun beyaz olma olasiligini daha iyi tahmin etmeye
baslariz. Sonunda biitin pullar1 bitirdigimizde, pullarin sayilar1 ve renkleri hakkinda kesin
bilgilere sahip oluruz. Bu olaydaki belirsizlik, bilgi eksikligimiz giderildik¢e azalmakta ve
giderek ortadan kalkmaktadir.

Epistemik belirsizlige ¢ok ornek verilebilir. Ornegin, Ankara’nin niifusunu
bilmeyen iki kisiden birincisi niifusun 2 milyon, ikincisi 3 milyon oldugunu tahmin
edebilir. Bu tahminler birer epistemik olasiliktir. Birinci kisi, Devlet Istatistik
Enstitiisiinden Ankara’nin niifusunu tam 6grenebilir ve bu konudaki belirsizligi kendisi i¢in
ortadan kaldirabilir. Ama ikincisi, bunu 6grenmezse, onun i¢in belirsizlik devam edecektir.
Buradan anlasildigi iizere, epistemik belirsizlik, kisiye baglidir, ama aleotorik belirsizlik

kisiye bagl degildir.

ACABA?

Bu konuyu gegmeden 6nce, bu iki belirsizlikle ilgili bir felsefi tartismaya dikkat
¢ekmek gerekiyor. Bir paray1 attigimizda, onun yazi ya da tura gelmesi tamamen ona etki
eden fiziksel kuvvetlerin bileskesinin sonucudur. Biz, bu giinkii bilgilerimizle (ya da
araglarimizla), atilan paraya etki eden fiziksel kuvvetleri eksiksiz hesaplayamiyoruz. O
nedenle, yazi m1 yoksa tura mi1 gelecegini bilemiyoruz ve bu olay1 seckisiz diye niteliyoruz.
Eger, giliniin birinde, atilan paraya etki eden biitiin kuvvetler hesaplanabilir hale gelirse, bu
olay seckisiz olmaktan g¢ikacaktir. Bu diisiinceyi genellestirirsek, hi¢bir olay nedensiz

olusmaz. Oyleyse seckisiz olay yoktur. Biitiin aleatorik belirsizlikler, esasta epistemiktirler.

Akla kolayca yatan bu diisiincenin yasama gegebilmesi igin, fizik¢ilerin
yiiriiyecegi daha ¢ok yol oldugu apaciktir. Ama matematikgiler o kadar sabirli degildirler, o

yola ¢oktan diismiiglerdir. Bu yazinin, bundan sonraki konusu bu olacaktir.
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OLASILIGIN FORMALLESMESI

Basta Blaise Pascal olmak iizere olasilik kuramini baglatan 17.yiizyil
matematikgileri, olasilik hesaplarinda sonlu “combinatoric” hesaplama ydntemlerini
gelistirdiler. 20.ylizyilin baslarindan itibaren, matematigin hemen her dali kiimeler
kuramina dayandirilarak daha soyut ve daha saglam ayaklar iizerine, yani aksiyomlar
iizerine oturtulmaya baslandi. Olasilik bu gelisimin disinda kalamazdi. Olasiligin

formalizasyonu yoniinde, bu giin de gegerli olan iki dnemli adim atildi.

Birincisi, 1933 yilinda Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987) tarafindan
ortaya konulan aksiyomlardir. Bu aksiyomlar, olasilik kuramini, bir 6l¢iim uzayina tastyor
ve o zamana kadar olasilikla ilgili yapilan biitiin discrete hesaplamalar: 6zel haller olarak

iceren ¢ok genel bir yapiya yiikseltiyordu.

Ikincisi ise Richard Threlkeld Cox (1898-1991) tarafindan ortaya konulan
aksiyomlardir. Cox, olasiligi, daha basite indirgenemez bir ilkel (primitive) kavram olarak

aliyor ve onun sagladigi temel 6zelikleri ortaya koyuyor.

Kurgu yontemleri farkli olmakla birlikte, Kolmogorov ile Cox tarafindan ortaya
konulan yapilar pratik uygulamalarda birbirlerine denktirler. Aradaki 6nemli fark Cox
olasiligmin sonlu toplamsal, Kolmogorov olasiliginin ise sigma toplamsal (sayilabilir

sonsuz toplamsal) olusudur.

OLASILIK YASALARI

1. Bir olaymn olma olasiigt [0,1] arahiginda bir sayidir. O olasiligi olayin
olamazligini, 1 ise kesin olurlugunu belirtir.

2. Bir olaymn olabilirligi ile olamazliginin olasiliklarinin toplami daima 1 dir.

3. ki olayn birlikte olma olasihigi, birincinin olma olasiligi ile ikincinin birinci
olayla birlikte olma olasiliginin ¢arpimina esittir.


http://en.wikipedia.org/wiki/1898
http://en.wikipedia.org/wiki/1991
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Bu yasalarin matematiksel ifadeleri, p olasilik fonksiyonu, A olay, A® onun

tiimleyeni olmak iizere, asagidaki bagintilarla verilir.

1. 0<p(A)<1

2. p(A’)=1-p(A)
3. p(AnB)=p(A).p(B|A)

Dagilim: Olaylar (ya da Onermeler) ilizerinde tamimli ve bir olayin ka¢ kez

oldugunu gésteren bir fonksiyondur. Olasiligin bir uygulamasi olan istatistikte 6nem tagir.

YENI ARAYISLAR

Buraya kadar yapilanlar olasilik kuramini 6nemli bir dali olarak ortaya koyuyor.
Ama, konu iizerindeki tartigmalar siirmektedir. Olasilik dedigimiz sey neyi ifade ediyor?
Bayesciler, buna su yanit1 veriyor: Belirsizligin oldugu her mantiksal dnermede olasiligt
kullaniriz. Buna karsit goriiste olanlar, yani frekansgilar ise su tezi savunuyor: Olasilik
yalnizca seckisiz olaylara (aleatorik belirsizlige) uygulanir. Tabii, boyle iki karsit goriis
olunca, uzlastirict oldugunu savunan ¢ok sayida karma goriis ortaya ¢ikmaktadir. Oyleyse,

matematik, konuyu biraz daha yukaridan gérmeye baslamalidir.

SECKIiSIiZLiGE SAGLAM TEMELLER ATMA

Yukarida seckisizligi (randomness), bir siirecte “amag, neden, sira ve 6ngorii
yoklugu” diye tanimlamistik. Bu tanim oldukga sezgiseldir ve matematikgileri tatmin

edecek acikliga sahip degildir.

1960 yilinda Solomonoff, bilimsel teorinin basit bir agiklamasini vermeye
ugrasirken, algoritmik olasilik kavramim ilk ortaya atan kisidir. Bundan 5 yil sonra,
Solomonoff’dan ve birbirlerinden habersiz olarak Kolmogorov ve Chaitin ayni algoritmik

seckisizlik kavramini ortaya koydular. Kolmogorov o zamanmin en inli
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matematikg¢ilerinden birisidir, Chaitin ise heniiz iiniversitede matematik boliimii son sinif
ogrencisidir. Bu 0Ogrencinin, daha sonra yaptigi caligmalar olasilifa ve informasyon
teorisine biiylik katkilar saglayacaktir. Simdi, bu {i¢liniin birbirlerinden habersiz olarak
ortaya koyduklar “algoritmik seckisizlik” ya da “algoritmik olasilik” kavramimi agiklama

hazirligina baglayabiliriz. Konuya Chaitin’in 6rnekleriyle anlatmaya girelim.

Ornek 1. Diinyadaki Uzay Merkezi (UM) ¢ok uzaktaki bir gezegene bir
arastirmaci gondermistir. Dalgin arastirmacimiz, yapacagl hesaplar i¢in kendisine mutlaka
gerekli olan trigonometri cetvelini yanina almay1 unutmustur ve onun bir iletisim araciyla
kendisine acele gonderilmesini istemektedir. Bu uzak gezegenle telgraf, telefon, faks vb
iletisim araclartyla iletilen mesajlarin ¢ok pahalidir. UM, pahali iletisim iicretini 6demeyi
goze alarak, sin, cos, tan, cot, sec, cosec fonksiyonlari i¢in hazirlanmig, yirmi haneli genis
bir trigonometri cetvelini bir iletisim araciyla ile gondermek zorunda kalmistir. Ama
UM’de bir matematikg¢i varsa, isi ¢ok ucuza getirebilir. Koca bir kitap olan trigonometri
cetvelini gondermek yerine, exp(ix) =cosx + isinx formiiliinii gondermesi sorunu

cozecektir. Bu kisa mesaj, arastirmacinin istedigi biitiin bilgiyi igermektedir.

Ornek 2. Aradan binlerce yil gegmis olsun. Bilginimiz yorulmustur ve hobilerine
biraz zaman ayirmak i¢in ge¢mis yillara ait basketbol maglarini, skorlar1 ve kimin hangi
magta kag say1 yaptigini bilmek istemektedir. UM bu istegi ¢ok hakli gérmiis ve istenen
bilgilerin goénderilmesini emretmistir. Bu kez, matematik¢iler de dahil olmak tizere, hi¢
kimse istenen maglarla ilgili bilgileri tamamen iceren daha kisa bir mesaj (formiil)

yazamamistir. Caresiz, yiiksek {icretler 6denerek, istenen bilgi génderilecektir.

Bu iki oOrnekten g¢ikardigimiz sonu¢ sudur. Bazi mesajlari, anlamimi aynen

koruyarak, kisaltabiliriz. Baz1 mesajlar1 asla kisaltamayiz.

Algoritmik Seckisizlik tanimi, yukarida verilen tanimda oldugu gibi insan
sezgisine dayali olmasin diye bilgisayar terminolojisine dayandirilacaktir. Giliniimiiz
bilgisayarlar1 ikili (binary) sayitlama dizgesine dayanir. Ikili (binary) sayitlama dizgesinde
yalnizca 0 ve 1 sayaklart (digit) vardir. Bilgisayar terminolojisinde ikili say1 sistemindeki

hanelere bit denir. Bir bit’te (hanede) ya 0 ya da 1 sayagi yer alir.

ikili say1 dizgesini kullanarak her bilgiyi (mesaji) karsi tarafa gonderebiliriz.
Baska bir deyisle, 0 ile 1 lerden olusan dizilerle istedigimiz her bilgiyi yazabiliriz. Bunun

i¢in, 6rnegin, bir dildeki harfleri, kelimeleri, ciimleleri, kavramlari,... vb 0 ile 1 lerin belirli
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bir sirada siralanmasiyla olusan birer diziye karsilik getirmek yetecektir. Diziler sonlu ya da
sonsuz olabilir. Mesajin ne kadar uzaga gideceginin ve mesajin anlamimn, su andaki
hedefimiz i¢in bir 6nemi yoktur. O nedenle, mesajlar1 0 ile 1 lerden olusan diziler olarak,
uzak gezegeni de bilgisayarin ¢iktisi olarak diigiinecegiz. Amacimiz, mesajin (dizinin)
bilgisayar ¢iktisi olarak elde edilmesidir. O zaman mesaji yerine iletilmis varsayacagiz.
Mesaj1 iletmek igin, bilgisayara komutlar vermeliyiz. Verilecek komutlar herhangi bir
bilgisayar dilinde yazilmig bir programdir. Biz buna algoritma diyecegiz. Fiziksel
kisitlamalar1 yok sayip, mesajin gonderilmesi i¢in gerekli zamanin oldugunu ve algoritma

dogru ise mesajin daima yerine ulasigini varsayalim.

Bir parayt 20 kez atalim. Yazi gelince O, tura gelince 1 yazalim. Tesadiifen
asagidaki dizi olugsun.
01010101010101010101 @
Para atma olayin1 tekrarlayalim. Bu kez tesadiifen asagidaki dizi olugsun.
01101100110111100010 2
Birinci dizi (mesaj) ‘01’ in on kez ardisik yazilmasindan olusmustur. Ikinci dizi (mesaj) ise,

onu daha kisa ifade edecek bir bigcime (pattern) sahip degildir.

Bu iki dizinin bir insanda ve bir bilgisayarda yarattig1 etkiye bakalim. Azicik
egitimli ve bicimleri (pattern) algilayabilecek yetenekteki her insan, birinci dizinin istengle
olusturulmus (seckili) bir dizi, ikincinin ise rasgele olusturulmus (segkisiz) bir dizi oldugu
izlenimini edinir. Oysa bilgisayar bu farki gérmeyecektir. Esasta, her ikisi de bir paranin
20 kez atilmasiyla olusturulabilecek 22° (= 1 048 576) secenekten birer tanesidir. Her

ikisinin yazi-tura ile olusturulmasi olasiliklar1 aynidir ve 220 dir.

Klasik olasiligin dayandigi rasgelelik (segkisizlik) her ikisinde ayni oldugu halde,
biz insanlar, baska bilgi ve deneyimlerimizle, bu iki dizinin olusturulusunu farkli imis gibi
seziyoruz. Bize gore, birinci dizi istengle (segkili) olusturulmustur, ikinci dizi ise rasgele
(seckisiz) olusturulmustur. Bu insanin yanilgisidir. Oysa, bilgisayar bu yanilgiya diismiiyor,

dizilerin olusturulusu hakkinda bir yorum yapmiyor.

Bilgilerimize ya da sezgilerimize dayali olarak bir dizi hakkinda verecegimiz
seckili/seckisiz kararlarimizin ne kadar yaniltici olabilecegine bir ¢cok 6rnek gosterebiliriz.
Ornegin, 3,1451... dizisini goren iki kisi diisiinelim. Bunlardan birisi pi sayisim biliyor

olsun, 6tekisi bilmiyor olsun. Birinci kisi bu diziyi istengle yazilmig (seckili) bir dizi olarak,
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yani pi sayisi olarak algilarken, ikinci kisi bunu tamamen rasgele dizilmis (segkisiz) bir dizi

olarak gorebilir.

Gortliiyor ki klasik seckisizlik (randomness) tanimimiz kisiden kisiye
degisebilmektedir. Diziyi goren kisinin onceki bilgilerine, deneyimlerine ve ‘pattern’leri
secebilme yetenegine baglidir. Boylesine kisiye bagh segkisizlik (randomness) kavramina
dayal1 olasilik kuramimin énemli bir ag1g1 oldugunu kabul edip, bu agig1 kapatacak saglam

bir kurgu aramaliy1z.

ALGORITMIK OLASILIK

Tekrar bastaki dizilere donelim. Birinci diziyi (mesaj1) iletmek i¢in “on kez 01
yaz” algoritmasi bilgisayara yetecektir. [Tabii, kullanilan dile gére, bu algoritma bir for
dongiisii, while dongiisii vb olabilir. O ayrintinin énemi yok. Konugma dilinde yazdigimiz
algoritmanin bilgisayar tarafindan anlasildigini varsayacagiz.] ikinci diziyi (mesaj1)
iletmek i¢in “01101100110111100010 vyaz” algoritmasindan baska bir yol

bulamiyoruz. Bu algoritma, esas mesajdan daha kisa degildir.

Simdi mesajlarin 20 bit degil, 20 katrilyon bit oldugunu, birinci mesajda 01 lerin
ardisik dizildigini, ama ikinci mesajdaki O ve 1 lerin rasgele dizildigini, algilanabilir bir
pattern olmadigini varsayalim. O zaman birinci mesaji iletmek i¢in “on katrilyon
kez 01 yaz” algoritmasi yeterlidir. Ama ikinci mesaj i¢in, 20 katrilyon biti oldugu gibi
igeren

“01101100110111100010... yaz”
algoritmasindan bagka bir algoritma bulamiyoruz. Bit sayisi arttik¢a, algoritmanin uzunlugu
ona kosut olarak artmaktadir. Bagka bir deyisle, mesaj1 yazdiran algoritma mesajdan kisa

olamamaktadir.

11
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BIiLIMSEL TEORIi NEDIiR?

Konuya agiklik getirmek icin bir 6rnekle baslayalim. Insanoglu varolusundan beri
g0k cisimlerinin hareketlerini merak etmis, o hareketleri gzlemistir. Batlamyus, al Sufi,
Ulug Bey ve daha yiizlercesi gdzlem sonuglarii kataloglar halinde yazmislardir. Ornegin,
Batlamyus’un katalogunu ele alalim. Bu katalog, gok haritasinda gezegenlerin ve diger
yidizlarin koordinatlarini zamana bagli olarak belirten sayilardan ibarettir. Heniiz
gezegenlerin giines etrafinda elips ydriingeler ¢izdiginin bilinmedigi ¢ok eski
zamanlardayiz. Yalnizca ¢iplak gézle yapilan gdzlem sonuglarinin yer aldigi bu katalogdaki
veriler, elbette ¢cok duyarli degildir. Ama, o veriler Batlamyus’un bize iletmek istedigi
bilgidir (mesaj). Batlamyus, binlerce sayidan olusan bu katalogu Oniimiize koyarsa,
¢ogumuz o verilerden hicbir sey anlamayiz. O nedenle, Batlamyus, o katalogun icerdigi
bilgiyi yorumlayip bir teori olarak bize sunmalidir. Gergekten, Batlamyus, katalogun
icerdigi verileri yorumlamus ve yerkiire merkezli evren modelini kurmustur. Bu bir teoridir.
Bu teori Kopernik’e kadar ayakta kaldi. Kopernik, kendisinden 6nce yapilan gozlemlere,
teleskopla yaptigi kendi gozlemlerini de katarak, Batlamyus’un teorisini ¢iiriittii ve giines
merkezli evren modelini kurdu. Bu modelde, gezegenler giines merkezli gember yoriingeler
gizer. Bu da bir teoridir. Sonunda, Kepler, biitiin gézlem sonuglarint yeniden yorumlayarak,
gezegenlerin giines odakli birer elips yoriingede dolastiklar1 goriisiinii ortaya koydu. Bu da
bir teoridir. Bu teoriyi kullanarak, gezegenlerin ne zaman nerede olduklarim

hesaplayabiliyoruz. Bagka bir deyisle, teori, bize gdzlem sonuglarini geri veriyor.

Goriildigi gibi, gozlemlerden ya da deneylerden elde edilen verilerin tablolar
halinde yazilmasi bir teori yaratmiyor. S6z konusu ham verilerin yorumlanarak, herkesin
anlayacagi kisa bir dille anlatilmasi gerekiyor. O da yetmiyor, teorinin gelecekte olacaklar
hakkinda bilgi igermesi gerekiyor. Gezegenin yoriingesini biliyorsam, onun ne zaman
nerede olacagim hesaplayabiliyorum. Bu is, kehanetten ¢ok farkli bir seydir. Bunlar
oldugunda, ham veriler bir teoriye doniigsmiis oluyor. Elbette, toplanan verilerin duyarligi,
kullanilan ~ gdzlem/deney aletlerinin  gelismisligine bagli oldugu gibi, verilerin
yorumlanmast da bilim adaminin bilgi ve yetenekleriyle sinirlidir. Su anda, bir teorinin
dogru ya da yanlighigt amacimiz i¢in dnem tasimiyor. Yanlis teoriler, nasil olsa, bir giin

bilimsel bilgilerin biriktigi ambardan atilacaktir. Bilimin giicii burada yatar. Bilimin bilgi
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ambar1 ¢ok dinamiktir, yanlis oldugu kanitlanan teoriler hemen yerlerini yeni teorilere

kendiliginden birakirlar.

Simdi, bir teori kurma olgusunu algoritmik segkisizlik kavramiyla ifade edecegiz.
Algoritmik seckisizlik tanimim1 vermeden 6nce, Solomonoff’un bilimsel teoriyi agiklamak
icin kullandig1 “inductive inference” yonteminden soz etmeliyiz. Bilim adami bir siiri
deney/gbzlem yapar. Bunlari bitlerden olusan bir dizi (mesaj) olarak diisiinelim. Bilim
adam1 bu mesaj1 iletmek istemektedir. Bu mesaji génderen en az bir tane algoritma vardir
ve o da dizinin kendisidir. Bundan baska algoritmalar da olabilir. Bilim adami mesaj1
gonderen bir algoritma kurmus olsun. Algoritma, ilettigi mesajdan kisa degilse bir teori
olamaz. Algoritma ilettigi mesajdan daha kisa ise, diziyi aynen iletmekle kalmayip
gelecek gozlemler icin de 6ngdrii yapiyorsa, bu algoritma bir teoridir. Bu kosulu saglayan
birden ¢ok algoritma varsa, daima en kisa (bit sayisi en az) olan algoritma tercih edilir. Bu
tercih Occam’s razor diye bilinir: Aymi isi yapan teoriler arasindan en basiti tercih

edilmelidir.

Algoritmik Seckisizlik: Yukaridaki oOrneklerden hereketle, Chaitin ve

Kolmogorov, seckisiz diziyi soyle tanimladilar:
Kendisinden daha kisa bir algoritma ile yazilamayan dizi segkisizdir.

Bu tanim, sezgisel kavrama dayali olasilik kuramini saglam bir temel iizerine
tagimaktadir. Elbette, seckisizligin bu yeni tanimi, olasilik kuraminin aksiyomlarimi
yoketmiyor, olasiligin higbir uygulamasini degistirmiyor, yalnizca temeli saglamlastiriyor.
Olasilik agisindan pesinde oldugumuz sey, gozlemlerden ¢ikan segkisiz bir x1 , X2 , X3, ... ,
Xn dizisi verilmisken, bir sonraki terimin, yani xp+1 teriminin ne olacagini dngorebilmektir.
X1, X2, X3, ... , Xn dizisini ileten ve Xn+1 teriminin ne olacagini 6ngoren ve diziden kisa

olan algoritma bir teoridir.

KOLMOGOROV KARMASIKLIGI (complexity)

Verilen bir diziyi ileten sonsuz sayida algoritma kurulabilir. Ornegin, “233 e I
ekle”, “235 ten I ¢ikar”, 117 yi 2 ile ¢arp” gibi algoritmalarin hepsi 234 dizisini iletir. Bu

tir algoritmalardan sonsuz sayida yazilabilecegi agiktir. Bizim igin ilging olani en kiigiik
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olamidir. Aymi diziyi ileten algoritmalar arasinda en kisa olana minimal algoritma
diyecegiz. Bir dizi i¢in bir tane minimal algoritma olabilecegi gibi, bir ¢ok minimal

algoritma da olabilir.

flettigi dizi ister seckili, ister segkisiz olsun minimal bir algoritmanmn kendisi
daima seckisiz olmak zorundadir. Aksi taktirde, onu ileten daha kisa bir algoritma var olur

ve dolayisiyla s6z konusu algoritma minimal olamaz.

Karakterlerden (harf ve simgeler) olusan bir s stringi disiinelim. s stringini
yazdiran bir P programma S stringini iletiyor diyelim. P nin uzunlugu, P icindeki

karakterlerin sayisidir.

S Stringini ileten en kisa P programimin uzunluguna S stringinin karmasikligi

denir.

S stringini, yukaridakiler gibi bitlerden olusan bir dizi olarak diisiiniirsek, bu dizinin
karmasiklig1 o diziyi ileten minimal algoritmanin uzunluguna esit olur. Buradan, seckisizlik

i¢in su denk tanimi elde ederiz:
Bit sayis1 Kolmogorov karmasikligina esit olan dizi seckisizdir.

Tabii, buradaki esit/ik yaklasiklik anlamindadir. Dizilerin bit sayilar1 ¢ok ¢ok biiyiidiigiinde,
aradaki farkin 6nemi kalmamaktadir. Kolmogorov karmasasi, seckisizligi tanimlamakla

kalmryor, seckisizligin 6l¢limiinii de veriyor.

SECKIiSiZ SAYILARIN COKLUGU

Algoritmik segkisizligi agiklayan yontemimiz seckisiz sayilarin ¢oklugu hakkinda

da bilgi verir. 0 ya da 1 sayaklarmin dizideki dagilim frekanslar1 6nemli ipucu olabilirler.

s dizisi bitlerden olusan bir dizi olsun. s nin algoritmik karmagsikligr, onu ileten
minimal algoritmanin uzunlugu idi. Oyleyse, onu ileten bir algoritmanin uzunlugu s nin

algoritmik karmasikligindan daha kii¢iik olamaz.

Bazi dizilerde tekrarlanan patternler olabilir. d dizisi s i¢inde periyodik olarak
tekrarlanan bir altdizi olsun. Ornegin, s = 01010101010101010101 dizisi d = 01

altdizisinin 10 kez tekrarlanmasiyla olusmustur. P =“n kez d yaz” algoritmasi s dizisini
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ileten algoritmalardan birisidir. Ohalde, s  dizisinin algoritmik karmasikligi, P
algoritmasinin uzunlugundan biiyiik olamaz. Asil amacimiz, P nin uzunlugu ile s dizisinin
bit uzunlugunu karsilastirmaktir. Bu karsilagtirma bize, s dizisinin segkisiz olup olmadig1

konusunda bir 6l¢ii verecektir.

Once P algoritmasinin uzunlugunu irdeleyelim. n sayisinin algoritmik karmasiklig
yaklagik olarak logon dir. Yaklagik diyoruz, ¢iinkii algoritmanin gergek uzunlugu kullanilan
makina diline baglidir. Yeterince bilyikk n sayilart i¢in logon sayist n sayisindan ¢ok
kii¢tiktiir, dolayisiyla algoritmanin uzunlugu s dizisinin uzunlugu ile karsilagtirtlirken goreli
olarak ihmal edilebilir. Geriye kalan “kez” ve “yaz” stringlerinin uzunlugu zaten yok
denilecek kadardir, onlar da ihmal edilebilir. Ohalde, P =“n kez d yaz” algoritmasinin
uzunlugunu, S dizisinin uzunlugu ile karsilastirirken belirleyici olan tek etmenin d dizisinin

uzunlugu (bit sayisi) oldugu sonucuna variriz.

Buradan yola ¢ikarak n bit uzunlugundaki dizilerin algoritmik karmagikliklarini n-
1, n-10, n-100, n-1000, ... gibi simflara ayrabiliriz. Artik P nin uzunlugu ile d nin

uzunlugunu yaklasik esit sayarak, asagidaki inductive yontemi uygulayabiliriz.

Uzunlugu 1 olmak iizere n bitlik dizi ileten ka¢ tane algoritma vardir? “n kez O
yaz” ve “n kez 1 yaz” algoritmalari bu isi yapan iki algoritmadir. Birincisi 000...0 dizisini,
ikincisi ise 111...1 dizisini iletir. Bu algoritmalarin ilkinde d dizisi yalmizca ‘0’ dan,
ikincisinde ise yalnizca ‘7’ den ibarettir. Her ikisinin de uzunlugu 1 bittir. Bir bitlik bagka
algoritma yoktur. 1 bitlik algoritmalarin sayismi 2! bi¢iminde gosterebiliriz. Benzer olarak,
0 ile 1 sayaklarindan elde edilecek 2 bitlik dizilerin sayis1 4 diir: 00, 10, 11, 10. Ohalde, Iki
bitlik algoritmalarin sayis1 22 dir. Benzer diisiiniisle, ii¢ bitlik algoritmalarin sayist 23, ...,
n-11 bitlik algoritmalarin sayis1 22! olacaktir. Bunlarin toplam (2! + 22 + 23 + ., 2™11)
= 2"10 .2 dir. Demek ki, uzunlugu n-10 dan az olan algoritmalarin sayis1 2"° dan daha
azdir. Ote yandan n bit uzunlugundaki dizilerin sayis1 2" dir. Goriildiigii gibi, bunlar
arasinda ancak 2"1° tanesinin algoritmik karmasikligi n-10 dan kiigiiktiir. 2™ /2" =1/
1024 olduguna gore, 1024 diziden ancak 1 tanesinin algoritmik karmagasi n-10 dan
kiigtiktiir. Bundan anlagiliyor ki seckili sayilar ¢ok seyrektir, sayilarin ¢ogunlugu

secgkisizdir.

Yukarida yaptiklarimizdan su sonug ¢ikmaktadir: Bir dizi verildiginde onun seckili

oldugunu gostermek icin, diziyi ileten ve diziden daha kisa olan bir algoritma oldugunu
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gostermek yetecektir. Bulunacak bu algoritmanin minimal olmast gerekmiyor. Ama bir
dizinin seckisiz oldugunu goéstermek i¢in onu ileten daha kisa bir algoritmanin var

olmadigint gostermek gerekir.

FORMAL SISTEMLER

Godel’in formal sistemler i¢in ispatladig eksiklik teoreminin benzerinin seckisiz
sayilar i¢in de gecerli oldugu gosterilmistir. Chaitin’in yaptigi bu isin Snemini

anlayabilmek i¢in, formal sistemlerden s6z etmemiz gerekiyor.

20.ylizyilin  basinda Georg Cantor (1845-1918)’un ortaya koydugu kiimeler
kurami, matematikte bir devrim yaratti! Bundan sonra matematigin temelleri kiimeler
iizerine kurulmaliydi!.. Isin dogasi olarak, matematikciler su soruya yanit artyordu:
“Gegerli bir ispat nedir? Bir ispatin gecerli oldugunu nasil anlayacagiz? ’Bu sorunun
yaniti, matematigin temellerinde aranmaliydi. Ne varki, bu temeller kazildik¢ca ortaya
paradokslar ¢ikiyordu. Saglam temeller olusturmak yoniinde yapilan ¢aligmalari {i¢ okula

ayirabiliriz: Mantiksallik, sezgisellik ve bicimsellik.

Mantiksallik: Russel ve Whitehead matematigin temellerinde olusan bosluklar
yoketmek i¢in matematigi mantigin igine almaya caligtilar. 1910-1913 yillarinda
yayimlanan {i¢ ciltlik Principia Mathematica adli yapitta biitiin matematigin mantiksalliga
(logicism) indirgenebilecegini savundular. Modern matematiksel mantigin dogmasina yol
acan Principia Mathematica, Aristotle'in Organon adli iinlii yapitindan sonra, mantik

alaninda yazilmis en 6nemli yapit sayilir.

Sezgisellik (intuitionism): Matematigi sezgisel olarak kurmayi amaglayan bu
okul esas olarak Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966)’in ortaya koydugu sistemdir.
Cantor’un kiimeler kuramina dayal1 yapiy1 siddetle yadsirken, Russell’in usbilimselligine

de karsi durur.
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Bicimsellik (formalism): 1927 yilinda David Hilbert (1862-1943), adina Kanit

Kurami (Proof Theory) dedigi formal bir matematik dili kurdu. Bu dilin sonlu bir alfabesi,

apacgik bir grameri, sonlu sayida aksiyomlari, teoremleri elde etmek icin sonlu sayida

¢ikarim kurallar1 (lojik ve aritmetik kurallar) vardi. Boyle bir sisteme formal sistem denir.
Bir formal sistemde iki 6nemli nitelik istenir.

1. Tamhk (completeness): Icindeki her teorem kanitlanabiliyorsa sistem tamdir.

Bagka bir deyisle, sistemdeki her p Onermesi i¢in ya ‘p dogrudur’ ya da ‘p
yanlistir’ teoremlerinden biri kanitlanabiliyorsa M sistemi tamdir.

2. Tutarlilik (¢eliskisizlik, consistency): M sistemindeki her p 6nermesi icin ya p
dogrudur’ ya da ‘p yanhgtir’ teoremlerinden ancak birisi gegerliyse M sistemi
tutarli, her ikisi ayn1 anda varsa M sistemi tutarsizdir.

KALEYi YIKAN ADAM!

Matematik Diinyasi, o zamanin dahi matematik¢isi Hilbert’in insa ettigi formal
yapidan hi¢ kusku duymadi. Bu formal sistemi matematikteki krizi tamamen ¢6zen bir yapi,
saglam bir kale gibi goriiyordu. Ta ki, 1931 yilinda Kurt Gédel (1906 -1978) bir fiskeyle
Hilbert’in kalesini yerle bir edene kadar... O zamana kadar kimse Hilbert’in yanilmis
olabilecegini diisinmiiyordu. Goédel, bir formal sistem i¢inde ispatlanamayan dogru bir
onerme oldugunu gosterdi. Bu sonug, bir formal sistemin tam olup olmadiginin o sistem

icinde kanitlanamayacagini soylilyor, dolayisiyla, Hilbert formalizmini yikiyordu.

Kaleyi fetheden Kurt Godel, Aristoteles’ten sonra gelmis en biiyiik mantikei
iiniinli kazanacaktir. Godel’in kaleyi yikan ispati, Giritli Epimenides’in {inlii paradoksuna

dayanir. Epimenides,
“Biitiin Giritliler yalancidir.”

der. Kendisi de Giritli olduguna gore, acaba Epimenides’in bu séylemi dogru mu, yoksa
yanlis m1? Mantiktaki basit ¢ikarim kuraliyla su sonuca ulasiyoruz: Soylemi dogru kabul
edersek soylemin yaliglig1 ¢ikar. S6ylemi yanlis kabul edersek, sdylemin dogrulugu cikar.

Bu sdylemi, daha basit bigime doniistiirebiliriz:

“Bu sdyledigim sey yanhstir.”
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Godel, bu paradoksu dahice kullandi. Once formal sistem icinde, sistemin
kurallarina uyarak pozitif tamsayilarla ilgili dogru bir 6nerme kurdu. “Dogru” kavrami
yerine “ispatlanabilir” kavramim koyarak, kurdugu dogru bir dnermenin sistem iginde

ispatlanamadigini gosterdi.

Bir formal sistem igerisinde bir Onermenin ispatlanmasi demek, sistemin
aksiyomlarina ve ¢ikarim kurallarina (aritmetik kurallar) uyularak o Onermenin
dogrulugunun gosterilmesi demektir. 1937 yilinda, Alan Turing, bir mantiksal sistem
icerisinde hesaplanabilir (computable) her islemi yapan bir algoritma (bilgisayar programzi)
oldugunu gostermistir. Bu algoritmaya Turing Makinas: diyoruz. Bazan buna, ‘mekanik
islemlerle ispat’ da denir. Turing Makinasi metalden yapilmig bir ara¢ degil, hesabi
(computation) yapan bir bilgisayar programidir. O halde, bir sistem i¢inde bir dnermenin
dogrulugunun gosterilebilmesi ile o isi yapan bir algoritmanin (Turing Makinasi) var
olmasini denk sayacagiz. Hemen belirtelim ki, Turing, G6del’in eksiklik teoremini daha
genel olarak kanitlamistir: Bir formal sistemde ancak sayilabilir sayida teoremi ispatlayan
algoritma kurulabilir. Sayilamayan sonsuz sayida teoremin ispat1 i¢in algoritma kurulamaz.
Bu genelleme nedeniyle, Turing’in yaptig1 isin, Godel’in yaptigi isten ¢ok daha biiyiik
oldugunu sdyleyen matematikgiler vardir. Ama, bilimsel gelisme boyledir. Godel olmasa,

belki Turing olmazdi. O nedenle, biz, Gddel’in hakkini Gédel’e vermekten yanayiz.

Buraya kadar sdylediklerimizden su sonucu g¢ikarabiliriz: Bir formal sistemde
yalniz mantik ve aritmetik islemler igeren recursive siiregle ispatt yapan/denetleyen bir
algoritma vardir. Daha ileri giderek, Hilbert zamaninda olmayan bir seyi bu giin yapabiliriz.

Ispat1 yapan/denetleyen algoritmay1 bilgisayarda calistirabiliriz.

Bununla da yetinmeyerek, en azindan kuramsal olarak, sunu da disiinebiliriz.
Formal sistemimizde ispatlanabilecek biitiin teoremleri listeleyebiliriz. Bunu yapmak igin,
ilk adimda, sistemde bir karakter (harf diyelim) uzunlugundaki biitiin sembolleri sozliik
sirasina dizelim. Sonra her birine ispat algoritmasini uygulayalim. Bu igin sonunda, eger
varsa, bir karakterden olusan biitiin teoremleri elde ederiz. Tkinci adimda, benzer isi iki
karakter uzunlugundaki sembollere uygulayarak iki karakter uzunlugundaki biitiin
teoremleri listeleyelim. Ugiincii, dordiincii, ... adimlar1 atmaya devam edelim. Bu isin
sonunda, ispatlanabilen biitiin teoremleri uzunluklarina gore siralamig oluruz. Tabii, bu
eylemde kuramsal diisiiniiyor, isi bitirmek i¢in gerekli zamanin oldugunu kabul ediyor ve

fiziksel bir kisit ongérmiiyoruz.
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Turing Makinasim1 kullanirsak, Godel’in algoritma yaratmak icin giristigi zor ve
uzun islemlerden kurtuluruz. Dolayisiyla, eksiklik teoreminin ¢ok kisa ve zarif ispatlari

ortaya cikar. Asagida, bunlardan ikisi verilmistir.

1. Yontem. Dogal sayillardan olusan ama higbir algoritma tarafindan
numaralanamayan (sayilamayan) bir kiime olusturan asagidaki ispat yontemi, gergel
sayllarin sayilamazligini gostermek i¢in Cantoru’un kullandigi kdsegen ydnteminden

esinlenmistir ve Russel’in berber paradoksuna dayanmaktadir.

Dogal sayr (alt)kiimelerini numaralayan biitiin programlarin P kiimesini
diistinelim. Bu programlarin kiimesini numaralayabiliriz: P = {p1, p2, ..., pr, ...} olsun. Bu
programlarin ¢iktilart dogal sayilardir. Bazi programlarin ¢iktist i¢inde kendi numaralari
vardir, bazilarinda yoktur. Ornegin, P ye ait bir p, programinin ¢ciktisi i¢inde r sayisi varsa,
bu program kendi numarasini numaraliyor, degilse numaralamiyor olacaktir. Kendi
numarasini numaralamayan biitiin programlarin numaralarindan olusan K kiimesini
diisinelim. Bunun K’ tlimleyeni kendi numarasini numaralayan biitiin programlarin
numaralarindan olusan kiimedir. Numaras1 K da olan biitiin programlarin kiimesine P |,

bunun P ye gore tiimleyenine de Pk diyelim.
P=B,UP. , B.nPB.=¢

olacaktir. K kiimesini numaralayan bir algoritma var mi1? K kiimesini numaralayan bir p
programi varsa, bu program P icindeki programlardan birisidir. Oyleyse, ya Pk kiimesine

yada P tiimleyenine ait olacaktir. Ote yandan,
p, e okeK<=keK'< p, eP..

olur. Bu bir ¢eliskidir. Bu c¢eliskiyi yaratan neden, basta yaptigimiz kabuldiir; yani K
kiimesini numaralayan bir px programi var kabul edilmisti. Sistemimizde celigskiye yer
veremeyecegimize gore, bu kabulii yapamayiz. O halde, dogal sayilarin bir altkiimesi olan
K kiimesini numaralayan (sayan) bir program yoktur. Oysa K dogal sayilarin bir alt kiimesi
oldugu i¢in numaralanabilir (sayilabilir) bir kiimedir. Ama onu sayan bir algoritma yoktur.

Algoritma yoktur demek, formal sistemimiz iginde K kiimesi sayilamiyor demektir.

2. Yontem. Eger kendi zamaninda Turing Makinasi biliniyor olsaydi, Gdodel,

eksiklik teoremini sdyle ispatlardi:
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1. Her soruyu dogru yanitlayan bir makina var olsun. Buna Evrensel Turing Makinasi
(ETM) diyelim. Bunu, metalden yapilmis bir ara¢ degil, bir algoritma olarak
algilayacagiz. Bu makinanin tasarimi ¢ok karmagik olabilir, ama daima sonlu
islem sonunda dogru yanita ulagmaktadir. Bagka bir deyisle, formal sistem i¢inde
her dogruyu ispatlayan bir algoritmadir.

2. Godel, ETM’ e onun yapisiyla ilgili bir soru sorsun. Makina bunun yanitini bir
algoritma ile verecektir. Bu algoritma, ETM’in kendi algoritmasimnin bir
fonksiyonu olacagi i¢in, Godel’in sorusuna verilecek yanitt P(ETM) algoritmasiyla
gosterelim. Bu da yeni bir Turing Makinasidir.

3. Karsisindaki akilli makinayla kiiciik bir oyun oynamaya hazirlanan Godel,
yiiziinde kendinden emin bir giilimsemeyle su timceyi yazar: “P(ETM) bu
ciimleye asla dogrudur demez.” Kisalik adina, bu ciimleye G diyelim. O zaman
Godel’in ciimlesi bir 6nerme olarak sdyle yazilabilir:

G: “ETM asla G ye dogrudur demez.” ™)

4. Godel son hamlesini yaparak, ETM’e G nin dogru olup olmadigimi sorar ve
rakibini mat etmek {izere olan usta satrangci edasiyla geriye yaslanip bekler.

5. Bundan sonra biraz dikkat isteyen mantiksal ¢ikarimlari izleyebilmek igin, (¥)
ifadesinde G nin iki farkli yerde yer aldigma dikkat edelim. Birisi ifadenin
basindaki G, 6tekisi tirnak iginde yazilan ciimlenin igindeki G. Bu iki G birbirinin
aynisidir.

6. Eger ETM, (*) ifadesinin basinda olan tirnak disindaki G yi kastederek, “G
dogrudur” derse, tirnak icindeki ifade dogru olacaktir. Tirnak igindeki ifadenin
dogru olmasi i¢in, tirnak i¢indeki G nin yanlig olmasi gerekir. O halde ETM, G ye
“dogrudur” dediginde G ye “yanligtir” demis olur.

7. Eger ETM, (*) ifadesinin basinda olan tirnak disindaki G yi kastederek, “G
yanlistir” derse, tirnak igindeki ifade yanlis olacaktir. Tirnak igindeki ifadenin
yanlis olmasi i¢in, tirnak i¢indeki G nin dogru olmasi gerekir. O halde ETM, G ye
“vanligtir” dediginde G ye “dogrudur” demis olur.

Bu oyunda, biz G nin ne oldugunu c¢ok iyi agiklamadan biraz bulanik ifade
kullandik. Gdodel, bu oyunu oynasaydi, 1931 yilinda yaptigi gibi, G yerine yanitini iyi
bildigi bir matematiksel ifade koyacak, P(ETM) yerine de, kendisinin olusturdugu ve

ancak G dogru oldugunda ¢6ziimii var olan karmasik bir polinom koyacakti.

Godel, formal sistem iginde dogru oldugunu bildigi bir soruyu ETM (Evrensel
Dogruluk Makinasi)’e soruyor, yanit alamiyor. Demek ki, ETM, Gddel’den daha akilli
degil, diyerek kendimize bir pay ¢ikaramayiz. Ciinkii, ETM ile yer degistirecek olsak, biz
onun durumuna diiseriz. Burada ¢ikan sonug, bizim ETM’den akilli olusumuz degil,
sistemde giderilmesi olanaksiz olan kalitsal eksikliktir. Bu basit oyunun gerisinde, bilim
diinyasinin bilgiye bakigini degistiren ¢ok dnemli bir sonug yatar:

Her formal sistemde ispatlanamayacak dogrular vardir.
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Chaitin, bu 6nemli sonucu olasilik kuramina tagimistir:
Seckisizligi ispatlanamayan segkisiz sayilar vardir.

Bu sonug, olasilikta ve informasyon teorisinde 6nemli sonuglar dogurmaktadir.
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OZET

Bu ¢aligma olasilik kavramini kiiltiir yasami i¢cinde baglantili olabilecegi
diisiiniilen diger kavramlarla iliskiye sokarak, onun fenomenolojik ag¢idan bir betimlemesini

yapmay1 amagliyor.

Anahtar Sozciikler: Olasilik, Olanak, Olabilirlilik, Mathema-noetik, Trans-
noetik

GIRIS

“Olasilik”, ozellikle matematigin iizerinde galigtigi, bilimlerce kullanilan bir
kavramdir. Bu kavramin bilimlerce yorumunun ve kullaniminin yaninda, insanin bu
gezegendeki varolusuna iligkin, alisilmis “olasilik felsefesi”ni asan anlamlandirmalar1 da
gergeklestirilebilir. Bu ¢alismada amaglanan, “olasilik” kavraminin iligkili olabilecegi diger

kavramlarla baglantistn1  kurarak, insanin “gelecege durusu” konusunda yorumlar

yapmaktir.
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GELECEGE DURMA TARZI OLARAK OLASILIK

Insan, kahinleri, mucize sahiplerini bir yana birakirsak, gelecegi ancak “tahmin”
edilebilir, bir diger deyimle, kestirilebilir. Gec¢miste yasananlari animsar. Kayitlari,

belgeleri varsa, onlar1 simdiye aktararak, bilmeye cabalar.

Olasilik, matematiksel bir model olarak, bilinmeyene karsi bir epistemolojik
durus tarzidir. Bilinmeyen, gelecekte olacak olanlarla, gegmiste olup da bilgi alanimiza,

heniiz girmemis, belki de, Kant’1 animsarsak, hi¢ girmeyecek olanlardan olusur.

Varligin, olusum siirecinde, olabilecek olanlarla, olamayacak olanlar s6z
konusudur. Bu, varligin bilgimizden bagimsiz olusum siirecindeki isleyisi onun
“olabilirlik™ ile ilgilidir. Olabilirlik, i¢ine olanak, olasiik, olus kavramlarini alan, en
genig, ontolojik yapiy1r gosteren bir kavramdir. Olan olabilir oldugu i¢in olmustur.
“Olanak”, olabilir olanin, bizce bilinebilen, diisiinebilen, epistemolojik alana girebilen
Obegine verdigimiz addir. Olasilik ise, olanakli olan1 matematiksel model i¢inde kavrama
cabasinin adidir. Olus ise olanagin gergeklesip, bir siire¢ olarak ortaya ¢ikmasidir.

Olabilirlik Olana CMLI( Olus

1 2 3

Yukaridaki gizelgeye gore, 1. gecis, olabilirligin, bilinir, disiiniilebilir duruma
gelmesini gosteriyor! 2. gecis, bu olanagin matematiksel bir modelle hesaplanmasi 3. ge¢is

ise olanagin gerceklesmesiyle son buluyor.

Bilgi ve diisiinme alanimiza giren olanaklari, bir acidan lige ayirabiliriz: 1.
Olabilecekler 2. Olmus olanlar 3. Olanlar. Bu aymrim, gelecek, gegmis, “simdi” ayrimina
dayantyor. Yasanti acisindan bakildiginda ise olanaklar yine iice ayrilabilir: 1.
Yasanacaklar 2. Yasanmis olanlar 3. Yasanmakta olanlar. Yasanmakta olanlar,
yasantilardir; yasandiklari “siire” de, olanaklari tiiketilmis olur. Bu anlamda yasantilarin

olanaklar1 yoktur, artik kalmamustir.

Olasilik, Anglo-Amerikan literatiir’deki alisilan anlamiyla, 6znel olasilik

(subjective probability), yaganacaklar iizerinde olabilir.

Yasanacaklarin ilging bir durumu vardir: Bir bolimii gegmiste yasanmus, bellege

aktarilmis, bellekte izi olan ya da olmayan (bir bigimde izi silinmig), animsanarak ya da izi
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bulunarak yeniden yasanacak olan yasantilardir. Bir boliimii ise heniiz yasanmamustir.
Yasanacak yasantilar, olanaklari oldugu yasanirlar. Bu olanaklar bilgimizin dahilinde

matematiksel bir modelle hesaplanabilirse olasiliklari meydana getirirler.

Oyleyse olasilik, hesaplayabilecegimizi diisiindiigiimiiz olanaklardir. Olanaklar
metaforik bir sOyleyisle bize gelecekten gelir. Gelecege karsi, su anki bilgilerimize

dayanarak hesaplama tutumudur, olasilik tutumu.

OLANAKLAR KARSISINDA BAZI DURUSLARIMIZ

Olanaklarin bir 6begini olacaklar olarak ayirabiliriz. Bunlar, ongérdiigimiiz,
bekledigimiz, ondeyide (prediction) bulundugumuz, tahmin ettigimiz, belki de bir tiir
“kehanet”’le ulastigimiz olanaklardir. Ornegin, on yabanci dili konusabilme olanagim

oldugu halde, bunlardan dordiinii olacaklar 6begine ayirip, iizerlerinde ¢alisabilirim.

Olanaklar karsisinda onlarin anlamlarim diisiinebildigim gibi, aralarinda se¢me
de yapabilirim. Se¢menin ardindan ya da se¢gme Oncesi karara varip, bunlar

gerceklestirmek i¢in eyleme de gecebilirim.

Bir baska acidan, olanaklar karsisinda tavirlarnmi  su  dort  Obekte

siniflandirabilirim:

a) Tiimiiyle edilgin bir tutum i¢inde yalmzca beklerim. Bir benzetmeyle

soylersek, yerinde saymamdir, bu.

b) Umarim. Bu durumda olanaklardan bir 6begi secer, onlar1 olacak kilarim.
Olacak kilma siireci, eylemle bitecek, eylem ardinda da, diger tutum ve eylemlerle siirecek
olan oldurma siirecinin bir pargasidir. Olacak kilma siirecim, kararim, kararliligimla
stirebilir. Yine bir benzetmeyle soylersek, ileriye gitme siirecidir bu. Kararimin ardindan
planlama siireci baslayabilir. Iste bu siirecte olasilig1 kullanabilirim. Olasilik, olacaklari
matematik 15181nda gorebilmektedir. Bilim ve teknoloji odaginda yasayan ¢agimiz insanin
bir durusudur, “muhtemel” olana. Bu tutuma Eski Yunanca’dan ¢ikarak Mathema-noetik
durus diyebiliriz (Bu yazida “tutum” ve “durus” ayirimi yapmiyorum!). “Mathema” burada

modern anlamiyla matematigi, “noetik” ise iginde bulundugum durumu anlamlandirmay1
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gostermektedir. Mathema-noetik durus, olacaklara matematiksel gozliikle anlam yiikler
(Elbette daha farkli anlam yiiklemelerle birlikte!).

Mathema-noetik tutum, salt anlama tutumu olabildigi gibi (alisilagelen
deyimiyle, “seyir’den kaynaklanan teorik tutum!) eylemle (praksis), bir liretim siireciyle

poiésis!) bir oldurma tutumu da olabilir.

c) Vazgecerim. Benzetmeli soyleyisle bu durum “geri gitme” durumudur!

Vazgecme, karar ya da hesap siirecinin sonunda gergeklesebilecegi gibi baginda da olabilir.

d) Tim bu umma, karar alma, se¢me, hesaplama, planlamalarin disinda
gelecege acilma icinde de olabilirim. A¢ilma durusu, bir askin durustur, elbette noetik bir
durustur ama mathema-noetik durus degildir! Hesap otesi bu durusta, gelecege farkli bir
cikis s6z konusudur. Gelecege cikis, gelecege ¢ikisimizi etkileyecek olan iklim le yasanir.
Iklim, fiziksel, toplumsal, kiiltiirel, etik politik, ruhsal atmosferdir. A¢ilma iklimi, zaman
zaman mistik bir iklim olabilirse de, Heidegger’in “Gelassen heit” adini verdigi durusla da
ilgilidir! Varligin kendini bize agmasi igin, bizim varliga kendimizi agmamiz, varlikla,
bizim kiiltiiriimiizden alinma bir deyimle, hemhil olma durumudur. Heidegger’in
stimmung adini verdigi duruma benzer bir durum s6z konusudur burada. Bu tutuma trans-
noetik tutum dersek, mathema-noetik tutumun tamamlayicisidir bu tutum, ne denli ona
uzak goriinse de. Elbette simdilerde pek moda olan “empathy” ile karigtirmamalidir!
“Psikolojik” bir hal degildir, psikolojik sonuglari gozlemlense de! Cagimiz insaninin
neredeyse unuttugu bir gelecege c¢ikis yoludur. Denetimin, ele gegirmenin, egemen

olmanin, hesaplanarak bilmenin ortadan kalktig1 bir haldir.

Mathema-noetik agidan, boyle bir agilisin yasanma olasiligi elbette sifir degildir.
Umut kapidadir.
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Abstract

The work of the genius French philosopher Henri Bergson, who studied the work

of Charles Darwin and came to the conclusion that the superiority of the human brain in
comparison to lower species is its ability of “intuitive and creative thinking” gains
importance according to our recent empirical studies and metaphysical essays. We extended
our results on the role of brains electrical alpha activity during evolution of species.
Henri Bergson, who studied the evolution theory of Charles Darwin, emphasized three
types of mental abilities during evolution of species: instinct, intelligence and intuition (1).
Instincts are observed in low living beings as invertebrates, intelligent behavior belongs
also to functional properties of lower vertebrates and mammalians. However, only human
beings have the ability of intuition. This is, also according to Descartes and John Locke,
what makes the human being different from other species. At the beginning of 20" century
the proposal of Bergson could not be analyzed by means of electric recordings. We have
analyzed the electrophysiology of species consisting in recordings of spontaneous electrical
activity and evoked potentials, jointly with the laboratory of T. H. Bullock in San-Diego
(2,3). In addition to the conventional electrophysiological recordings we make use of the
efficient method of oscillatory brain dynamics. In our experiments we used isolated ganglia
of Aplysia, Helix Pomatia and brains of low vertebrates as goldfish and ray. We also
analyzed cortical and sub-cortical structures of the cat brain and the scalp recordings from
the human brain. Our analysis of brain oscillations included delta, theta, alpha, beta and
gamma oscillations.

Our findings revealed that the alpha oscillations (10 Hz) can be pointed as a key
indicator in evolution of species in ganglia of Aplysia and Helix Pomatia. 10 Hz
oscillations were only scarcely recorded. The 10 Hz activity showed increasing amplitudes
in low vertebrates and in the cat brain in comparison to invertebrates. In the human brain
the alpha activity indicates high level wavelet entropy. Earlier studies of T.H. Bullock have
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also showed that the alpha coherency in invertebrate ganglia is totally absent and reaches
higher values from low vertebrates to the human brain.

According to the mentioned empirically grounded results, we tentatively propose
that the changes in coherence, amplitude and entropy of alpha oscillations are key
indicators for the development of mental activity during evolution of species. Is the
superiority of the human brain manifested by intuition and creativity correlated with low
entropy alpha activity in comparison to lower species? Is the second law of
thermodynamics loses its validity in developing intelligent systems by evolution of
intuitions. Although this question stays yet partially answered, it is clear that the evolution
of alpha activity is a prominent candidate as “sign of intuitive behavior in human beings.

19 uncu asrm ikinci yarisinda iinlii Ingiliz bilim adami Charles Darwin (4), evrimle
ilgili teorisini gelistirmisti. Yakinlarda degisik yonleri ile kanitlanan bu kuramin iki 6nemli
temel tasini su sekilde izah edebiliriz.

1) Evrim swrasinda canli varliklar gelisirlerken kendilerinden evvel ortaya ¢ikan canli
varliklardan 6nemli izler alirlar.

2) Gelisme sirasinda canli varliklar yagamlarinin devam ettirebilmek i¢in yeni gelismelerde
bulunurlar. Buna dogal secilim (natural selectivity) denmektedir. Gene Charles Darwin’in
(4) kuramina gore en ilkel canli varliklar olan omurgasizlardan insana kadar meydan gelen
evrimde bu varliklar gittik¢e ustalagmakta, yeteneklerini arttirmakta ve nihayet insanda en

¢ok gelismis 6zellikleri gostermektedir.

Evrim sirasinda beynin EEG salinimlar1 sistematik olarak ¢ok az laboratuarda
incelenmistir. Hatta sunu sOyleyebiliriz Aplysia veya Helix Pomatia’dan baslayarak insan
beynine kadar yapilan aragtirmalar hemen hemen sadece Erol Basar ve arkadaglari ve
Theodore Bullock tarafindan ortak yiiriitiilen tek analizlerdir. Bu makalede bundan evvel
yaymlanmis bulgular ve iinlii Fransiz diiglinlirii Henri Bergson’nun fikirleri bir araya

getirilerek bir senteze varilmaya caligilacaktir.

Henri Bergson 20’inci ylizyilin baglarinda bellek, diisiince sekilleri ve evrim
iizerine Onemli goriisleri olan Fransiz disiiniirdi, 20’inci ylizyilin ikinci yarisinda bir
unutulma evresine girdi. Ancak, Deleuze’in kitaplari sayesinde ve son zamanlarda beyin ve
kuantum teorisi ilizerine yeni yaklagimlarin olmas1 yeniden Henri Bergson’nun kuramlarim

inceleme ihtiyacini dogurmaktadir. Giincel beyin arastirmalarinda elektrofizyolojik
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yontemlerle ve psikolojik testler ile bellek mekanizmalari, dikkat, algilama ve dgrenme
konusunda ol¢iimler yapilabilmektedir. Hatta insanlarin duygular1 tizerine dahi dl¢timler
artmaktadir. Ancak insanlardaki “sezgi” yetenegine hicbir yaklasim bulunmamaktadir. Bu
makalede Henri Bergson, Charles Darwin’nin teorileri ve laboratuarlarimizdaki verilerden
yayinladigimiz bilgileri bir araya getirerek beynin alfa aktivitesinin sezginin gelismesinde
oynamis olabilecegi rolil anlamaya ¢alisacagiz.

Henri Bergson, Charles Darwin’in evrim kuramini inceledikten sonra, evrim
sirasinda ii¢ tip zihinsel yetenegin mevcut oldugunu savundu: I¢giidii, zeka ve sezgi (1).
Bergson, ¢ok gelismis omurgalilarda otomatik davranis ile istemli davranis arasinda ¢ok
kesin bir fark oldugunu sdylemistir. Otomatik islerde omurilik, istemli islemlerde ise beyin
devreye girmektedir. Biitiin az gelismis omurgalilarda, i¢cgiidii vardir, bunlarin bazilar1 ¢ok
diizenli ve basittir. Daha karmasik canli varliga yonelik davranig Oriintiller de
sergilenmektedir. Gene bir ¢ok hayvanda insaninkine benzer bir zeka da gozlenmektedir.
Diger kelimeler ile otomatik olarak islemini siirdiiren i¢giidiiniin diginda gelismis olan canli
varliklarda da 6nemli zekaya da rastlanmaktadir. Ancak insanda bir {igiincii zihinsel islev
daha vardir: Buna “sezgi” diyoruz. Bergson’nun goriisiine gore insani diger canlt
varliklardan ayiran en 6nemli yetenek bu tigiincii tip bilissel mekanizma yani sezgidir.

“Sezgi” nedir? Sezgi bir insaninin herhangi bir problemi ¢dzmekte veya olay1
anlamakta tiim olarak bir takim yontemler zinciri kullanmadan aninda ve direkt olarak
gosterdigi yetenektir. Genellikle bir olaya ¢6ziim bulundugu zaman bu ¢6ziim sirasinda
yapilan iglevin farkinda bile olmamaktayiz. Sadece Henri Bergson degil René Descartes ve
John Locke’da insani diger canlilardan ayiran yetenegin sezgi oldugunu belirtmislerdir.

Asagidaki sekilde Ronesans’tan sonra ortaya ¢ikan filozoflarin goriisleri sematik olarak

gosterilmektedir (Sekil 1).

Renee Blaise Pascal John Locke Bergson
Descartes

Diisiiniivorum Matematiksel Diisiiniivorum Sezgisel

ovleyse varim  zihin ovleyse varim  Zihin
Matematiksel Sezgisel Siiphecilik Substans,
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zihin Zihin kompleks
fikirler
Siiphecilik Icgiidii, filetik Icgiidii,
bellek filetik
bellek
Substans, Hiikiimler
kompleks bilgiden
fikirler farkhdir
Hiikiimler

bilgiden

farkhdir

Sekil 1: Ronesans’tan sonra ortaya ¢ikan filozoflarin goriisleri

Bu incelemeyi yapmak i¢in sistem teorisi yontemlerine dayanarak ii¢ olayi inceleyecegiz.
1) Entropi
2) Koherans
3) Salinimlarin farkliliklar:
“Entropi” ve “Koherans” birbirleri ile ilintilidirler. Beyin dokusunda ndronlar
ve ndron populasyonlarinin elektriksel aktivitesi yiiksek Koherans degerleri gosterirlerse o
dokuda “ Senkroni” gdzlemlenir. Buna goére bir ndral sistemin i¢inde senkroni diizenli

davranisi isaret eder. Bu da diisiik entropi demektir.

“Entropi” nedir ? Entropi, bir sistemin igerisindeki diizensizlik derecesidir. Beyinde
koheransin tarifi T.H. Bullock tarafindan asagidaki gibi yapilmistir. Koherans beynin iki
bolgesi arasinda her frekans diliminde korelasyonunu gosterir. Bu da iki bolge arasinda
senkroni olup olmadiginin en iyi tamimlayicisidir. Asagidaki tabloda (Tablo 1) T.H. Bullock
(5) insan beyninin korteksinin iki bolgesi arasindaki alfa frekans diliminde koherans
degerlerini gostermektedir. Goriildiigii tizere bu degerler 0.5 civarindadir ve oldukca

yiiksektir. Buna mukabil T.H. Bullock ve E. Basar (6) Aplysia’da elektrotlar bir
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milimetreden daha az aralikla yerlestirilmesine ragmen higbir frekans diliminde bir

koherans izleyememislerdir. Olgtiikleri baliklarda ¢ok daha yiiksek koherans degerleri

bulunmustur. Hatta kaplumbaga, kertenkele ve diger memelilerde ¢cok daha fazla koherans

degerleri Olgiilmiigtiir. Gene Basar ve ark. (7) tarafindan yapilan Slgiimlere gore kedi

beyninde Sekil 2’de goriildiigii gibi alfa frekans diliminde ¢ok yiiksek koherans degerleri

Ol¢tilmiistiir. Sekil 3’te gene Helix Pomatia ve Aplysia dan baslayarak evrimde iki degisik

balik, kedi ve insan beyninin uyarilma potansiyelleri goriilmektedir. Kedi ve insan beyninde

alcak frekans dilimindeki cevaplar filtre islemi uygulanmadan dahi gozlemlenmektedir.

Filter band, Hz 25 58 813 13-20 20-35 3550
Subdural C,gnm 0.47 0.47 0.43 ©0.40 0.34 o.38
Depth probe C,,.., o.a8 o061 0.55 0.a9 0.a9 0.51

Tablo 1: insan beyninin korteksinin iki bélgesi arasindaki alfa frekans

koherans degerlerini gosteren tablo
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Sekil 2: Kedi beyninde dl¢iilen koherans degerleri

diliminde
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L]

Sekil 3: Helix Pomatia ve Aplysia dan baslayarak evrimde iki degisik bahk, kedi

ve insan beyninin uyarilma potansiyelleri goriilmektedir

Sekil 4’te ise yeniden dikkatimizi alfa frekans aktivitesine odakliyoruz, seklin sol tarafinda
Helix Pomatia’da spontane aktivitenin frekans spektrumu gosterilmektedir. Sag tarafta da
insanda sagli deri tizerinden alinan gii¢ spektrumlari mevcuttur. Bu sekilde ¢ok iyi izlendigi
gibi insanda ¢ok belirgin ve yiiksek alfa aktivitesi bulunmasina karsin , Helix Pomatia’da
o6nemli bir 10 Hz aktivitesine rastlanmamaktadir. Tablo 2’de ise degisik frekans
dilimlerindeki frekans karakteristiklerinin maksimum degerleri isaretlenmistir. Gene Helix

ve Aplysia’da 10 Hz’de cevap kaydedilmemesine mukabil Vatoz baliginda ve kirmizi
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balik’ta alfa aktivitesi siklig1 artmaktadir. Kedide ve insanda ise alfa aktivitesi
gozlemlenmektedir. Bu sekiller ve tablo degerleri incelendiginde ortaya sdyle bir goriis
cikmaktadir:  Omurgasizlarda ve asagi omurgalilarda diizenli alfa aktivitesi
kaydedilmemektedir. Bundan dolay1 insan beynindeki diisik seviyeli alfa aktivitesinin
entropisi 6nemli bir ayirt edici faktor olarak isaretlenebilir. Bu da su soruyu ortaya ¢ikarir:

Acaba alfa aktivitesinin entropisin insanda diisiik olusu insanin sezgi giiciinii mi aksettirir ?

FRONTAL

Helix Pomatia Ganglionu Insan Beyni

-

Sekil 4:Sol tarafta Helix Pomatia’da spontane aktivitenin frekans spektrumu, sag

tarafta insanda sach deri iizerinden alinan gii¢ spektrumlar gosterilmektedir.
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Frequency band (Hz)

1-8

8-15

15-30

30-48

52-100

Species Maxima in frequency characteristics (Hz)
Helix
Pleural r. 5 20 -
Parietal r. 2 16 40 65
Visceral 2 15 35 60
Parietal 1. 2 to 50
Pleural 1. 2 9 18 10 75
Aplysia
Group 1 2 to 20 40 100
Group 11 3 25 60
Ray
Mesencephalon 5 28
Medulla - 9 16; 2 40
Goldfish
Telencephalon 3 10 5 90; 100
Mesencephalon - 30 80; 100
Medulla - 80: 90
Cat
GEA 5 - 18 10 80
RF 5 11 25 40 85
HI 5 12 45
Human
Cs 4 8 25 40
0 3.5 10 25 45 75
P 6 10 20 10 70
F 1 8 20 35; 45
Tablo 2: Helix Pomatia, Aplysia, vatoz balhg, kirmuzi bahk

ganglionlarinda, kedi ve insan beyninde degisik frekans dilimlerindeki

frekans karakteristiklerinin maksimum degerleri isaretlenmistir

SONUC:

T.H. Bullock ile ortak bilgilerimizi degerlendirdigimiz zaman alfa aktivitesinde ii¢ 6nemli

degisikligi ortaya ¢ikariyoruz.

1) Alfa aktivitesin genligi ve bol miktarda ortay ¢ikmasi beyin evrim siirecinde gelisirken

artmaktadir.

2) Evrim sirasinda degisik canli varliklarin beyinlerde koherans degerleri artmaktadir.

3) Alfa aktivitesinin entropisi evrim siirecinde diismektedir.
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Bu analizlerdeki sonuglar bizi hangi noktaya getiriyor? Eger sezgi ancak insanlarda goriilen
bir zihinsel islev ise acaba alfa aktivitesinin diizenli olarak ortaya ¢ikmasi ile sezginin
uyumlu oldugu tartisilabilir mi? Sezgi sadece insanlarda var, bu denli diizenli alfa aktivitesi
de ancak insanlarda goriiliiyor.

Sekil 5’in en sag tarafindaki bdlimde evrim sirasinda entropi  degerleri
gosterilmektedir, bu semaya gore alfa aktivitesinin entropisinin diismesi ile birgok zihinsel

mekanizmalarin artt1g1 iyi bir sekilde sergilenmektedir.

Duyular Omurgasuzlar icGipi g
Omurgahlar <
Memeliler =
Insan
Fikirler Omurgalilar
Memeliler = —
l insan I ZEKA I l
B .
=
Kompleks fikirler Memeliler VUKSEK ZEKA E
l Insan | I
Fikirlerin f
iliskilendirilmesi e e l
l =
Muhakeme ve . Vv s
Hiikiim verme Insan E
SErGl. o
l SEZGISEL ZIHiN
YARATICI ZIHIN E’
2 (Pascal ve Bergson 5
Sezgi Insan ortiismesi) B
Bulus ve 1
Kesifler L

Sekil 5: Evrim siiresince, farkh tiirlerde duyu ve diisiince yapilar1 ve bu tiirlerin

beyinlerinde agiga ¢ikan senkroni ve entropi degerlerinin sematik gosterimi
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arastirmaktir.
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MAXWELL — BOLTZMANN ESITLIGININ ONGORU
GUCU

E. Rennan Pekiinlii

EGE Universitesi, Astronomi ve Uzay Bilimleri Béliimii, Bornova, 35100 IZMIR, Tel:
0232 3884000/1737, Fax: 2323881036, eposta: rennan.pekunlu@ege.edu.tr

OZET

Bu calismada Maxwell — Boltzmann esitliginin (MBE) 6ngorii giicli arastirilmistir.
Alt1 boyutlu evre uzaydaki plazma parcaciklarinin olas: yogunlugu olarak tanimlanabilecek
olan hiz dagilim islevinin evrimini betimleyen MBE momentleri, Giinestacinda yayilan
Alfven dalgalarinin kirmmima ugrayacagimi, sonecegini, diger bir deyisle erkelerini
ortamdaki iyonlara aktaracagimi ongérmiis ve bu Ongoriiniin gézlemlerle tutarli oldugu
gosterilmistir.

Anahtar sozciikler: Maxwell-Boltzmann esitligi, evre uzay, olasi yogunluk, giinestaci
deligi

1. GIRIS

Plazma pargaciklarimin R3® de, kartezyen konsayilardaki konumu (X, y, z) siral
ticliisliyle verilir. Bu konum, genellikle baslangic noktasindan (X, Y, z) noktasina ¢izilen r
konum vektoriiyle belirlenir. r konum vektoriiniin u¢ noktasindaki kiigiik oylum dr = dx dy

dz ile gosterilir. Bir plazma pargacigmin kiitle 6zeginin dogrusal hizi, u=u X+u, y+u,Z
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ile verilir. (x, y, 2) sirali tglilleriyle tanimlanmis konum uzaymna benzer bigimde, (U, Uy, U;)
konsayilariyla hiz uzayr tanimlanir. U hiz vektorii, konsayilari (Ux, Uy, U;) olan ve baslangic
noktasindan ¢izilen konum vektorii olarak diistiniilebilir. Hiz uzayinda, u vektoriiniin ug
noktasindaki kiigiik birim oylum du = dux duy du;, dir. X, y, Z, Uy, Uy, U; konsayilar1 evre uzay:
belirler. Belli bir anda, bir plazma pargacigmimn r konumu ve u hizi, birlikte, evre uzayin bir

tek noktasinca belirlenir.

Hiz uzayindaki du birim oylumu i¢indeki hiz noktalarinin zaman ortalamas,
konum uzayindaki dr birim oylumuyla da orantilidir. Hiz noktalar1 sayisi f (r, u, t) dr du
olarak gosterilebilir. Burada f (r, u, t) hiz dagilhim islevidir. dr du birim oylumu i¢indeki
temsilci noktalarin dt zaman araligindaki ortalama sayist oylumun seklinden bagimsiz
ancak boyutlariyla dogru orantilidir. Bu nedenle bu say f (r, u, t) dr du olarak gosterilebilir.
Hiz dagilim iglevi f (r, u, t) alt boyutlu evre uzaydaki temsilci noktalarin olas:

yogunlugudur.

MBE, f(r, u, t) olas: yogunlugun evrimini betimler:

Lt )y, 1 (r,u,t}{% .v,,J (ot @_U "

(1) numarali bagmtida V, ve V, sirasiyla konum ve hiz uzayina gore tiirevleri simgeler; F,
plazma parcaciklari iizerine etkiyen i¢ ve dis kuvvetler toplamidir. Esitligin sag tarafindaki
terim, ikili ¢arpismalaria olast yogunlugun zamanla nasil degistigini anlatir. MBE herhangi
bir hiz islevi olan g (u) ile garpilip tim hiz uzay: tizerinden integrali alindiginda “hiz

momenti” elde edilir:

+o0

Tg(u)% f(r,u,t)du+jg(u)(u-vr)f (r,u,t) du+]fg(u{%-vu] f(r,u,t)du

-

‘o 2
= Ig(u{%} du @

-0
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guy=mu=m ;guy=mut=mu; gu)=mu?; g(u)=m ud..biciminde alinarak
siirsiz sayida “taginim esitlikleri” elde edilir. Bu esitlikler “kapali” bir esitlikler dizgesi
olusturamaz. Diger bir deyisle, esitliklerdeki bilinmeyen sayist esitlik sayisindan daime bir
fazladir. En yiiksek dereceden “taginim esitliginde” bir varsayimla esitlikler dizgesi

“kapal1” duruma getirilir ve ¢oziime gecilir [1].

2. MBEden Tiiretilen Tasinim Esitlikleri

Yukarida anlatilan yontemle elde edilen esitliklere “Tasmim esitlikleri”, “Korunum
esitlikleri”, “Siireklilik esitlikleri” de denir. Pekiinli ve arkadaslari, momentumun
korunumu esitligi, manyetik indiiksiyon esitligi ve evrende manyetik monopol olmadigini
betimleyen Maxwell esitliklerinden birini kullanarak, viskoz ve Lorentz kyuvvetlerinin

etkisiyle yayilan Alfven dalgalarinin yayilma, kirinim ve sénme etkilerini inceledi [2].
Momentumun korunumu (3) numarali esitlikle betimlenir:

p%:(VxB)xB/,u+va2V (3)

burada x manyetik permeability; v kinematik viskozite katsayisi, B manyetik
indiiksiyondur; pv = 2.21x10™°T**(r)/InA gem™s™[3]; ve konvektif tiirev,
D/Dt=0/0t+v-V olarak verilir. Manyetik indiiksiyon esitligi manyetik alanin uzay ve

zaman degigimini betimler:

B

a—VX(VXB)+77VZB (4)

burada 7=5.2x10"T *?(r)InA cm?s™ manyetik sizma katsayisi; InA = 22.0 Coulomb

logaritmasidir. Son olarak, Maxwell esitligi,
V-B=0 (5)

manyetik akinin korundugunu betimler.
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(3), (4) ve (5) esitliklerinin dogrusallastirilmig bicimleri asagidaki (6) ve (7)

esitlikleriyle verilir:

ov, 1 )

Po— :_(Bo 'V)Bl +VVy, (6)
ot u
GBI ™

(6) ve (7) esitliklerinde “1” alt indisiyle verilen tedirginlik niceliklerinin uzay ve zaman
degisiminin diizlem dalga o0zelligi gosterdigini ve dalganin evre carpaninin

expli(k-r—wt)] bigiminde oldugunu varsayahm; burada t, r, k = 2n/A ve @ = 2n/P

sirastyla zaman, kaynaktan olan uzaklik, dalga vektorii ve frekansi simgeler; A ve P de
dalgaboyu ve dalganin donemidir. Bu durumda diferansiyel esitlikler bir tek cebirsel
esitlige indirgenir:

v77k4+[vi—ia)(v+77)]k2—a)2:0 (8)

burada v, =B/, u p, Alfven hizidir.

3. Giinestac1 Deliginin Manyetik alan ve Plazma Ozellikleri.

(8) numarali esitlik, Giinestac1 plazmasi i¢inde yayilan Alfven dalgalarinin olas:
davranigini betimler. Adi gecen plazma ortammin  gézlemlerden tiiretilmis olan
Ozelliklerini soyle siralayabiliriz. Giinestact deliginde manyetik alanin Giines’ten olan
uzaklikla degisimi [4], [5]

B=15(f, —1)R** +15R* G )

Bagmntida frax = 9 alinur.
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Hollweg [4] , Feldman ve ark. [6] elektron say1 yogunlugunu,

3.2x10° 25x10° 1.4x10°
= cm

Ne - R1s6 + R376 + R2

(10)

olarak belirledigini bildiriyor. Burada, R = r / Re Glines ¢ap1 cinsinden uzakliktir. Ne (r)
Kuzey Giinestact deligindeki kiitle yogunlugunu belirler: po(r)zﬁmpNe(r); burada

~ 0.6 ortalama atom agirlig;; mp proton Kkiitlesidir. Basing 0lgek yiiksekligi,

i
A,(r)=5.0x10°T(r)r /R, Fem [7].

SOHO uydusundaki CDS ve SUMER algaglari Kuzey Giinestact Deligi
bolgesindeki sicaklik kesitini ¢ikarmugtir. David ve ark. [8] bu kesitin g¢izgesini

vermislerdir. Kesitin analitik betimlemesini grafik okumayla asagidaki gibi elde ettik:
T =-2x10"R* +5x10'R—-3x10"K (11)

Banerjee ve ark. [9] Kuzey Giinestact Deliginde gozlenen Si VIII ¢izgisinin

genisligine 1si1sal olmayan siire¢lerden yapilan katkiy hiz birimlerinde vermistir:
v, =-1522.3R* +8638.2R° —18191R* +16882R —5786.5 kms ™ (12)

Yukaridaki (8) numarali esitligin ¢oziimii, Glinestact Deliginde yayilan Alfven
dalgalarimin dalgaboyu, dalga genligi sonme 6lgek uzunlugu, dalgalarin erke aki yogunlugu
ve grup hizinin R uzakligiyla degisimini verir. Sekil 1a dalgaboyunun Sekil 1b de sénme

6lcek uzunlugunun R ile degisimini gosteriyor.
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Sekil 1. (a) Alfven dalgalarinin dalgaboyunun R (=r / Re) ile degisimi. (b) Dalgalarin
sonme Olgek uzunlugunun ( A = 27/ki ) R ile degisimi. ki dalga vektoriiniin sanal kisminin

tersidir (Pekiinlii ve ark. 2002)

Sekil 1 (a) Giinestacinda ilerleyen Alfven dalgalarinin dalgaboyunun uzaklikla
arttigim gosteriyor. Bunun anlami, bu dalgalar i¢in ortamin kirtlma indisi (n = ck / @)
giderek sifira yaklasiyor. Diger bir deyisle, Alfven dalgalar1 yansima egilimi gosteriyor. Bu
beklenen bir sonugtur. Manyetik alan kuvvet ¢izgileri boyunca giderek azalan yogunluk
bolgesine dogru yayilan dalgalar sonunda “plazma kesikliligi” adi verilen yansima
noktasina ulagir. Kuzey Giinestac1 Deliginde pargacik say1 yogunlugunun manyetik alan dik
yonde esdagilimsizlik gosterdigi biliniyor [10], [11]. Bu gergege dayanarak Hollweg [4]
Alfven dalgalarinin kirmima ugrayarak dalga vektoriiniin manyetik alana dik bileseninin
(k1) artacagini savunuyor. Diger yandan, Sekil 1b den de anlagilacagi gibi, Alfven dalgalar

Giines’ten disartya dogru yayildik¢a sénmeye ugrayacak. Ancak, sonme Ol¢ek uzunlugu R
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ile arttigindan viskoz kuvvetlerin Alfven dalgalarin1 zayif bir bicimde etkiledigi

sOylenebilir.

Yiiksek frekansa sahip Alfven dalgalar1 mekanik erkelerini plazma ortamindaki

iyonlara daha ¢abuk bir bigimde aktarir. Alfven dalgalarinin mekanik erkesi,

F =pv,owl/dk (13)

Bagmtisiyla verilir. dw/dk dalgalarin grup hizidir ve (8) numaral esitlikten tiiretilir. Sekil
2, Alfven dalgalarmin mekanik erkesinin R uzakligiyla degisimini gosteriyor. R = 1.15
yakinlarindaki “plato” olusumu dalgalarin mekanik erkesinde bir diigiis olacaginm

Ongoriiyor.
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Sekil 2. Degisik frekanstaki Alfven dalgalarinin erke aki yogunlugunun R ile degisimi (
Pekiinlii ve ark., 2002)

O’Shea, Banerjee & Doyle [12] Mg X ¢izgi genisliklerinin Kuzey Giinestact Deliginde
~1150" uzakliklara dek arttigini ve sonra siirekli distigiini gozlemislerdir. Alfven
dalgalarinin erke akisinin ¢izgi genisligiyle orantili oldugu biliniyor [13]. Bu sonug iizerine
yazarlar su soruyu yoneltiyorlar: “~1150"" uzakliginin oOtesinde ¢izgi genisliklerindeki

azalmanin nedeni dalgalarin genligindeki sénme olabilir mi ?””. O’Shea, Banerjee & Doyle

47



Maxwell-Boltzmann Esitliginin Ongorii Giicii, E. R. Pekiinlii

[12] galigmalarinin sonu¢ kisminda su saptamayi yapiyorlar: “~1150" uzakliginin 6tesinde
cizgi genisliklerindeki azalmanin nedeni olarak, disariya dogru yayilan MHD dalgalarinin
sonmesini Oneriyoruz. Pekiinlii ve ark. [2] sikistirlamaz MHD baglaminda Alfven
dalgalarmin yayilmasini incelediler. Manyetik aki tiipleri boyunca yayilan Alfven
dalgalarmin viskoz sagilma ve elektriksel direnclilik nedeniyle kirmima ugrayacagini ve
sonecegini gosterdiler. Bu yazarlarin erke aki yogunlugu cizgesi (Sekil 4 — bu calismada
Sekil 2 - ERP) R = 1.15 e dek artma gosteriyor, o noktada bir maksimuma ulasiyor ve ¢ikis
kolundan daha az bir egimle azaliyor. Kisacasi, bu kuramsal c¢alisma bizim disar1 dogru

yayilan dalgalarin sdnecegine iligskin gdzlemsel kanitlarimizi dogruluyor”.

4.  Sonug.

Alt1 boyutlu evre uzaydaki plazma pargaciklarinin olast yogunlugu olarak tanimlanan
f(r, u, t) hiz dagilim islevinin plazma i¢inde ve digindaki kuvvetlerin etkisi altinda nasil
evrim gecirdigini betimleyen MBE vyiiksek &ngorii giiciine sahiptir. Uzerinde calisilan
plazma ortaminin gozlemlerden tiiretilen fiziksel &zellikleri temelinde yapilan
varsayimlarla elde edilen dagilima bagintisi (dispersion relation) dalgalarin yayilma
Ozelliklerini agiklayabildigi gibi yeni siiregleri de 6ngorebilir. Giinimiizde, geliskin
uydulardaki algaglar parcaciklarin hiz uzayindaki olast dagilimlarini saptayabilecek denli
duyarlidir. Ornegin SOHO uydusundaki CDS, SUMER, UVCS gibi algaclar Giines
Kuzeytaci Deligindeki iyonlarin manyetik alana dik ve kosut yondeki hiz dagilimlarini
saptayabilmigtir. En olast hiz dagilimin1 dikkate alarak gerek “Korunum esitlikleri”yle
gerekse carpismasiz MBE olan Vlasov esitligiyle fiziksel siirecleri agiklama ve yenilerini
ongorme giicli artmistir. Bu baglamda su sonuca varabiliriz: Gilinestact deligindeki
plazmayi 1sitan ve giines riizgarina ivme kazandiran siire¢ biiyiik bir olasilikla dalga-
parcacik etkilesimidir. Bu etkilesim i¢inde en Ozgiin olani iyon-cyclotron rezonans

strecidir.
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1950 yilinda izmir’de dogdu. Orta ogrenimini Izmir Atatiirk Lisesi’nde
tamamlad1. 1967 yilinda Ege Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik — Astronomi béliimiine
kaydolarak 1971 yilinda mezun oldu. Ayni yil E.U. Fen Fakiiltesi Astronomi béliimiinde
basladig1 Yiiksek Lisans programinit 1973 yilinda tamamladi. 1973 yilinin baginda Milli
Egitim Bakanligi’nin bursuyla Ingiltere’nin Leicester Universitesi’nde doktora egitimine
basladi. 1978 yilinda Leicester Universitesi’nde doktora calismasii tamamlayarak 1979
yilinda 1416 sayili yasa geregi E. U. Astronomi boliimiinde goreve basladi. 1980 yilinda
2547 sayih YOK yasasi ile gorevinden uzaklastirildi. Bolge Idare Mahkemesi bu karara
iligkin ylritmeyi durdurma karar1 verdi. E.R. Pekiinlii 1982 yilinda Astronomi
boliimiindeki goérevine iade edildi. Goreve basladiktan 15 giin sonra bu kez 1402 sayili
Sikiyonetim kanunuyla tekrar uzaklastirildi. 1982-1990 yillar arasinda E.R. Pekiinli 2 y1l
igsiz dolastiktan sonra Izmir’de kurulu olan Bati Dersaneleri’nde matematik dgretmenligi
yapt. 1990 yilinda Danistay’in ictihadlar1 birlestirme karariyla E.U. Astronomi
boliimiindeki gorevine geri dondii. 1991 yilinda Yard. Dog., 1997 yilinda Dog¢. ve 2003
yilinda Prof. iinvanlarini aldi. Caligma alanlar1 radyo astronomi, plazma fizigi ve

manyetikhidrodinamiktir (MHD)
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OZET

David Hume (1711-1776) modern siipheciligin kurucusu bir filozof olarak
bilinir. Hume’un bilgi kuraminmn en 6nemli bdliimiinii “Bilgi ve Olasilik Uzerine” boliim
olusturur. Hume burada deneysel ¢ikarimlardan saglanan ama “mutlak olmayan” bilgi
izerinde durmustur. Gelecek hakkindaki biitiin bilgimiz, ge¢mis ve su anda bulunan
bilgimizden ¢ikarilir. Hume’a gore olasilikli bilgi aritmetik, cebir ve mantik digindaki biitiin
bilimleri kapsar. Boyle bir olasi bilgi anlayis1t Hume’u felsefi anlamda ¢ok derin siiphelere
gotliirmiistiir. Benzerlik, karsitlik, nitelik dereceleri, nicelik ve sayisal oranlar gibi iligkiler,
Hume’un ifadesiyle“diigiince iliskileri”ne dayanan bilgiler kesindir. Cebir ve aritmetik bu

gruba girer. Uzay-zaman iligkileri ve nedensellik iliskileri olas1 bilgi verirler.
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GIRIS

Bryan Magee, Hume’un hemen herkes tarafindan Ingiliz dilinde yazmis olan en
biiyiik filozof olarak goriildiiglinii 6ne siirer.[1] Hume un bu {inii bilgi kurami ile kazandig1
sOylenebilirse de, ¢cok yonlil bir diisiin adam1 oldugu g6z ardi edilmemelidir. Bu 6zelligini,
ilk felsefi eserinin hicbir tepki uyandirmamasi lizerine, felsefi yazilar yerine, edebi, politik,
ahlaki ve teolojik denemeler kaleme almis olmasi ile ortaya koymustur. On dokuzuncu ve
yirminci yiizyilda filozof yonii 6n plana ¢ikinca, bu kez Hume un diger yonleri geri planda
kalmistir. Bu durumu, gegen yiizyilin 6nemli felsefecilerinden, Hume’un vatandagi Norman
K. Smith soyle dile getirir: “Umarim, bir giin yeterli donanima sahip birisi, Hume un
filozof olmasinin yaninda, siyaset kuramcisi, ekonomist, tarih¢i ve edebiyat¢i yonlerini de
hesaba katarak inceler. Hume’ un felsefesi ancak bu degisik bakis acilart ile ele alindiginda
biitiin yonleriyle anlasilmis olacaktir.”[2] Bir baska Hume uzmani olan Ingiliz Constance
Maund da: “Hume’un felsefesi iizerine calisma yapan, kitap yazan hemen herkes,
Ogretilerine gerekli 6nemin verilmis olmasina, hakkinda ¢ok sey yazilmig olmasina ragmen,
aragtiritlmasi gereken hala ¢ok sey bulundugunu bilir” der.[3] Hume, gerek Avrupa ve
Amerika’da gerekse bu Kkiiltiirlerinin uzantis1 olan Avustralya ve Yeni Zelanda gibi
lilkelerde hakkinda en ¢ok arastirma ve degerlendirme yapilan filozoflardan birisidir.
Yazdigi eserler ve mektuplagsmalar basta olmak iizere, hakkinda yazilan hemen ¢ok sayida
dokiimana sahip olunmasina karsin giiniimiizde de yogun tartigmalara konu edilmesi

Hume’un 6gretilerinin etkisinin kendi ¢aginin sinirlarini ¢ok astigini gostermektedir.

Varlik, bilgi, ahlak, hukuk, siyaset, din ve tarih felsefeleri gibi, Felsefenin birgok
tirlinde s6z sahibi olmasina karsin, Hume’un felsefesi icerisinde bilgi kuraminin ayr1 bir
yeri vardir kuskusuz. Bilgi kuramu igerisinde en ¢ok tartisma yaratan goriislerin A Treatise
of Human Nature (Insan Dogas1 Uzerine Bir inceleme)[4] adli eserinin “Bilgi ve Olasilik”
baghigin1 tasiyan bolim igerisinde yer aldigimi &zellikle vurgulamak gerekir. Hume’un
olumlu-olumsuz elestirilerin odaginda yer almasinda olasilik sorununun birinci derecede
O6nemli bir felsefi sorun oldugu soylenebilir. Bu problemi Hume’un genel ampirik
felsefesinden ayirmak, bunu bilmeksizin, onun bilylik tartigma yaratan tiimevarim ve
nedensellik ¢dziimlemelerini anlamak olanaksizdir. Bu durumda, 6nce olasilik konusunun
arka planina, Hume’un felsefe ile hangi hedefi gerceklestirmek i¢in ¢aba harcadigma
bakmak, sonra da olasilik 6gretisinin ne oldugu, bu tartismalar icerisinde nerede durdugu

sorularina yanit aramak gerekecektir.
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1.  HUME’UN AMACI NEYDIi»

Hume, birisi kolay digeri zor olan iki ana felsefe tiirli iizerinde dururken,
birincisini, erdemin kaynagi, iyi-kétii ayirimi, iyi olan1 yapmak kotii olandan kaginmak
gibi pratik yasamda karsilasilan kimi giigliikleri sagduyu gercevesinde coziimleyen,
anlasilmaz noktalarda fazla ileri gitmeden var olanla yetinmeyi ilke edinen felsefe olarak
betimler. Bu tiir felsefe ile ugrasan felsefeciler yiiksek popiilariteye sahip olup, genis halk
kesimleri tarafindan da sevilirler. Ancak, zor olan felsefeyi secip, akil yiiriitmelerini
sagduyunun Otesine kadar gotiiren, siirekli problemlerle ugrasan, felsefenin gii¢ olan tiiriinii
secen filozoflar genis toplum kesimleri tarafindan dislanir ve unutulup giderler. Ciinki bu
tir filozoflarin yaptiklar1 felsefe insanlarin kavrayiglarindan uzak, onlarin refahim
saglamada biitiiniiyle gereksiz goziiken bir dzellige sahiptir.[5] Oysa Hume, gii¢ oldugu i¢in
insanligin siirekli 6telemek zorunda oldugu, higbir zaman diisiinmeden de duramadigi
sorunlar1 bikmadan ¢dzme denemesinde bulunmayi1 saglayacagi i¢in, zor olan felsefeyi
Onerir. Soyut ve zor olan felsefeyi kolay ve somut olan felsefenin hizmetine sunmak
gerekir, der.

Zor felsefe soz konusu oldugunda, insan dogasinin incelenmesi ilk sirada yer
almalidir. Hume Treatise’1 bu amagla yazmistir. Ikinci ve énemli bir diger felsefi eseri olan
Enquiry’yi ise akil sahibi bir varlik olan insanin anlama yetisinin (understanding)
stirlarinin belirlenmesi amaciyla yazmistir. Anilan eserlerin birincisinin fnsan Dogast
Uzerine Bir Deneme, ikincisinin de Insanin Kavrama Giicii Uzerine Bir Sorusturma, baslig1
ile yaymlandigi gbéz oOniine alinir, ilk eserin alt bashigi olan, “Deneysel akil yiiriitme
yontemini moral konulara[6] uygulamaya bir girisim” ifadesi de bu bagliklara eklenirse,
Hume’un amaci kolayca anlasilir. Deneysel akil yiiriitme yontemi ile elde edilen bilgilerin
sagin bilgi verdigi kabul edilirse, Hume’un moral konularda da uygulamaya koyma
girisiminin soyut felsefe tartismalarini bir kenara itmek, eger olanakli olursa, bu
tartigmalara bir son vermek amaci giittigii anlagilir. Hume da isin zorlugunu bilerek, ama
bu giicliigli gerekge gostererek sorumluktan kagmamak gerektigi diisiincesiyle, kimi
sikintilara katlanip rahat etmenin yollarin1 bulmak gerektigine inanir. Her filozofun yenilik
pesinde olmas1 gerektigi goriisiinde olan Hume sunlar1 soyler: “Felsefenin ve bilimlerin

diinyasinda yeni herhangi bir sey buldugunu ileri siirenler icin, kendi sistemlerinin 6vgiiye
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deger oldugunu ima etmekten ve bunu yaparken de, digerlerini kotiileyerek yapmaktan

daha dogal ve olagan bir sey yoktur.”[T]

2. TUMEVARIM

Timevarim Hume’un bilgi anlayist igerisinde olasilikla ilgisi olan bagka bir
tartisma konusudur. Olasilik konusuna gegmeden 6nce bu konuda da kisa bir bilgi vermek

yararli olacaktir.

Tilimevarim, tekil olandan genel olana, burada ve simdi gézlemledigimden belirli
bir tiirlin biitiin halleri i¢in gegerli olan genel bir yasaya giden akil yiiriitme yontemi olarak
tanimlanabilir.[8] Gerek giinliik hayatta, gerekse bilimsel ¢ikarimlarda biiyiik bir 6nem
tagiyan tiimevarimin iki tiirii vardir. Birincisi, bir cismin biitiin objelerinin tek tek incelenip
sonucun genel olan bir onermede toplanmasit demek olan tam tiimevarim, ki bu tartisma
konusu yapilamaz. Gozlemlenen az sayida durumdan biitiin durumlara yapilan sonug
¢tkarma, olarak dile getirilebilecek olan eksik tiimevarim ise kimi sorunlar igerdigi
gerekgesiyle genellikle tartismalara konu edilmistir. Gazali, Hume ve Kant gibi filozoflar

bu tartigmada ilk akla gelen isimlerdir.[9]

Hume’un siipheciligi ile ilgili tartismalar s6z konusu oldugunda ilk akla gelen
konu tiimevarim sorunudur. Ciinkii bir¢ok disiplinin vazgec¢ilmez bir akil yiirlitme yontemi
olan tiimevarim Hume’un agiklamalartyla bir sarsint1 gecirmistir. Hume, duyularin verdigi
bilgilerin diginda kalanlar i¢in “inanglar” olusturdugumuzu sdylemis, deneyle
gerekeelendirilemeyen bilgilerin olanakli olmayacagint savunan deneyci bakis agisini ug
noktaya gotiirmiistii. Ustelik cesitli inanglar yardimiyla, “gelecegin de gegmis gibi olacagr”
sayiltisinin deneyde higbir temelinin olmadig1 saviyla Hume tarafindan kabul gérmedigi de
bilinmektedir. Gelecek hakkindaki inanglar1 ya da beklentileri dogrulamak i¢in gegmisteki
deneyimleri kullanmak tiimevarimsal bir akil yiriitme ile miimkiin olmaktadir. Oysa
Hume’a gore bir inang sadece onu kanitlayabilmemiz, dogrulayabilmemiz ya da onun i¢in

sebepler verebildigimiz siirece akla uygun olmaktadir. Gelecek hakkinda bdyle bir sansimiz
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olmadigina gore, gelecegi ge¢mise baglayan inang akla uygun degildir. Mantikli bir kisi

tecriibe edilmemis durumlar hakkinda tam bir kuskucu olacaktir.[10]

Hume’un tiimevarimsal akil yliriitmeye yonelik bu olumsuz tavrina yogun
elestiriler yoneltilmistir. Kimisi Hume’un bu tavrint “Hume’un akil disiciligi” [11] olarak
adlandirirken Russell gibi filozoflar daha sert degerlendirmelerde bulunmuslardir. Russell:
“Hume’a verilebilecek bir yanit yoksa akillilik ve delilik arasinda zihinsel hi¢bir ayrim
bulunmamaktadir,” der.[12] “Kendisinin pisirilmig bir yumurta olduguna inanan akil hastasi
sadece bir azinlikk olmasindan ya da demokrasinin var olmadigini varsaymamizdan,

hiikiimetin kendisiyle ayni goriiste olmamasindan mahkiim edilmektedir.”[13]

3. OLASILIGIN TANIMI VE TARIHCESI

Olasilik felsefe sozliiklerinde genel olarak, bir seyin gergeklesme durumu,
gerceklesme sansi ya da orani, olumsal olma, zorunlu olmama durumu olarak agiklanir.
Olasiligin tarihi Akademia’nin 6nemli temsilcilerinden Karneades (214-129)’a degin
uzanir. Karneades, Stoa okulunun kati rasyonalizmine de, higbir gergekligin sagin olarak
bilinemeyecegine inanan klasik siipheciligin savlarina da ayn1 6l¢iide karst ¢ikmustir. O her
iki savin da aymi Olglide yanlis oldugunu oOne siirmiig, orta bir yol tutarak, yersiz One
stirimlerden sakinip olast sonuglarla karsilagilabilecegini kabul etmek gerektigi diisiincesini

savunmustur. [14]

Kesinlik icermedigi gerekgesiyle, bilim dis1 bir kavram ¢agrisimi yapan olasiligy,
siipheci Hume ile birlikte aninca sorunsal olma yonii biraz daha 6n plana cikar. “Isi sansa
birakmak”, herhangi bir geyin var olmast i¢in bir nedeni zorunlu gérmek ve bunu tecriibe
ile edindigini 6ne siirmek, ya da neden ile sonug denilen iki ayr1 olgu arasinda zorunlu bir
baglant1 oldugu iddiasinda bulunmak “siiphe ile” karsilanmasi gereken sorunlardir. Oyle
ise, zorunlu oldugunu 6ne sliremeyecegimiz bu felsefi problemler i¢in “olas1” nitelemesinde

bulunmaliy1z, der Hume.
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4.  BILGI VE OLASILIK

Hume’un olasilikla ilgili degerlendirmeleri, Treatise’in Birinci Kitap III.
Boéliimii’'nde Bilgi ve Olasilik Hakkinda, Enquiry’de ise, “Olasilik Uzerine” basliklariyla
yer almaktadir. Ozellikle Treatise’de bu bashk altinda incelenen konular, hem cesitli
tartigmalara yol agmalar1, hem de bilgi sorununda ele alinan temel problemleri igermeleri
acisindan son derece Onemlidirler. Basliklardan birkac tanesini 6rnek vermek gerekirse
sunlar sayilabilir: Olasilik, Neden ve etki diislincesi, Nigin Her Zaman Bir Neden
Zorunludur? Duyularin ve Zihnin Izlenimleri, izlenimden Diisiinceye Sonuc¢ Cikarma,
Diisiincenin ya da Inancin Dogasi, Inancin Nedenleri, Sanslarin Olasiligi, Nedenlerin
Olasiligi, Felsefi Olmayan Olasilik, Zorunlu Baglanti Diigiincesi vs. Her biri ayr1 bir bildiri
konusu olacak kadar genis tartismalara zemin olusturacak bu basliklar1 burada ele alma
olanag1 olmadig1 icin, yalnizca olasiligin ilkece diger sorunlarla ilgisi iizerinde duracak,
Hume’un bugiin bile tartisilmaya devam eden olasilikla ilgili yorumlarin1 aktarmaya

calisacagiz.

Hume felsefede yedi tiir iliskinin bulundugunu belirtir. Bu iliski tiirleri de kendi
aralarinda iki gruba ayrilirlar. Birinci grupta yer alanlar Idealar {izerine,[15) ikinci grupta
yer alanlar ise deneyim {izerine dayanirlar. Birinci grupta yer alanlar, benzerlik, karsitlik,
nitelikte dereceler, miktarda ya da sayida orantilar olmak {izere dort tanedirler. Bu iligki
tiirlerinde sonuca ulagmak son derece kolaydir, sdyle ki: nesneler birbirlerini andirdiginda
andirim hem go6ze, hem zihne carpar ve ¢ok nadir olarak ikinci bir yoklamay1 gerektirir.
Aykirilik ve niteligin derecesi i¢in de durum bundan farkli degildir. Ornegin hi¢ kimse, var
olus ve yok olusun birbirlerinin karsiti olup, birinin digerini yok ettiginden kusku duymaz.
Nicelik (miktar) ve say1 lizerinde yapilan oranti hesaplamalarinda durum o6ncekilere gore
daha da kolaydir. Bir bakigta sayilar ve betiler arasinda bir istiinliik ya da astlik gorebiliriz,

Ozellikle de aradaki fark biiyiik oldugu zaman.

Insan aklinin biitiin sorusturmalar1 temelde iki tiire ayrildigina gore, her bir
disiplinin bu iki tiirden hangisinin &zelliklerini tasidigini saptamak gerekir. Hume’a gore,

cebir ve aritmetik kesin bilimlerden sayilir. Ancak, her ne kadar hayal giicliniin ve
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duyumlarin zayif yargilarindan ¢ok iistiin olsa da, geometri, ya da betilerin orantilarini
saglayan sanat kesinlik ve saginliga erisemez. Normalde pozitif bilimler arasinda yer almasi
gereken geometri gibi bir disiplini de, duyu yanilmalarina yol acabilecek 6zellikler tagimast
nedeniyle olasi bilgi veren alanlar arasinda saymak gerekir.[16] Ciinkii geometrik sekillerin
ilk bilgileri goriiniiglerinden elde edilir, bu da onlarin sagin bilgiler olmadiginin kanitidir.

Ancak cebir ve aritmetik i¢in boyle bir yanilma s6z konusu olamaz. [17]

Tam bu noktada, Hume’un uslamlamalarinin rasyonalizm-ampirizm baglaminda
bir giicliikk tasidigina isaret etmek gerekir. Hume’un cebir ve aritmetik i¢in pekin, sagin
bilgi kaynagi demesinin tek nedeni, sonuna kadar uslamlamada bulunulsa bile en ufak bir
yanilma goriilemeyeceklerindendir. Bu da matematik bilgilerin biitiiniiyle rasyonel bir
temeli oldugunu gostermektedir. Ampirik felsefeyi basariyla uygulayan Hume’un
matematiksel bilgileri akilda temeli olan kesin bilgiler olarak nitelemesinde bir giigliik
yatmaktadir. O da, hemen her yerde deneyimden elde edilen bir izlenim arayan Hume’un
matematige bu saginligi hangi deneysel izlenimin verdigi sorusunu yanitsiz birakmasi ve bu

konuda elestirilerin hedef olmasidir. [18]

Hume, matematikg¢iler objeleri kaynak yaparak olusturduklari idealar igin
imgelemi isin icine karistirmazken, felsefeciler kimi sagmaliklar1 6rtmek i¢in, kaynagini
izlenimden almayan ¢esitli uydurma idealarla kafa karigtirirlar der. Eger Hume matematige
ve matematikgilere glivenini her zaman korumussa ki bunu sdylemek giigtiir, bu tutumu
onun pozitivist yoniine bir 6rnek sayilabilir. Ona gore biitiin idealarimiz duyularimizla elde
ettigimiz izlenimlerimizin birer kopyasidir. Bir nesnenin bilgisine sahip oldugumuzu 6ne
slirmemiz i¢in onun duyulardan elde edilen izlenime dayanmasi gerekir. [19] Ama ona gore

felsefeciler bu tiir bir kaynaga dayanmryorlar.

Yukarida deginilen, benzerlik, karsitlik, nitelikte dereceler, nicelikler ve sayida
orantilar gibi dért iliski tiirii bilimin temelini olusturur. [20] ideaya bagli olmayan, ideanin
varligi ya da yoklugu onun varligi ve yoklugu ile orantili olmayan, 6zdeslik, zamanda ve
yerde durumlar ile nedensellik gibi ikinci gruba giren iligki tiirleri ayrica ele alinmalidir.
Bunlar “idea iligkileri” gibi kesin akil yiirtitmeler degil, belki daha zayif akil yiiriitmeler

smifina girerler. Hatta bunlara akil yiiriitme degil de algi dense daha iyi olur, der Hume.
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Ciinkii bu iliski tlirlerine gore verilen yargilarda, karsilastirilan nesnelerin bazen biri, cogu
kez de biitiin taraflartyla birlikte bulunur ve duyu organlari tarafindan dogrudan algilanirlar.
“Bu diistinme yoluna gore, 6zdeslik, uzay ve zaman iligkileri {izerine yapabilecegimiz
herhangi bir gézlemi akil yiiriitme olarak almamamiz gerekir; ¢iinkii bunlarin hicbirinde
anlik gercek var olusu ya da nesnelerin durumunu ortaya ¢ikarabilmek i¢in duyularin
dogrudan algiladiklarinin 6tesine gegemez. Bdoyle bir baglantiyr {ireten ve bdylece bir
nesnenin var olus ya da eylem tarafindan izlendigi ya da dncelendigi giivencesini verebilen

yalnizca nedenselliktir (causation).

Nedensellik ¢oziimlemesi, yalnizca olasilik konusunun degil, belki de Hume’un
felsefesinin en dikkat ¢ekici yonlerinden birini olusturur. Nedir bu nedensellik? Nesnelerde
bitisiklik ya da ayrilik dedigimiz durumlarin hangi neden tarafindan birlestirilip-ayrildigini,
nasil bilecegiz? Bizi, neden ve sonug¢ adi verilen ve gerek Oncelik-sonralik (zaman)
bakimindan, gerekse birliktelik (mekan) bakimindan biri digerinden ayrilmaz oldugu
sanilan farkli olgularin, zorunlu olarak birbirine bagli oldugu ¢ikarimina gotiiren hangi
gerekce ya da gerekcelerdir? Bu sorulara verilebilecek tek yanitin nedensellik ¢ercevesinde
olacagi tartiyma gotirmez. Hume bu genel degerlendirmeye karsi c¢ikar ve “bizi
gormedigimiz ya da duyumsamadigimiz varoluslar’a gotiiren nedensellik agiklamasinin
¢oziimlendiginde hi¢ de insanlarin kurdugu baglantinin zorunlu olmadiginin goriilecegini
savunur.[21] Hume’a gore, hem uzay ve zaman iliskilerinde hem de 6zdeslik konusunda
bizleri alginin 6tesinde “varoluslar” a gotiiren bu nedenselligin kdkeninin biitiin yonleriyle
incelenmesi gerekir! Mademki bu kadar 6nemli nedensellik kavrami, dyleyse onun kokiinii
bulmak zorundayiz, der Hume. Eger, lizerine akil yiiriitmelerde bulundugumuz ideay,
eksiksiz olarak izlenimini bulup anlamazsak, dogru bir uslamlamada bulunamayiz. Hume
neden ve etki denilen iki nesneyi biitiin ayrintilarina kadar incelesek de, nedensellik denilen
liciincii bir nesneye ulasamayacagimiz disiincesindedir. “O zaman nedensellik ideasi
nesneler arasindaki bir iliskiden tiiretilmig olmalidir” diyerek, insanlar1 bdyle bir “gizli
gii¢”(secret power) oldugunu séylemeye iten nedenler lizerinde durur Hume. Uzak nesneler
de birbirlerini iiretiyor goziikiir ama, biraz incelendiginde kendi aralarinda bitisik olan bir
nedenler zinciri ile bagli olduklar1 bulunur. Herhangi bir tikel noktada bu baglantiy1 ortaya
cikaramasak bile var oldugunu kabul ederiz. Oyleyse nedensellik iliskisinin esasimi teskil

eden kabullerden birisi bitisikliktir (contiguity). Bitisiklik kadar evrensel olarak kabul

58



Hume’un Bilgi Ogretisinde Olasilik, Ali Taskin

edilmis olmasa da, nedenle sonug¢ arasindaki ikinci iliski, nedendeki etkiye gore zamansal
onselliktir (priority). Hume sunlart soruyor: Bitisiklik ve ardisiklik ile bir nesnenin bir
baskasinda iirettigi sdylenen sey nedir? Uretim ile kastedilen nedir? Bu terimin,
nedenselligin tanimi ile ayni olmayan bir tanimini verebilir miyiz? Bunun yanitin

veremiyorsak bos bir dairede doniip dolasiyoruz demektir.

Hume, neden ile sonu¢ arasinda var oldugu sdylenen nedensellik iliskisinin
irdelenmesinde, bitisiklik ve ardigikliktan daha 6nemli olan bir kavram {izerinde, zorunlu
baglant1 (necessary connexion) kavrami iizerinde durulmasi gerektigini diisiinmektedir.
Zorunlu baglant’nin dogasini dgrenmek i¢in, Hume’un ifadesiyle, “nesneyi evirip
cevirmek gerekir”’. Bu irdelemede Hume’un amaci zorunlu baglanti ideasi’na temel olacak
izlenim ya da izlenimler bulabilmektir. Bu izlenim ya da izlenimleri “gdriiniir’de
bulunamayacagimmi Hume bastan belirtir. Definecilerin ilgili biitiin topraklar1 umutla
estikleri gibi her yan1 sorgulamak geregi lizerinde duran filozof, zorunlu baglant: ideasi ile
dogrudan baglantisi oldugunu diislindiigii iki soru sorup bunlarin yanitlarini arar.
Sorulardan birincisi: “Hangi sebeple, var olusunun bir baslangici olan her seyin bir de
nedeninin olmasimin zorunlu oldugunu sdyleriz? Ikinci soru, “Nigin, su ya da bu tikel
nedenlerin, zorunlu olarak, su ya da bu tikel sonuglar1 olmasi gerektigi sonucunu ¢ikaririz;
ve birinden 6tekine yaptigimiz o ¢ikarimin ve ona duydugumuz inancin dogasi nedir?”’[22]
Felsefesinin genel biitiinliigli dikkate alinarak yapilacak bir tahmin, Hume’un aradigi bu
izlenim ya da izlenimleri bulamayacag1 yoniinde olacaktir. Ciinkii Hume, en basta koydugu
ilkeye “izlenimi olmayan higbir nesnenin ideas: da yoktur” ilkesine bagl kalacak, ¢ok
elestirilse de, nedenin zorunlulugu, nedensellik ve =zorunlu baglanti iddialarinin
aligkanliktan ve deneyimden 6te bir anlami olmadigimi sdyleyecektir. Bu da Hume’un,
anilan ilkelerle elde edilen bilgilerin zorunlu olmadig: yoniinde 1srar etmesine yarayacaktir.
Daha acik ifade etmek gerekirse, Hume, “var olmaya baglayan her seyin varolusunun bir
nedeni olmalidir” maksiminin bile hicbir kanita ve uslamlamaya dayanmadan kabul
edildigini, kabul edilmesi istendigini, ancak en ufak bir arastirma ile bunun sezgisel bir

pekinliginin olmadiginin anlasilacagini one siirer.[23]

Hume, izlenimden ideaya geciste, hep birliktelikler, yan yana olmalar bizleri

dogal bir uslamlamaya oradan da kimi ¢ikarimlar yapmaya belirler der. S6z konusu
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cikarimin temelinde yatan ve yukarida sayilan birlikteliklerden iiretilen “ayni nedenin her
zaman ayni sonucu verdigi” inancini sorgulayan Hume, inanci, “bulunan bir izlenim ile
iliskili ya da ¢agrisgzmli bir diri diisiince olarak” tamimlar. [24] “Inang diisiinceye fazladan
bir sey eklemez, ama onu kavrama yolumuzu degistirir ve onu daha giiglii ve diri kilar”.
Yeni bir akil yiiriitme ya da karar olmaksizin, yalnizca bir tekrarlamadan ¢ikan seylere
aligkanlik denildigine gore inancin aligkanliktan dogdugunu soyleyebiliriz, der Hume. [25]

Baska bir yerde ise inancin diisiincelerin ¢agrisimindan dogdugunu ifade eder. [26]

1.1 4.1. Sanslarin Olasihg:

Insan usunu bilgi ve olasilik olarak ikiye bdlmiis olan felsefeciler icin bilgi,
idealarin karsilastirilmasindan dogan kanit olarak tanimlanabilir. Nedenlerden ve onlarin
etkilerinden yararlanilarak yapilan uslamlamalar da genel olarak olasihik teriminin karsilig
kabul edilir. Hume’un temel diigiincesine gore, nedenlerden ya da onlarin sonuglarindan
tiretilen tiim uslamlamalarin olasilik 6zelligi tasidigi vurgulanmalidir. Ancak, o,
nedensellik yoluyla yapilan kimi uslamlamalarin olasilik derecesini astigini belirtmeden de
gecemez.. Normalde, Hume’un iddiasina gore, “Giinesin yarin dogacagi olasidir” diyen bir
adam, hakli olmakla birlikte, ge¢gmis deneyimin disinda bir olguya sahip olmadig1 icin
¢evredekiler tarafindan giiliing bir iddia sahibi olarak taninir. Bu tiir olgularla, ger¢eklesme
ya da ger¢eklesmeme sanst konusunda yeterli deneyim ve kanit bulunmayan konular
arasinda bir ayirim yapmak gerekir. Bu nedenle Hume c¢esitli kanit derecelerini belirtmek
icin insanin akil yiirlitmelerini {i¢ boliime ayirir: Birincisi bilgi ile ilgili olup, idealarin
karsilagtirilmasindan dogan giivenli kanit; ikincisi, neden ve etki diisiincesinden ¢ikarilan,
kugku ve belirsizlikten uzak olarak nitelenen kanitlar; akil yliritmenin iigiincii ve son tiirii
ise, heniiz belirsizlikle yiiz yiize olan kamttir.[27] Ugiincii uslamlama tiirii olasilik gegerli
olan tanimdir. Bunlardan birincisi sanslarla ilgili olan, ikincisi de nedenlerle ilgili olan

olasilik turtidiir.

Hume, sansi, nedenin yoklugu iizerine zihnin ilgisizlik durumu olarak
aciklar.[28] Sanslarin birinin digerinden {istiin oldugunu ileri siirmek i¢in gerek¢emiz
yoktur. Bir tarafin fazla sansa sahip olmast i¢in bir neden’e izin vermemiz durumunda, daha

once dogruladigimiz sans sayiltisini yok etmemiz gerekir. Ciinkii eksiksiz ve tam bir
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bilgisizlik sans icin gereklidir. “Tam bir ilgisizlik hi¢bir zaman kendinde bir baskasindan
yukar1 ya da asagida duramaz. Bu gerceklik benim sistemime 6zgii bir sey de degil, sanslar1

ilgilendiren hesaplamalar yapan herkesin kabul ettigi bir seydir,” der Hume.[29]

Sanslarin olasiligi i¢in verilen bir bagka ornek de sudur: Hume, “diinyada
rastlant1 diye bir sey yoktur”; olaylarin gergek nedenini bilmemek anlama yetisini etkiler ve
bdyle bir inang¢ ya da kani dogar. Taraflardan herhangi birindeki rastlanti olanaklarinin
baskin olmasindan dogan bir olasilik vardir. Bu baskinlik artip karsit rastlanti olanaklarini
astikca olasilik artis gdsterir. Ornegin, bir zarin dért yiizii belirli sayida benekle, kalan iki
yiizli de baska sayida benekle isaretlense, birinci tiirdeki isaretlerin iiste gelmesi daha biiyiik
olasilik tasiyacaktir. Ayni sayida isaretlenmis bin yiiz olsa ve yalnizca bir yliz farkli
olsaydi, olasilik ve beklenti cok daha yiiksek olacakti. Az dnce betimlenen zarin atilmasi
ile ortaya ¢ikacak sonucun, yapilacak bir tahminde, tek tek her yiiziin iiste gelmesi ayni
derecede olas1 goriliir. Cunkii rastlantimin anlamu, biitiin olasi sonuglari esit bir bi¢imde
diigiinmek demektir. Ancak zihin, bir yiiziin digerlerinden daha g¢ok sayida meydana
geldigini goriince onun gergeklesme olasiligint daha ¢ok goriir. Boylece zihinde, daha sik
gerceklesen olasilik lehine bir “inang” olusur.[30] Neden dahil hicbir seyin sanslari
siirlamadigl zaman, en Olgilisiiz bir hayalin olusturacagi her kavram bir esitlik temeli
iizerine durur ve biri digerine iistiinliik saglayamaz. Bdylece, zarlarin diismelerine ve
diismelerinde yiizlerinden herhangi biri lizerine yatmalarina neden olabilecek kimi etkenleri
kabul etmedikce, sansin yasalarini (Laws of hazard) ilgilendiren hicbir hesaplama

yapamayiz.[31]

4.2 Nedenlerin Olasihig:

Hume, sanslarin olasiligindakine benzer bir 6rnegin neden-etki iliskisinde de
gorildiiginii belirtir. Soyle ki, evrensel bir yasa haline gelen, atesin yakmasi, suyun
bogmasi gibi neden sonug iliskilerinde bugiine kadar istisna goriilmemistir. Ancak, ayni
neden sonug diisiincesi igerisinde disliniilen kimi olgularda belirsiz bir durum ortaya
cikabilmistir. Ornegin ravent her zaman miishil etkisi, afyon her zaman uyusturucu etkisi
gostermemistir.  Aligkanlik  biitiin -~ ¢ikarimlarimizda gecmisi  gelecege  aktarmay1

belirlediginden, eger gecmis siirekli karsilagilan bir drnekse, gelecegin de ayni olacagim
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giivenle bekleriz. Ancak goriiniiste [32] ayni olan nedenlerin farkli sonuglar1 verdigini
gbzlememiz, olaylarin sonucunu beklerken hesaba katilmasi gereken baska olasiliklar da
bulundugunu kabul etmemiz gerektigini gosterir. Ger¢eklesmesi en ¢ok olasi olana iistiinliik
verip, onun ger¢eklesecegine “inansak” da, baska olast sonuglar da gbdzden

kagirilmamalidir.[33]

Hume’un sanslarin olasilig1 ile nedenlerin olasilig1 arasinda kurdugu baga iliskin
yorumlart da soyledir: Felsefeciler, siradan insanlarin sans dedikleri seyin gizli bir
nedenden bagka bir sey olmadigimi soyledikleri igin, sanslarin olasiligi deyimi ancak
nedenlerin olasiligint agiklamak igin bir ara¢ olabilir. Ona gore nedenlerin olasilifi,
“idealarin  mevcut bir izlenime baglanmasindan ibarettir.”[34] Baglantiy1 {ireten,
nesnelerin  sik  birlikteliklerinden dogan ahiskanhktir. Nesneler arasinda goriilen
birliktelikler ilk goriildiigli anda olasilik zay1f goriiliir; deneyimler arttik¢a yargilarimiz tam
bir inanca doniigiir. Deneyimlerin sayisinin kimi zaman sinir1 olmayabilir. Ravent
orneginde oldugu gibi, zaman zaman onceki deneyimlerin aksine ve beklentilerin tersine
sonug elde etme olasiligi da vardir. Hume, eger ayni nesneler her zaman ayni sonuglarla
birlesmis olsalardi, yasam daha kolay olur, kendi yargimizin yanligliklarindan bagka
korkacak bir seyimiz de kalmazdi der ve sorunun daha derinlerde yattigina isaret eder.
Neden ve etkiler, deneyiminin kazanildig1 sekliyle ayni diizende gelmedikleri igin, bu

belirsizlik akil yiiriitmelerin gézden gegirilmesini gerektirir.[35]

Siradan insanlarin neden agiklamasi ile filozoflarinki arasinda ciddi farklar
bulunmasi dogaldir. Hume’a gore olaylar1 ilk goriiniisiine gére alan siradan insanlar bu
olaylarin  belirsizligini nedenlerdeki belirsizlige yiiklerler ve olagan etkilerin
aciklanmasinda bile basarisizliga ugrarlar. Ama felsefeciler, doganin hemen her boliimiinde
kiigtiklikleri ya da wuzakliklari nedeniyle gizlenen genis bir kaynaklar ve ilkeler
tirliiliglinin kapsandigimi gozleyerek, olaylarin aykiriliklarinin nedendeki herhangi bir
olumsalliktan degil, aykir1 nedenlerin gizli islemlerinden (secret operations)
dogabileceginin en azindan olanakli oldugunu bulurlar”.[36] Su 6rnek, az 6nce deginilen
siradan ve arastirici iki olasilik yorumunu daha agiklayict olabilir: Bir kdyli, herhangi bir
saatin durmast i¢in “genellikle dogru gitmez” demekten daha iyi bir neden géstermez. Ama

bir sanatkar, yaydaki ya da sarkactaki ayni1 kuvvetin carklar {izerinde her zaman ayni etkiyi
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yapmasina ragmen, belki de biitiin hareketi engelleyen bir toz zerrecigi nedeniyle etkisinin
sonu¢suz kaldigimi kolayca anlar. Gerekge ne olursa olsun, nedenleri aciklamadaki

¢coziimleyicilik ne kadar aydinlatici olursa olsun , Hume’un goziinde sonug¢ degismez.[37]

Hume’a gore, gelecegin de gecmis gibi olacagi beklentisi benzerlikler kadar
“aykiriliklar”dan da ¢ikar. Beklentilerin ger¢eklesme ve ger¢eklesmeme oranlart deneyimle
saptanabilir. Ornegin, denize agilan yirmi gemiden yalnizca on dokuzunun geri déndiigiinii
uzun bir gézlem sonucunda saptamis olayim. Bu kadar uzun bir deneyimin ardindan yirmi
geminin limandan ayrildigin1 gérdiigimde, gegmis deneyimimi kullanarak bu gemilerin on
dokuz tanesinin giivenli bir bicimde geri donecegini ve bir tanesinin de kaybolacagini

tasarlarim. [38]

Hume’un olasilik 6gretisi iceriginde atlanmamasi gereken bir bagka konuya da
deginmek gerekir. Kesinligini kabul ettigi ve tanitlamali bilimler diye andig1 cebir ve
aritmetik gibi bilimlerin de, Hume tarafindan, “yanilabilir ve giivenilmez yetilerimiz”
tarafindan olas1 bilgiler veren disiplinler gibi algilanacagi yorumlar1 oldukga tartigma
gotlirlir niteliktedir. Hume’un bu tartigmalara zemin olusturabilecek sozleri vardir. ilk
olarak, akla iliskin siipheyi anlatirken, Insan aklh dogal etkisi gerceklik olan bir yeti
olmasina ragmen, baska nedenlerin zorlamasi ile kimi zaman engellenebilir ve verdigi
bilgiler pekin olmast gerekirken olasiliga doniisebilir, der. Diger taraftan da, cebir ve
matematigin bile 6znel bir niteligi oldugu bigimde yorumlara yol acabilecek su ifadelere
yer vermektedir: Biitiin cebirci ve matematikgiler bilimlerinde bulduklart her hangi bir
gergeklige tamamen giivenle bakamazlar ve onu sadece bir olasilik olarak gériirler.
Kanitlart iizerinden her gegislerinde giivenleri artar, ¢evreden gelen onaylarla giivenleri
daha da artar. Evrensel eksiksizlik diizeyine bilim diinyasinin onayr ile ulaswr. Bu durumda,

inancin bu agamaly artist yeni olasiliklarin eklenmesinden bagka bir sey degildir.[39]
SONUC
Belki dogasimin bir geregi olarak, insan, eksiksizligin, pekinligin pesinde oldugu

icin olasilik s6zciigii cesitli kuskular1 igeren, bilim dist bir kavram ¢agrisimi yapar. Oysa

olasilik felsefeyle baslasa da matematik konularindan birisi haline gelmis bilimsel bir
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hesaplama yontemidir. Psikolojik ¢agrisimdan isin matematiksel ve olgusal yanina gecince
olumsuz algilama bi¢imi olumluya doniigiir. Ancak olasiligin, Hume’un da zar 6rneginde
gosterdigi bu pozitif yoniine karsin, igerisinde siirdiiriilebilir felsefi tartigmalar igeren bir
anlami oldugunu da vurgulamak gerekir. Bu bildiri ile smirli olmak iizere, bizi asil
ilgilendiren yoni olasihigin felsefi siiphecilige olanak veren yoniidiir. Felsefi anlamda
stipheciligin yalnizca olumsuz goriiniimiine saplanmamak gerekir. Ciinkii orada dikkat
cekilmek istenen sey insanm smirlt bir varlik olmasidir. Felsefi anlamda siiphe,
deneyimlerin, gelecegi mutlak anlamda belirleyemeyecegini spekiilatif anlamda savunmak
demektir. Yazilarindaki derinlik ve c¢esitlilik Hume’un kimi zaman klasik siipheci
(Pironcu), kimi zaman 1limli siipheci olarak anilmasina neden olmustur. Hume un, insanin
anlama yetisinin Otesinde olan konularda deneyimin yeterli olamayacagi gerekcesiyle
stiphecilige yer verdigi dogrudur. Yazilarinda bu yorumu destekleyecek ¢ok sayida agik
ifadeler vardir. Hume, Treatise i¢in yazdigi bir 6zette, s6z konusu ornekleri igerik olarak
biiyiikk 6l¢iide karsilayan su degerlendirmeyi yapmaktadir: “Okur, biitiin bu sdylenmis
olanlardan kolayca, bu kitapta verilen felsefenin ¢ok siipheci oldugunu, bize insan zihninin
eksikliklerinin ve dar sinirlarinin bir kavramini verme egiliminde oldugunu anlayacaktir. O
kitapta hemen her uslamlama deneyime indirgenmistir. Deneyimle elde edilen ‘inancin’
kendine 6zgii bir duygu ya da aliskanlik tarafindan iiretilen canli tasarimdan baska bir sey

olmadig1 agiklanmugtir.”[40]

Olasilik kuraminin bilimsel isteklendirme ve ¢ikarimlara zemin hazirladig
sOylenebilir. Einstein’in 6zel gorecelik yasasi basta olmak lizere sonradan ortaya ¢ikarilan
kimi bilimsel gelismeler Hume’un hakliligim ortaya koymustur. Onemli bir Hume
yorumcusu olan E. C. Mossner, Einstein’in s6z konusu bulusunda 6nemli bir yer tutan ve
zamanin mutlakliginin reddedilmesinde Hume’un felsefi eserleri ile ilgili okumalarindan

yararlandigini belirtir.[41]

Hume’un, felsefi uslamlamalarmin bu denli etkisi olacagini tahmin edip
etmedigini bilmek olanaksiz; ancak onun felsefi tartismalarin odaginda yer almay1

stirdiirdiigii rahatlikla sdylenebilir.
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Ozet

Bu caligsma biiyiik tamsayilar tizerinde gergeklestirilmistir. 1K - 2K - 4K and 8K
uzunlugunda en biiylik tamsayilar olusturulmus ve asal sayr sayilart x/In(x) ve Li(x)
fonksiyonlart uyarinca hesaplanmistir. Ayrica iligkin olasilik degerleri de bulunmustur.
Olasilik tabanli asal sayi sinama algoritmalarindan Solovay-Strassen ve Miller-Rabin
testlerinin kullandig1 hata olasilik sinir degerleri sirasiyla (1/2)" ve (1/4)" olup, bu testler bir
cok kriptosistem tarafindan kullanilmaktadir. Her tamsay: seti i¢in yeni bir hata olasilik

sinir degeri [ x/In(x) ]* olarak saptanmistir. Onerilen bu yeni deger, (1/2)' ve (1/4)'
X

degerleriyle karsilastirilmistir. Karsilagtirma sonuglart 6nerilen yeni degerin agik¢a daha iyi

oldugu, ancak maliyetinin daha yiiksek oldugunu ortaya koymustur.

1 Giris

Sayilar kurami tizerinde ¢alisan matematikgiler i¢in asal sayilart sayma ve asal
sayl1 ispat testleri her zaman ¢ok ilgi ¢ekici olmustur. Asal sayilarin dagilis i¢in bir dagilim
formiilii/dizgesi bulma g¢aligmalar1 ise su ana kadar pek sonu¢ vermemesine karsin hala
biitiin hiztyla siirmektedir. Ote yandan, en biiyiikk Mersenne asal sayisin1 bulma calismalar
ise Interrnet tizerinde GIMPS projesi ile devam etmektedir [11]. Asimetrik kriptografinin
giinliik hayata girmesiyle de gittikce daha biiyiik asal sayilari bulmak basli basina bir is
olmus, bu is ise, daha hizli ve daha giivenilir bi¢imde calisan algoritma arayislarim

glindeme tagimistir.
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Olasiliga dayali asal say1 sinama algoritmalar1 s6z konusu arayis i¢in bir yanit olusturmussa

da igin i¢inde olasilik olmasi daha hassas yaklagimlarin kullanilmasini zorunlu kilmustir.

Bu ¢alismada, olasiliga dayali asal say1 testi yapan algoritmalarin kullandig1 hata
olasilik sinir degeri i¢in yeni bir yaklagim ve yeni bir deger ortaya konmustur. Bu agidan
ele alindiginda, bildiri asagidaki bicimde organize edilmistir. 2. Boliim asal say1 saymanin
kuramsal temellerini ortaya koymaktadir. Boliim 3’de olasiliga dayali asal say: testi yapan
algoritmalar tamitilmistir. B6lim 4 icindeyse yeni kavram ve iliskin 6lgiit tanitilmis ve
bolim 3 iginde tanitimi1 yapilmis olan algoritmalarin kullandigi 6lgiit ile yeni olgiit

karsilagtirtlarak kiyaslanmistir. Boliim 5°de ise sonuglar ve katkilar yer almaktadir.

2 Asal Say1 Sayma

Bir x sayisina esit veya ondan kiigiik olan olan asal sayilarin sayisi konusundaki
en eski ¢alismalardan baslicast Gauss’a atfedilir ve 1800 yillaria kadar dayanir [3]. Asal
say1 sayma fonksiyonu 7(x) olarak adlandirilir ve tiim asal sayilar setine @ dendiginde

asagidaki bigimde yazilir.
n(x)=#{p<x:pec @} 1 [7].

Teorem 2.1 Asal Say1 Teoremi. Bir x sayisina esit veya ondan kiigiik asal

sayilarin sayis1 asimptotik olarak

X @) [11
In(x)

Degerine esittir ve (1) ve (2) esitliginden yararlanarak Jacques Hadamard ve Ch. de la

Vallee Poussin bu teoremi 1896 yilinda ispatlamiglardir. Teorem yalin olarak:

", 3) 71121

x> x [ In(x)
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bigiminde ifade edilir. Gauss, s6z konusu deger i¢in daha da iyi sonug veren bir yaklagim
daha ortaya koymus olup, bu yaklagim logaritmik integral olarak bilinir ve asagidaki gibi

ifade edilir:

X 4) [1][4].
Li00 - [ ax () [114]
5 In(x)

Li(x) fonksiyonu iyi bir yaklagimdir ve x sayisina yakin bir sayinin asal say1 olma

olasiligim

o 6)[1]
In(x)

olarak verir.

3 Olasilik Tabanh Asal Say1 Sitnama Algoritmalar:

RSA gibi ¢agdas kriptosistemler biiyiik asal sayilar iizerinde durur. Bu durum,
¢ok daha kii¢iik asal sayilar kullanan Eliptik Egri tabanli kriptosistemler i¢in de aynen
gecerlidir [10]. Bu nedenle; yaygin ¢alisma bigimi, dnce biiyiik rasgele bir say1 yaratmak,
sonra bu sayimnin asal olup olmadigini deterministik algoritmalarla ve/veya olasilik tabanli

algoritmalarla sinamaktir.

Rasgele sayt iceren algoritma, basit bigimde rasgele sayilar kullanan
algoritmalara verilen isimdir ve bunun tersi yani rasgele say1 kullanmayan algoritmalarsa
deterministik algoritmalardir [8]. Aslinda rasgele say1 kullanan ve olasiliga dayali asallik
simnamas1 yapan algoritmalar, daha dogru bir adlandirmayla kompozitlik sinamasi yapan
algoritmalardir. Bunun nedeniyse; bu tip algoritmalarin aslinda asal veya kompozit olup
olmadigim sinadig1 tamsay1 i¢in yanit olarak EVET veya HAYIR dondirmesidir. EVET
yanit1 tamsayinin kesinlikle kompozit oldugu anlamina gelirken; HAYIR yaniti, sinanan
tamsayinin olasilikla asal say1 oldugu belirtir. Yanit olasiliga dayali olarak geldigi i¢in, asal

say1 karari asla kesin olarak verilemez. Bu bicimdeki herhangi bir olasilik tabanli asal say1
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sinama algoritmast, tek bir kez bile ¢alistirildiginda kompozitlligi kesin bicimde teshis eder.
Ote yandan, aym1 sinama algoritmasinin ard arda birkag kez ¢alistirilmasi sonucunda olusan
“asal” karar1 ancak ve ancak bir olasilik degerine bagl olarak verilebilir. Bunun anlami:
Sinama algoritmasi, N kompozit sayisi {izerinde t defa istatistik bagimsiz olarak ¢aligtirilsin,
n sayisinin asal say: olarak tiim t seferlerinde bildirilmesinin olasiligi en fazla (1/2)! oldugu
seklindedir [6].

Olasilik tabanli asal say1 ya da kompozitlik testlerinin temel yapisi agagidaki gibidir:

input n //sinanacak biiylik tamsayi
input a //istenen duyarlik ic¢in rasgele sayi
Test condition for a and n
If the condition is not true
then n is KOMPOZIT: end

else back to step 2

Bu tip testlerin en popiiler olanlar1 Solovay-Strassen testi ve Miller-Rabin testi olup, her
ikisi de agagida tanitilmustir [2] [5] [6] [8] [9]:

3.1 Solovay-Strassen Olasilik Tabanh Asal Say1 Testi

input n //tek tamsayi, ( n 2 3 )
input t //glven parametresi, ( t 2 1 )

for i = 1 to t {

get a random integer a //2 < a < (n - 2 )
r=a m-1/2 ( mod n )
if r # 1 and r # (n - 1)
then return ( “kompozit” ) : end
s = (%ﬁ //Jacobi semboliini hesapla!

if r is not congruent to s ( mod n )
then return ( “kompozit” ) : end

}

return ( “asal” )
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3.2  Miller-Rabin Olasilik Tabanh Asal Say1 Testi

input n //tek tamsayi, ( n 2 3 )

\2
-

input t //glven parametresi, ( t
get (n -1 ) = 2sr //r tek say1
for (1 =1 to t ) {

AN
©
IA
ol

|

N

get a random integer a //2 <
y = ar ( mod n )
if vy # 1 and y # (n - 1) then
J o<1
while ( j £ (s - 1) and y # (n - 1) ) {
Y « y? ( mod n )
if y = 1 then return (“kompozit”): end
J <« 3+ 1
}
if vy # ( n - 1 )then return(“kompozit”): end

}
return ( “asal”)
3.3 Solovay-Strassen ve Miller-Rabin Testlerinin Karsilagtirilmasi

Kolaylikla anlasilabilecegi gibi; Solovay-Strassen testi hem hesaplama zamani
acisindan daha maliyetli ve hem de Jacobi sembolii hesabini icerdiginden kodlanmasi daha
zordur. Ote yandan, Solovay-Strassen igin hata olasiligi (1/2)! {ist smirina sahipken, ayni

deger Miller-Rabin i¢in (1/4)" “dir. [6].

4 Hata Olasihk Simir Degeri I¢in Yeni Bir Taban Onerisi

4.1 Farkh Uzunluklara Sahip Tamsayilar i¢cinde Beklenen Asal Sayi

Sayilari

Bu ¢alismada, tiim olasilik tabanli testler igin standart bir taban kullanmak

yerine, 4 farkli tamsayi seti i¢in, 4 farkli taban denenmistir. Baslangic olarak; sirasiyla 1 K—
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2K—-4K ve 8K uzunlugundaki tamsay1 setleri i¢in (2) ve (4) nolu esitlikler kullanmak

suretiyle asal sayilarin beklenen sayilar1 hesaplanmistir. Daha sonra (6) nolu esitlik

tizerinden giderek iligkin olasiliklar elde edilmistir. Cizelge 1 her tamsay1 seti i¢in beklenen

asal say1 sayilarini vermektedir. Cizelge 2 ise ayn1 gruptaki beklenen asal say1 olasiliklarim

gostermektedir.

Cizelge 1. Her tam sayi seti i¢in beklenen asal say1 sayilart.

Tamsayi say1 arahig:

X
In(x)

Li(x) = .Z[In(lx)dx

(2194229): (1K-0)
1.797693134862316x10%
8

2.532737276080076x10%°
5

2.53632x10%%

(22048 - 21024): (ZK-IK)
3.231700607131101x10°!
6

2.276542206809517x10°
3

2.278148160534401x10°
13

(24096 _ 22048): (4K-2K)

1.044388881413153x10"2
33

3.678551415952946x10"?
29

3.679847990740310x10!
229

(28192_24096): (8K-4K)
1.090748135619416x10%

66

1.920919099263933x10%*

62

1.921257511993825x10?

462

Cizelge 2. Her tamsayi seti i¢in beklenen asal sayi1 olasiliklart.

1

Tamsay1 say1 araligi

In(x)

(2194229): (1K-0)
1.797693134862316x10%%

0.001408881875868128327

(22048 - 21024): (ZK-IK)
3.231700607131101x10%'¢

0.000704440937934064163

(24096 _ 22048): (4K-2K)
1.044388881413153x10'

0.0003522204689670320819

(28192_24096): (8K-4K)
1.090748135619416x10%4%

0.00017611023448351604094
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4.2 Onerilmekte Olan Yeni Taban

Boliim 3.3’de tanimlandig1 gibi; hata olasiligr sinir degeri igin iki ayr1 deger s6z

konusu olup; bunlar Solovay-Strassen i¢in (1/2)" ve Miller-Rabin i¢in (1/4)" degerleridir. Bu

calismadaysa yeni bir taban olarak [ x/In(x) ]' denenmis olup, ¢ degeri her dort tamsay1 seti
X

icin 1’den 150’ye kadar arttirilmustir. Asagidaki grafikler yeni degeri (1/2)' ve (1/4)"

degerleriyle karsilastirmali olarak gdstermektedir.

3.5107%% F

31072 ¢

2.5710 2 F

2110725 ¢

1.510 2%}

110725 F

510720 F L
R R S .

20 40 60 80 100 120 140

Sekil 4.1 (1K) uzunlugundaki tamsayilar icin [ X/N(X) ]t | (1/4)t and (1/2)t degerleri.
X

-26
8110 [

6110 2% |

-26
4110 [

210—26 L

20 40 60 80 100 120 140

Sekil 4.2 (2K) uzunlugundaki tamsayilar igin [ x/n(x) 1t (U/4)! and (1/2)' degerleri.
X
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3.5 10728

310728

2.5M10 "
2D.0_26

1.5 10728

1710728

=27
5010

t

20 40 60 80 100 120 140

Sekil 4.3 (4K) uzunlugundaki tamsayilar igin [ x/In(x) 1t , (1/4) and (1/2)t degerleri.

X
y
1710 %6
810 2’
-27
6110
ar10 %7
2@0_27
T t
20 40 60 80 100 120 140

Sekil 4.4 (8K) uzunlugundaki tamsayilar igin [ x/In(x) 1t , (1/4) and (1/2)! degerleri.
X

5 Sonuclar ve Katkilar

Sekiller 4.1-2-3-4°de agikga gorildiigi gibi; Onerilmekte olan yeni taban

[X/ In(x) ]\, yaygin olarak kullanilmakta olan (1/2) wve (1/4)! tabanlarina oranla daha
X

iyicedir. Ornek uzayr ¢ok biiyiik oldugundan, farkli tamsayi setlerinde ¢ok biiyiik

farkliliklar goriilmemektedir.
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Matematiksel olarak daha iyi olmasina karsin; Onerilmekte olan yeni taban

polinomiyal zamanl, fakat, digerlerine gore daha maliyetlidir.
Yiiksek hesaplama maliyetine karsi bir ¢6ziim Onerisi “look-up” tablolar

kullanmak seklinde disiiniilmiis olup; bir benzetim algoritmasiyla bunun maliyetinin

saptanmast denenmektedir. Benzetim ¢aligmalart heniiz tamamlanmamustir.
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OZET

Yiiksek sicaklik siiperiletken referans sistemlerinde sicaklik parametresi ile
sistemde gegerli olan olasilik yogunlugu dagilim yasasi da degisir. Meissner gecis
sicaklig iizerinde Fermi-Dirac dagilim yasasinin gegerli oldugu sistem, sicaklik
azaltildiginda Bose-Einstein dagilim yasasina uyan hale gelir. Bu nedenle, ikinci
dereceden faz gecisine sahip olan bu sistemler kritik kuantum kaos olarak
nitelendirilebilecek bazi kritik gecis noktalarina sahip bir yap1 sergiler. Bu ¢aligmada,
stiper iletim siireci iginde, siiperiletken koherent (esfazli) yapisindaki simetri
kirilmalart ve kritik gecis noktalarinin olasilik yogunlugu kavramiyla ilintisi

irdelenecektir.

Anahtar sozciikler: Kritik Kuantum Kaos, Yiiksek sicaklik siiperiletkenligindeki
mantik, Istatistiksel Dagilim Yasalar1 ve simetri kirilmalari.
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GIRIS

Mantik, gercek olani arayista siirdiiriilen zihinsel islemlerden hangilerinin
dogru, hangilerinin yanlis yola ¢iktigini gosteren “ilim” olarak tanimlanmasindan ote,

olay ve olgulardaki tutarliligin kesfedilmesinde ¢ok dnemli bir gostergedir.

Tutarhilik ile ilgili her tiirli bilgi, herhangi s6z konusu bir sistemdeki,
cogunlukla uzaysal diizeni Ogretebilir. Ancak, gercekligin aragtirilmasinda daima,
Olciilen deney sonuglariyla ve bilinen diger biitiin olgularla yapilan analojiler
yardimiyla ortaya ¢ikan sonug ile “beklenen sonug¢” arasinda farklilik gézlendiginde;
bu farklilig: giderebilen en 6nemli unsur, sistemin uymakta oldugu {ilesim fonksiyonu
(partition function) yani sistemin isleyis yasasmin tespitiyle ilgilidir. Ulesim
fonksiyonu yardimiyla bir sistemin hem uzaysal hem de zamanla ilgili uzun erimli
diizen bilgisine ulagilmig olunur. Durum yogunlugunun bilinmesi bir sisteme, adeta
kayip bir bulmaca (puzzle) unsurunun ele gectigi bir bilinebilirlik kazandirir. Bu
baglamda, olasilik yogunlugu kavrami yani iilesim fonksiyonunun tersi (reciprocal)
hakkinda kesin bilgi sahibi olunabilen sistemlerden biri yiiksek sicaklik
stiperiletkenleridir. Bu makalede, bugiine kadar normal atmosferik basingta elde
edilmis olan en yiiksek Meissner kritik gecis sicakligia sahip civa bazli bakir oksit
katmanli yiiksek sicaklik siiperiletkeni [1,2] temel alinarak, siiperiletken sistemin
diizenini betimleyen olasilik yogunlugu kavramindaki siiper mantik ve siiperiletken

halde iilesim fonksiyonlarimin birinden digerine gegisi ifade edilecektir.

DAGILIM YASALARI BAGLAMINDA SUPERILETKEN
REFERANS SISTEMLERI

Siiperiletken maddelerde, ¢ok hassas dl¢liim aygitiyla (SQUID, Siiperiletken
Kuantum Girigsim Aygiti1) yapilan magnetik duygunluk deneyleri sonucunda sistemde
hangi dagilim yasasinin gegerli oldugu giivenilir bir bi¢cimde anlagilabilmektedir.
Yiiksek sicaklik referans sistemleri de, bazi quasi-periyodik (sanki periyodik)
sistemler, iki etkilesen elektronlu sistemler ve fraktal matrislerde oldugu gibi “kritik
kaos” olgusu sergilerler [3]. Deneysel verilerden agik¢a anlasilan odur ki; “kritik kaos”

olarak nitelenen olgularin nedeni, spin-spin ve spin-yoriinge etkilesimleridir. Elektron
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cifti (quasi parcacik-sanki parcacik) ve fonon (kuantize madde dalgasi) arasindaki
milkemmel harmoniye iyi bir ornek olan yiiksek sicaklik siiperiletkenlerinde bu
referans sisteminin, sadece sicaklik parametresiyle degisen farkli iilesim
fonksiyonlarinin gecerli oldugu ve dolayisiyla sistemin farkli dagilim yasalarina

uydugu goriliir.

Ayn1 zamanda, spin-sifir siiperiletkenligi sergileyen s6z konusu siiperiletken
sistem, siiperiletken hale gelmeden Once s-dalga simetrisine sahipken, kaotik
gecislerden biri sonucu d-dalga simetrisiyle betimlenir hale gelmektedir. Diger kaotik
gecis sonucu, zamana ait simetrinin kirildigi ve biitiin bu olup bitenler sirasinda uzay
simetrisinin korundugu anlasilmaktadir [4]. Sekil 1.’de s-dalgasi ve d-dalgasinin

sematik gosterimi verilmistir.

s-dalgas)

d-dalgas

Sekil 1. s-dalgasi ve d-dalgasinin sematik gosterimi

Olgiim sisteminde ¢ok zayif bir magnetik alan sabit tutulmakta oldugundan
s6z konusu koherent (esfazli) sistemdeki biitiin bu degisimlerden sorumlu unsur sadece
“sicaklik” parametresidir. Bilindigi gibi, elektrik akimini 1s1l kayip olmadan iletebilen
yiiksek sicaklik siiperiletkenleri koherent olma temel Ozelligine sahiptir. Yani bu

maddelerde entropi gog¢li olmadig: icin bu referans sistemini betimleyen bir Y

dalgasina ait ¢ozlimler enerji terimi icermez ancak, e" gibi bir imajiner (sanal) faz
terimi bulundurur. Burada ¢ fazdir. Bu nedenle, boyle bir sistemde ‘“sicaklik”

parametresi, iilesim fonksiyonu gbéz oOniine alinmak kosuluyla zaman kavramiyla
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tamamen Ortiigiir. Bu noktadan hareketle ve tiim safhalar tek tek ele alinarak, sistemin

sicakliga bagli olarak toplam seriivenini anlamak oldukga kolaylasir.

SUPERILETKEN SiSTEMLERDE ULESIiM FONKSIYONUNDAKI
GECiS
Siiperiletkenler, rolativistik sistemler olusuyla Kuantum Mekaniginin deney
laboratuar1 durumundadirlar. Bundan da 6te, bu sistemler 6zdes par¢aciklarin dahi ayirt
edilebilecegi referans sistemlerini bize saglarlar. Ozdes var olan ne demektir? Bilindigi
gibi elektriksel yiik, kiitle, spin ve bu gibi gozlenebilir 6zellikleri ayn1 gibi algilanan

pargaciklara(varolanlara, entity) 6zdes varolan, 6zdes pargacik denilmektedir.

Ozdes varolanlarm ayirt edilebildigi ve giiniimiiz Yogun Madde Fiziginde,
Kuantum Mekaniginin laboratuart denilen siiperiletken sistemlerin esas itibariyle,
madde dalgas1 yani fononlarla elektronlar arasi kuplaj sonucu ortaya g¢ikan ve
“polaron” denilen elementer uyarilmalar bulunduran bir sistem oldugu anlasilmistir.
Boyle bir sistemin spini bir tam sayidir, s6z konusu sistemde toplam spin sifirdir ve
Bose-Einstein (B.E.) dagilim yasast gegerlidir. Yani sistemi teskil eden tiim unsurlar
tek bir enerji durumunda bulunurlar. Diger taraftan, fonon elektron etkilesimindeki
harmoni s6z konusu olamadan 6nce ise ayn1 sistemin uydugu yasa Fermi-Dirac (F.D.)
dagilimidir. Sekil 2’de manyetik duygunluk sicaklik grafigi iizerinde B.E. ve F.D.

dagilimlar sicaklik ekseni temel alinarak gosterilmistir.
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—-— 111r_ reel bilesen Hg-1223 siiperiletkeni

"
—+—m , sanal bilesen

-0,0002 H

-0,0003 H

-0,0004 4

Magnetik moment, m (emu)

-0,0005

-0,0008 4

Siiperiletken Béilg;g T. Normal jletken Bélge
Bose-Einstein Dagilim) Fermi-Rirac Dadilimi

Sekil 2. 1 Gauss’luk alternatif magnetik alan altinda bakir oksit katmanh yiiksek
sicaklik siiperiletkenlerinde magnetik moment-sicaklik degisimleri. Uygulanan
alan 1 Gauss oldugu icin, bu egri ayn1 zamanda magnetik duygunluk-sicakhk
degisimi olarak da ele alinabilir. Bu deneysel veri yardimyla farkh dagihm
kanunlarini betimleyen bolgelerin sematik gosterimi.

Séz konusu F.D. dagilmi, f(g)=1/exp[(e—u)/k,T]+1 denklemiyle

verilir. Burada, sirastyla, (£, kimyasal potansiyel; kB , Boltzman sabiti ve T sicakliktir.

Bilindigi gibi F.D. istatistiginde, parcaciklar anti-simetrik dalga fonksiyonlarina sahip
olduklarindan ayni kuantum durumunda tiim kuantum sayilari ayni olan birden fazla

pargacik olamaz.

Simetrik dalga fonksiyonlariyla tanimlanan sistemlerde bir kuantum durumunu

isgal eden pargacik sayisinda higbir sinirlama olmaz. Par¢aciklarin birbirinden ayirt

edilemedigi boyle sistemler B.E. istatistigine uyarlar. B.E. dagilimi,

f(g) =1/exp[(e — 1) [k, T]-1 denklemiyle verilir.
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Stiperiletkenlerde kritik gegis sicakliginda ilgili dagilim fonksiyonlar: arasinda

bir gegis s6z konusudur. Bu gegisin iilesim fonksiyonlari1 bakimindan tasviri ise Sekil 3’de

verilmektedir. Burada C = (6‘ —,u)/ kBT kisaltmasi yapilmustir.

_J+e€ -1 +e€=¢ ¢

1+e

Bose-Einstein Dagilinn | Kritik Gegis Noktast | Fermi-Dirac Dagilimi

T,
T<T, c -7,
L=2 el=1— :_ﬁ =0 L=0
S=0 B $=1/2

Sistemin toplam enerjisi (& )=Kimyasal Pomnszj'e.!(p)

Sekil 3. Meissner kritik gecis sicakhg1 T de ve civarinda iilesim fonksiyonlarinin
temsili gosterimi. Burada, S spin kuantum sayisini, L ise acisal momentum
kuantum sayisim gostermektedir. ( ve & ise sirasiyla kimyasal potansiyel ve

elektronlarin enerjilerini temsil etmektedir.

F.D. ve B.E. dagilimlarina ait denklemlerdeki eksponansiyel i¢indeki terimi ele
alip inceledigimiz zaman sisteme ait kimyasal potansiyel hakkinda bilgi elde edebiliriz.

Sicaklik kritik gecis sicaklifina geldiginde, sisteme ait kimyasal potansiyel £ 'niin mutlak

degerinin elektronlara ait olan enerji degeri, & 'na esit hale geldigi saptanmaktadir. Ayrica
bu sicaklikta dagilim fonksiyonu da sonsuza iraksamaktadir. Bu gecis sicakliginin altinda
ise artik sistem B.E. dagilimina uyan duruma gelmektedir. Bu siire¢ iginde ortaya ¢ikan
degisimler +1,-1 araliginda incelendiginde ortaya ¢ikan durum, -1 degerine bir
eksponansiyel terimin once ilavesi, bir sifir noktasindan gegis ve ayni eksponansiyel

terimin +1°e ilavesi seklinde matematiksel olarak ifade edilebilir.
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KLASIK ELEKROMAGNETIK TEORIDEN KUANTUM
ELEKRTODINAMIGINE GECIS ve OTESI

Bilindigi tizere, Kuantum Mekaniginde ele alinan bir sistem uygun bir y dalga
fonksiyonu ile betimlenir. Zamana bagl ¢dziimler i¢in bu y 'nin bir ¢ (faz ¢arpan) ile
carpilmast gerekir. Her bir serbest parcacik Hamiltoniyen islemcisiyle betimlenir. Hem
Hamiltoniyen islemcisinde hem de Schrodinger dalga denkleminde elektromagnetik alanlar,
E ve B (elektrik ve manyetik vektorler) ile degil; fakat @ ve A sirasiyla skaler ve

vektor potansiyelleriyle temsil edilirler.

Fizikte mevcut ayar doniisiimleri altinda degismez kalan unsur sadece exp(iA¢)
faz carpanidir. Sisteme ait fazin zamana goére degisimin, 151k hizinin tersinin (1/c)
carpimiyla ve bunun {i¢ boyutlu diferansiyel gosterimi goz Oniine alinarak ve bu terim
sistemi betimleyen vektdr potansiyeline ekleyerek y nin zamanda agilimi bulunur. Ayni
islem skaler @ potansiyelinden ¢ikarma islemi yapilarak @'gibi, o zaman dilimine ait

skaler potansiyel elde edilir.

, 1 of
()] OoH>P =Pp-———
c ot

) A A =A+Vf

Denklem (2)’de verilen Vf fazin zamana gore gradyentini tarif ederken; f ise

¢ =4.136x10 gauss.cm’ ile tanimli magnetik aki kuanti boyutunda bir fonksiyondur.

© ve @' dalga fonksiyonlar1 ayn1 var olus durumunda olmalarina ragmen yani
ayni olasilik yogunlugu ile betimlenmelerine ragmen, f nin tek degerlikli olarak
betimlenemedigi durumlarda klasik karsiliklari olmayan onemli kuantum mekaniksel
etkiler s6z konusu olur. Bunlardan biri literatiirde Ahronov-Bohm(A.B.) olay1 digeri de
stiperiletkenlerdeki aki kuantumlanmast olayidir. Konumuz siiperiletkenlerle ilgili

anlatimlar oldugu icin, genel anlamda bir y dalgasiyla betimlenen bir sistemde ortaya

¢ikan olasiliklarla ilgili 6nemli noktalara kisaca deginelim.
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Bir sistemde olusan dalgalarin fazlarina gore siiper pozisyon ilkesine uygun
olarak, dalgalar birbirlerini kuvvetlendirebilir veya yok edebilir( sondiiriilir). Bu ilke
fizigin her durumunda gegerli ilkesidir. Bu baglamda ayirt edilebilir durumlar (varolus
diizeyi, state) ya da ayirt edilemeyen yani entangled stateler betimlenir. Durum yogunlugu
yani bir “state” i¢in iggal edebilme olasilig1 yani olasilik yogunlugu pozitif ise bu “state”

var olan halden bahsedilebilir.

Evreni kaplayan 1s1 rezervuar1 Kuantum Mekanigi i¢in giriiltii kaynagidir.
Dalgalar arasindaki es uyum yani harmoniyi bozar. Yani saf olan “state” leri karisik

duruma getirir. Boylece bilgi yiikseltgenemeyebilir.

Stiperiletkenlerde ise ozellikle sivi helyum sicakligi (4,2 K) gibi disiik
sicakliklarda g¢alisildiginda, var olan diizeyler net olarak ayirt edilebilir. Boylece, dolagik
(entangled) diizey hali s6z konusu olmaz. Ayrica, bu sistemi betimleyen dalga fonksiyonu
yani diizen parametresi kompleks degerliktedir. Bundan dolay1, s-dalga diizen
parametresinin betimledigi izotropik kompleks bir uzay goz Oniine alinmalidir. Bununla
birlikte, anizotropik d-dalga siiperiletkenligi goriilen bakir oksit katmanli civa bazh
sistemlerde, sistemin biitiinlinde tezahiir eden plazma rezonans frekansi sayesinde, sistem
aslinda anizotropik olmasina ragmen, izotropik kompleks faz uzaymnda olusan durumun
aynist goriilmektedir. Sistemde olusan rezonans sayesinde yiiksek sicaklik siiperiletkenleri
¢ boyutlu Bose-Einstein yogunlagmast sergilemektedirler [5]. Bose-Einstein
yogunlagmasi siiperiletkenlerde oldugu kadar spin-1 siiperiletkenlik 6zelligine sahip ndtron
yildizlarinda da [6] gozlemlenmistir [7]. Bu sistemlerin ortak 6zellikleri ise ayn1 kuantum
diizeyinde bulunmalar1 (unity) ve yiiksek mertebeden uzun erimli diizene sahip olmalaridir.
Bu ozellikler sayesinde ¢ok farkli dlgeklerdeki sdz konusu sistemlerde ortak olan esfazlilik

(coherence) olgusu ve rezonans hadisesinin birlikte mevcudiyetidir [7].

SONUC

Olasilik yogunlugu kavramu, olabilirlik denilen, evrene ait bilgi programini

iceren ve bu programin agilimlariyla ortaya ¢ikan olanaklar: {ilesim fonksiyonu kavrami ile
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matematiksellestirerek elde edilir. Olabilirlik unsuru ise, biitiinsele ait bir bilgi olup,
cogunlukla insan bilgisi disinda oldugu sdylenir [8,9]. Bu konu ¢esitli goriislerde, zaman
kavraminin ve/veya olay ve olgulardaki baslangi¢ kosullarmin tam olarak bilinememesi
olarak ifade edilmektedir. Olabilirlik konusunda ¢esitli disiplinlerin mutabakatta oldugu
nokta ise, evrende kuantize (kesikli) bir yapinin mevcut oldugu diisiincesidir. Kesikli yani
katmanli bir yap1 olgusu lizerinde diisiiniildiigiinde, olay ve olgulari anlama siire¢lerinde de
ayni kuantize yapiya rastlama olasiliginin yiiksek oldugunu hatirlamak gerekir. Mantiksal
stireclerin getirdigi noktada, 6rnegin zar atan bir kumarbaza ait eylemin, kartezyen uzayda
olustugu ve o kisi tarafindan da o diizeyde algilandigint sdéylemek gerekir. Ancak bu kisi,
tarihsel stiregten bilindigi gibi, bir doga bilimleri filozofu olan Pascal’a bagvurarak daha
sikea kazanabilmek {izere yardim istediginde, Pascal i¢in bes duyu ve ¢ok muhtemelen
duygu diizeyindeki bir algi ve anlama olgusundan farkli olarak, zihin diizeyinde islev
gordiigiinii soylemek ¢ok kolaylikla olasi olur. Zihin (mind) ile ilgili bir faaliyette soz
konusu referans sistemi momentum yani k- dalga uzayidir. Yeni fikirlerin iretilebilmesi
ancak bu diizeydeki bilis ile miimkiin olabildiginden; bu bilis diizeyine ait olasilik
yogunlugu fonksiyonu iizerine diisiintildiigiinde burada gecerli olan yasanin Bose-Einstein
dagilim kanununa uydugu anlasilir [10]. Boltzmann dagilim yasalarindan Bose-Einstein
dagilimina geg¢isi insan beyni dogal siirecleriyle yapmaktadir. Bu nedenle asil prim, siiper

mantig1 iireten beyne verilmelidir.
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OZET

“Newton — Euler — Gauss — Poincare — Kolmogorov, muasw matematigin
temellerinden giiniimiize kadar yer alan en énemli bes bilim adamidir.”

Vladimir Arnold*

20. y.y.’in en biiyilk matematikgilerinden biri olarak kabul edilen Andrey
Nikolaevich Kolmogorov 25 Nisan 1903’te Tambov’da dogdu ve 20 Ekim 1987’de
Moskova’da 6ldii. Kolmogorov, matematikte evrensel bir kisilikti. Bu anlamda onun
yasadig1 zamanda ona es deger bir matematik¢i daha yoktur. Onun, matematigin bir¢ok
alaninda yapmig oldugu temel ¢alismalari vardir. Bu ¢alismamizda, O’nun ¢ocukluk
doneminden baglayarak matematik¢i olma fikrinin gelisimine, tniversite Ogrencilik
yillarindan bilimsel kariyerine uzanan hayatina, bir dekan olarak bile 6grencileri ile
stirdiirdiigii iletisimine, bilimsel faaliyetleri arasinda bazi temel ¢aligmalarina, olasilik
teorisinin gelisimine yapmis oldugu essiz katkiya ve hayat felsefesi ile manevi diinyasi

hakkinda bilgilere degindik.

Anahtar Sozciikler : Olasiligin Aksiyomatigi, D. Hilbert’in 13. Problemi.

* Su anda diinya siralamasinda ilk beste olan matematikgidir.
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GIRiS

1903 yili Nisan ayimda, Yaroslav vilayetinde toprak agasi olan Yakov
Kolmogorov’un kizi, Kirim’dan dénerken Tambov’da bir erkek ¢ocuk diinyaya getirir.
Anne, trajik olarak dogum aninda hayatini kaybeder. Daha on giinliik olan bebek,
annesinin babasinin evine getirilir. Adin1 Andrey koyarlar. Annesinin kiz kardesi Vera
Yakovlena, Andrey’i evlatliga kabul eder. Andrey’in babasi ise 1919 yilinda bir i¢
savasta hayatin1 kaybeder. Kolmogorov soy ismi de Andrey’in babasindan degil,
annesinin babasindan gelmektedir. Andrey’in yetismesinde en 6nemli role sahip olan
teyzeleri ise oldukca bilgili, 6zgilir diigiinen, yiliksek sosyal ideallere sahip olan

insanlardi.

Andrey’in teyzesinin evinde farkli yaslardaki ¢ocuklar i¢in okul kurulmustu.
Hatta okulun bir “dergisi” bile vardi. Bu dergide 6 yasindaki Andrey’in ilk “makalesi”
yaymlandt:

1= 12, 1+3=22, 1+3+5=32, 1+3 +5+7=42,

Sekil 1. Teyzesi ile
Birlikte

1910 yilinda Andrey, tahsiline devam etmek icin teyzesi ile birlikte
Moskova’ya geldi ve demokratik aydinlar toplulugu tarafindan kurulmus olan 6zel bir
okula basladi. Okulda ders veren dgretmenlerin ¢ogu bilimi seven, arastirmaya merakl
insanlardi. Bazilar1 iiniversitede ogretim iiyesiydi. Kolmogorov matematikte sinif
birincisiydi, ancak ciddi olarak ilgilendigi derslerin basinda 6nce biyoloji sonra Rus
tarihi gelmekteydi. O, 11-12 yaslarindayken giiney okyanuslarda yer alan 1ssiz adalar

hakkinda bilgi toplamak i¢in ¢ok emek verdi, zira muhtelif iilkelerden insanlar1 bu
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adalarda bir araya getirerek ideal bir devlet kurmay: diisiiniirdii. Hatta bu devletin

anayasasint bile hazirlamust.

Matematikei olma fikri yaklasik olarak 16 yasinda ortaya ¢ikti. Artik yavas

yavas yetenekleri kendini gdstermeye baslamisti. Andrey zor problemleri ¢ézebiliyordu.

O, aymt zamanda hem Moskova Devlet Universitesi’nin Matematik
Fakiiltesi'nde hem de Mendeleyev Kimya-Teknoloji Enstitiisi’niin Metaliirji
Fakiiltesi’nde 6grenim gérmeye basladi. O donemde Kolmogorov’un yasadigi zorluklari

kendi ctimleleri ile hatirlayalim:

“Birinci sinifin tiim sinaviarini ilk ayda
vermekle her ay 16 kg. ekmek ve 1 kg. yag alma
hakkini  kazandim.  Elbisem vardi, ancak

avakkabilarimi kendim tahta  tabandan

Sekil 2. Genglik Yillarinda

Universite doneminin ilk 6grencilik yillarinda Kolmogorov, matematik
disinda ciddi olarak eski Rus tarihi ile ilgilenirdi. Kolmogorov’un tarih alanindaki
incelemeleri yaymlanmamigti; ancak son zamanlarda bu ¢alismalar bulunarak
yayinlandi ve 6nsdzde ¢ok tinlii bir tarihgi sdyle yazmaktaydi:

“Tarih bilimi dahi bir arastirmacisini yitirmistir.”

1925 yilinda Andrey Kolmogorov, iiniversiteyi bitirdikten sonra N. N.
Luzin’in doktora Ogrencisi oldu. 1925’te heniiz tniversite 6grencisi iken sekiz
makalesinin yayimnlanmasi dikkat deger bir olaydir. Ayni yil iginde, Kolmogorov igin
doniim noktasi sayilacak, olasilik hakkindaki ilk tebligi ortaya ¢ikti. Bu teblig, Khinchin
ile birlikte yayimladigi, stokastik hesaplamalar ve martingale esitsizliklerinde esas olan
rasgele degiskenlerin kismi toplamlarinin esitsizligi iizerine sonuglar veren “Ug¢ Seri
Teoremi” idi. Moskova’da matematik ekoliiniin kurucusu olan N. N. Luzin, o dosnemde

matematikte elde ettigi Onemli sonuglar1 ile arttk herkes tarafindan taninmaya
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baglamisti. Luzin’in 6grencileri ondan sadece matematik bilimi 6grenmekle kalmaz,
ayni zamanda hem gercek bir bilim insaninin hem de iiniversite profesoriiniin nasil
olmasi1 gerektigini 6grenirdiler. Kolmogorov, Luzin’in 6grencisi oldugu donemlerde
onun ilgisini topolojik problemlere ¢ekmeye calisan P. S. Urysohn ile goriisiiyordu.
Kolmogorov’un Luzin’in ¢aligma alanin disinda yer alan fonksiyonlar teorisi alaninda
neticeler elde etmesi iizerine, Urysohn, O’nun arastirma alanina daha yakin olan P. S.
Alexandrov ile tanigmasini sagladi. Boylece elli kiisiir yili asan dostlugun temelinin ilk

adimi atilmis olundu.

1929 yilinda doktora o&grenciligi artik geride kalmakla beraber
Kolmogorov’un yaklagik olarak yirmi makalesi yaymlandi. 1922 yilinda yaymnlanmis
olan makalelerinden biri ¢ok iistiin degere sahipti: “Trigonometrik seriler alaninin en
tinlii neticesi-hemen hemen her yerde raksak olan Fourier-Lebesque serisi orneginin
bulunmast” . Bundan bagka ilk yayinladigi makaleleri olasilik ve matematiksel mantik

alanlart ile ilgiliydi.

Olasilik teorisine olan ilgisi 1924 yilinda ortaya ¢ikti.Bu alandaki ilk adimim
A. Y. Khinchin ile birlikte atti. 1928°te “Giigli Biiyiik Sayilar Yasasi” igin gerek ve
yeter kosul bulmayi basardi ve bagimsiz rasgele degiskenlerin toplamu i¢in “Biitiinlesik
Logaritma Yasas1” m gelistirdi. 1929 yilinda basilan “Genel Ol¢ii Teorisi ve Olasiliklar
Hesab1” kitabi ile 6l¢ii teorisinin temelleri iizerine kurmus oldugu olasilik teorisinin
aksiyomatik yapis1 hakkinda ilk taslagmi one siirmiis oldu. ilk kez, E Borel’in 1909
yilinda 6nemis oldugu ve Lomnicki’nin 1923 yilinda gelistirdigi olasilik teorisi 1933
yilinda Kolmogorov’un ¢alismalari ile olduk¢a basarili bir sekil aldi. 1933 yilinda
basilan “Olasiik Hesabimin Kurulugsu” adli eseri, yalnizca olasilik teorisinin
matematigin bir bransi olarak gelisiminde yeni bir agama belirlemekle kalmadi, bunun
yaninda stokastik siiregler teorisinin yaratilist i¢in gerekli temelleri vermis oldu.
Kolmogorov’un olasilik ve istatistik teorisinde yaymlanan bir¢ok makalesi, onu bu
disiplinin 6nde gelen temsilcisi olarak taninmasini sagladi. Kolmogorov’un sayisiz
teorik gelismeye Onciililk eden olasilik ve istatistik {izerine olan fikirleri, gliniimiizde

fiziksel bilimler basta olmak iizere pek ¢ok uygulamalara da 6nderlik etmektedir.
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1931 yilinda Andrey Kolmogorov, Moskova Devlet Universitesi’nin
profesdrii, sonraki iki yil icinde de Moskova Devlet Universitesi Matematik

Enstitlisti’niin bagkan1 oldu.

1935 yilinda Moskova Devlet Universitesi'nde ve V.A. Steklov Matematik
Enstitlisii’nde Olasilik boliimiinii kurdu. 1939 yilinda Sovyet Bilimler Akademisi’nin

asil liyesi segildi.

1941 yilinda Sovyetler ile Almanya i¢ savasa girmesi ile Matematik Enstitiisii
doguda Kazan’a tagindi. Bir miiddet sonra Kolmogorov Moskova’ya déndii ve savunma
icerikli alanda g¢aligmalara baglayarak atig teorisi ile ilgilendi. Savasin ilk yillarinda

yazdig1 makaleleri ile tiirbiilans teorisinin temellerini att1.

Kolmogorov i¢in 1953-1963 yillar1 olduk¢a verimli gecti. Bu siire zarfinda
D. Hilbert’in 13. problemini Vladimir Arnold ile birlikte ¢6zdii. Ergodik teori, stokastik
stirecler, dinamik sistemler teorisi, fonksiyonel analiz, matematiksel mantik, ayrik
matematik, sibernetik teorisi, enformasyon teorisi vs. alanlarinda ¢ok istiin neticeler

elde etti.

1954-1958 yillar1 arasinda Moskova Devlet Universitesi Matematik
Fakiiltesi’nde dekanlik gorevi yapti. Kolmogorov, basarili matematik 6grencileri iginde
rejime karsit Ozgiirce tavir takinanlarin {iniversiteden atilmalarini engellemis ve bir
dekan olarak korudugu 6grencilerinden bazilari ileride 6nemli bilim adami olmustur.
60’11 yillarin basinda Kolmogorov, iilkede istatistik arastirmalarinin seviyesini
yiikseltmek igin Moskova Devlet Universitesi Matematik Fakiiltesi'ne bagli olarak
Olasilik ve Istatistik Yontemleri Merkezi’ni kurdu. Bu merkezde hem teorik hem de
olasilik ve istatistik yontemlerin ¢ok g¢esitli alanlarinda uygulamalar {izerine
calistyorlardi. Bu uygulama alanlarindan biri ise siir teorisi ve dil bilimiydi.

Kolmogorov’un siir teorisi ve dil bilimine ait onlarca makalesi yaymlanmisti.

60’11 yillarin ortasindan itibaren Kolmogorov zamaninin ¢ogunu Matematik

egitiminin reformuna ayirmistir. 1963 yilinda Moskova’da yetenekli dgrenciler igin
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fizik-matematik alaninda yatili ihtisas okulunu agtt. Hem Kolmogorov hem de
ogrencileri bu okulda ders veriyorlardi. 1970 yilinda gengler i¢in “Kuantum” fizik-
matematik dergisi kurdu. Kolmogorov’'un okula olan bu ilgisi tesadif degildi.

Kolmogorov, okula olan ilgisini su sozleri ile dile getirmektedir:

“Ge¢cmiste uzun bir miiddet
boyunca béyle bir okulun miidiirii olmak
arzusunda olmustum”

83. dogum giiniinii kutlamaya gelen ogrencilerine Kolmogorov soyle

seslenmistir:

“Benim bilimsel kariyerim sona ermistir. Uziicii de olsa, bu kacinilmazdir.
Son yillarda benim esas faaliyetim, okulun reformu ile ilgili oldu. Bilime hevesli gencler

icin kitap yazarak, onlara daha ¢ok faydam olacagim diisiiniiyorum.”

Kolmogorov’un ilk makalesi 1923, son makalesi ise 1983 yilinda

yaymlanmistir.
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Sekil 4. Kolmogorov’un Yillara Gore Yaymnlanan Makale Adedi

Kolmogorov, matematikte evrensel bir kisilikti. 20. yilizyilda ise evrensel
olmak kolay degildir. 19. yiizyll basinda matematik bircok alt alanlara ayrildi ve
boylece matematigin bir alaninda uzmanlagmak kolay hale geldi. Bir alanin disina
¢tkmadan taninr bir bilim insan1 olmak miimkiindii. 20. yiizyilda bu egilim daha da
kuvvetlendi. Ornegin; geometrici N. 1. Lobachevky, cebirci A. Keli, kiimeler teorisinin

yaraticist G. Cantor vs.

Andrey Kolmogorov’un matematigin bircok alaninda yapmis oldugu temel
calismalar1 vardir ve bu anlamda onun yasadigi zamanda ona es deger bir matematik¢i
daha yoktur. Kolmogorov’un trigonometri ve ortogonal seriler, 6l¢ii ve integral teorisi,
matematiksel mantik, yaklasim teorisi, geometri, topoloji, fonksiyonel analiz,
diferansiyel denklemler ve dinamik sistemler, olasilik teorisi, matematiksel istatistik,
enformasyon teorisi, matematik tarihi, mekanik, biyoloji, jeoloji, atig teorisi, siir teorisi
ve otomatlar teorisi alanlarinda yapmis oldugu temel caligmalari vardir. Simdi bu

calismalardan bazilari ile ilgilenelim:

Kolmogorov’un ilk onemli eseri kiimeler teorisine aittir. Bu ¢alismasini
hocas1 P. Aleksandrov’dan aldigi dersin etkisi ile gerceklestirmistir. Daha sonra ise

onceden de degindigimiz gibi hemen hemen her yerde iraksak olan Fourier-Lebesque

97



Dahi Matematik¢i Andrey N. Kolmogorov, A.Azimli-G.Kemalbay

serisi Orneginin bulunmas: ile 19 yasindaki Kolmogorov tiim diinya g¢apinda iine
kavusur. 30’lu yillarin basinda ise olasilik teorisine ait iki temel eseri — “Olasilik

>

Teorisinin  Analitik Yontemleri” ve “Olasilik Teorisinin Temel Kavramlari” —
yaymlandi. 30’Iu yillarin sonunda ise Kolmogorov, tiirbiilans alaninda yapmis oldugu

caligmalari ile bir gok uzmanin fikrince eger takdim olunsayd: Nobel Odiilii alabilirdi.

1950’11 yillarda Kolmogorov, dinamik sistemlerde ortaya atilan ve daha
sonraki yillarda &grencisi V. Arnold ve Amerikan matematik¢i J. Moser tarafindan
gelistirildigi icin K.A.M teori olarak adlandirilan teorinin temellerini atmisti ve bu
yontemin uygulanmasi sonucu teorik astronominin ve klasik mekanigin en zor ve derin
problemi olan gezegenler sistemin kararlilig1 problemi ¢éziilmiig olundu. Bu problem ile
I. Newton, P. Laplace ve H. Poincare ugrasmislardi. Prensip olarak ise tiim gezegenler
dizgesinin kararsiz oldugu ve tiim gezegenlerin eninde sonunda esas 151k veren gok
cismi lizerine ¢okecegi kabul edilmisti, ancak Kolmogorov ve O’nun takipgilerinin
¢alismalar1 sonucu prensip olarak kabul edilenlerin dogru olmadigi, kararli sistemlerin

de var oldugu gosterildi.

1900 yilinda Paris’te matematikgilerin diinya kongresinde, Alman
matematik¢i D. Hilbert 20. yiizyilda ¢oziilmesi 6nemli olan problemleri ileri siirdii. Bu
problemler arasinda 13. problem soyleydi: Hilbert ii¢ degiskenli siirekli bir fonksiyonun
iki degiskenli siirekli fonksiyonlarin bileskesi olarak gdstermenin miimkiin olmadigini

ispat etmeyi teklif etti.

s

Kolmogorov 1950’lerde D. Hilbert’in 13. problemini “hemen hemen’
¢Ozmiistiir.
Ornek:
w=w(X,Yy,z,t)= xy+ 2 siirekli fonksiyonu verilsin.
u=u(x,y)= xy, v:v(z,t):zt ve h=h(u,v)=u+v olsun. O halde,
w= h(u(x,y),v(z,t)) olur.

Yani; siirekli, dort degiskenli olan w fonksiyonu siirekli, iki degiskenli
fonksiyonlarin bileskesi olarak gosterilmistir.

13. problemin ¢6ziimii li¢ asamada gergeklesmistir:
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1. Kolmogorov her n degiskenli fonksiyonun, ii¢ degiskenli siirekli
fonksiyonlarin bileskesi olarak gosterilebilecegini ispat eder.

2. Universitenin iiciincii sinif &grencisi olan Vladimir Arnold ise her ii¢
degiskenli siirekli fonksiyonun, iki degiskenli siirekli fonksiyonlarin bileskesi olarak
gosterilebilecegini ispat eder.

Boylece, her n degiskenli siirekli fonksiyon iki degiskenli siirekli
fonksiyonlarin bileskesi olarak gosterilebilecegi sonucu ortaya g¢ikmaktadir; yani
problemin ¢oziimil Hilbert’in diisiindiigi gibi degildir.

3. Kolmogorov, her siirekli fonksiyonu, tek degiskenli siirekli fonksiyonlarin ve

s(X,y)= x+y iki degiskenli fonksiyonun bileskesi seklinde gdstermenin miimkiin

oldugunu ispat etmistir.

Kolmogorov, Hilbert’in 13. probleminin ¢6ziimini tim matematik

calismalar1 arasinda teknik agidan en zor ¢alismasi olarak kabul etmektedir.

OLASILIK TEORISi

1945 yilinda N. N. Luzin, Kolmogorov’a yazdig1 mektupta soyle der:
“Olasilik teorisinden uzak durun. Bu alanda yapmis oldugunuz temel isler
oldugunu biliyorum; ancak olasilik teorisi size layik degildir, onun kaynaklari
kuskuludur... ve bu alanda c¢alisanlara olumsuz bir etkisi vardir. Size yiiksek ruh
bahsedilmis ve bu yiizden istiyorum ki, siz onu ¢ok az insanin yapabilecegi isler igin

koruyasimiz.”

Cevap mektubunda Kolmogorov, ¢alistig {i¢ alan — olasilik teorisi, dinamik

sitemler ve matematiksel mantik — hakkinda yazarak der ki:

“Dinamik sistemlerde her sey énceden belirliyken olasiik teorisinde ise
tesadiifi oldugundan bu iki problem birbirlerinden ¢ok farkli goriinmektedir;, ancak
anlasilacagi tizere bu teoriler arasinda soyle bir baginti vardwr: deterministik fakat

karmagsik olan sistemler tesadiifi davramir, tesadiifler ise ciddi determinist
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degerlendirmelere tabidir ve bu iki teoriyi bir birine baglayan kiprii ise matematiksel

»

mantiktir.’

Olasilik teorisinin tarihi olduk¢a eskiye dayanmaktadir. Olasiligin ilk
tanmimlarinin ortaya ¢ikisinda cesitli talih oyunlari, kumar vs. esas kaynak olmustur.
Luca Pacioli (1445-1514) olasilik problemini (yanlis ta olsa) ¢ozmiistiir. G. Cardano ile

G. Galileo de olasilik problemleri ile mesgul olmuslardir.

Olasilik teorisinin bir bilim alani olarak goriilmesi, 1654 yilinda B. Pascal ile
P. Fermat arasindaki mektuplasma ile baslamistir: Mektuplagmaya vesile olan olay ise
B. Pascal’m bir dostunun ona verdigi iki soruydu. Bu mektuplarda, giliniimiizde
olasiligm klasik tanimi olarak bilinen tanimi verilmistir: Ortaya ¢ikmast beklenen
olaylarin sayisinin, tim elemanter sonuclarin sayisina oranina bu olayin olasilig1 denir.

Bu tanimda elemanter sonuglarin sayisi sonlu ve esit olasiliga sahip olmalidir.

Bu tanima dayanan caligmalar ile olasilik teorisinde 6nemli gelismeler
kaydedildi. C. Huygens “Talih Oyunlarinda Hesaplamalar” (1658), A. De Moivre
“Talih Oyunlarinda Rastlantinin Olgiilmesi ve Sonuglarin Olasihigr” (1711), J. Bernoulli
“Tahmin Etme Mahareti” (1713) ve P. Laplace “Analitik Olasilik Teorisi” (1812)

eserleri olasilik teorisinin esas asamalarini teskil eder.

Olasiligin klasik tanimi olasilik kanunlari hakkinda dar bir tanima sahiptir;
¢linkii pek ¢cok durumda ortaya ¢ikan olanaklar esit sanslt olmadig1 i¢in bu tanim ancak
belirli kisitlamalar altinda calismaktadir. Ornegin diizgiin olmayan bir zar ile 2 say1sinin
ortaya ¢ikma olasilig1 kagtir? Bu olayin olasiligini klasik tanima gore bulmak miimkiin
degildir; ¢iinki 1,2,...,6 sonuglarinin meydana gelme
olasilig1 esit degildir. Bir diger drnek ise: Istanbul’da dogan bir kisinin 70 yasina kadar
yasama olasiligt nedir? Bu problemde ise elemanter sonuglar uzayinin ne oldugu

anlagilmamaktadir.

Olasiligin klasik taniminda karsilagilan bu gibi zorluklarin iistesinden gelmek

olasilik kavramina istatistiksel yaklasim ile miimkiin olmustur. Istatistiksel yaklasimin
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klasik tamimdan farki, A rassal olayinin meydana geldigi denemelerin ayni kosullar
altinda keyfi sayida tekrarlanabilecegi varsayilmaktadir. Eger m sayidaki denemede k
sayida A olay1 meydana gelmisse k/m oranina A olayimnin nispi siklig1 denir. Bir deneyin
sonsuz defa tekrar edilmesi miimkiin degildir, ancak ¢ok defa tekrarlanmasi ile nispi
siklik icin duraganlik kavraminin gegerli oldugu goriilmiistiir: Yeteri kadar biiyiik m’ler
i¢in k/m orani denemelerin sayisindan bagimsizdir. Buradan hipotez: Rassal bir A olay1
m kez tekrar edildiginde m sayis1 sonsuza yaklastikca k/m oraninin yani nispi sikligin

yaklastig1 bir P(A) sayis1 vardir. Bu saylya A olaymin olasilig: denir.

Elbette, klasik tanimdan farkli olarak, bu sayiyr kesin olarak belirlemek
miimkiin degildir, ancak P(A)» E oldugunu soyleyebiliriz, ¢linkii denemeleri sonsuz
m

sayida gerceklestirmek miimkiin degildir.

Olasiligin hem klasik hem de istatistiksel tanimlarinda asagidaki iki 6nemli
teorem elde edilmistir:

1. P(A+ B)= P(A)+ P(B), A ve B bagdasmaz olaylar

2. P(AB)= P(A) .P(B), A ve B bagimsiz olaylar

Bu iki teorem ve 0£ P(A)£ 1 esitsizligi, tam anlamiyla daha olasiligin ne

oldugu bilinmeden, olasiliklar1 hesaplamak i¢in matematiksel temel olusturmustur.

A. Renyi 17-18. ylizy1l matematikgileri hakkinda s6yle demistir:

“Onlar olasihigin formal tammina ihtiva¢ duymadilar, esas olarak belirli
problemlerde olaylarin olasihigimi hesaplamak ile ilgilenirlerdi. Elbette bu durum, o
devrin matematik seviyesine gére normaldi; ¢iinkii ne de olsa sayi, fonksiyon limit gibi
kavramlar o donemde muaswr anlamda tamamlanmamists, dolayisiyla da buna ihtiyag

duymadilar.”

Matematik teorisi ciddi olarak aksiyomlar iizerine kurulmamissa,

paradokslara gebe kalacaktir. Olasilik teorisinde de elemanter olaylarin sayist sonsuz
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oldugu durumda paradokslarin olmasi kagimlmazdir. Ornegin; birgok olasilik kitabinda

J. Bertrant’in geometrik olasilikla ilgili paradokslar1 yer almaktadir.

20. yiizyilin 30’lu yillarina kadar matematigin diger alanlarinda olmasina

ragmen, olasilik teorisi i¢in aksiyomatik formalizasyon yapilmamuisti.

Geometrik  olasiligin  paradokslari, olasiligin istatistiksel taniminin
sezgiselligi, klasik tanimin mantiksal olarak eksikligi (olasilik kavraminin esit olasilik
kavrami ile tanimlanmasi) sebepleriyle 20. yiizyil baglarinda bazi diisiiniirler olasilik

teorisinin matematik bilimi olmadig1 sdylemini dile getirdiler.

D. Hilbert matematikgilerin uluslar arasi kongresinde (1900, Paris) soyle

seslenmistir:

“Matematigin onemli rol oynadigi, fizik biliminin alt dallart olan olasilik
teorisi ve mekanik’in geometridekine benzer sekilde aksiyomatik teorisi kurulmalidir.”
Bu sozlerden anlasildigr gibi D. Hilbert olasilik teorisinin fizik bilimine ait oldugunu
iddia etmistir ve bu teorinin aksiyomatik temellerinin kurulmasini 20. yilizyilin énemli
problemlerinden biri olarak saymistir. Bu problemi ¢6zmek i¢in 1917 yilinda
S. N. Berstein ve 1919 yilinda R. von Mises ugragmislardir, ancak olasilik teorisinin

aksiyomatiginin kurulmasi problemini 1933 yilinda A. N. Kolmogorov ¢ézmiistiir.

Kolmogorov, olasilik teorisinin aksiyomatiginin kurulmas: i¢in 6l¢ii
teorisinden istifade etmistir. Olcii teorisi ve olasilik teorisinin aksiyomlarimni

aciklayalim.

X kiimesi ve bu kiimenin alt kiimelerinden olusan F kiimesi verilsin. F
kiimesi © - cebiri olsun; yani
1. XeF, OeF,
2.Eger AeF ise X\AeF,
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3. ANeF=(/AeF ve [)A eF (iel=sayiabilir kiime) ve y:F —>R" o -
i i

toplamsal fonksiyonu verilsin, yani

VAL A Py € F ve AL)A] =D, i# ] isebudurumda u(( /A )= 1(A)

Olasilik teorisinde X elemanter olaylar kiimesi, F’nin elemanlar1 olaylar,

X —kesin olay, & - miimkiin olmayan olay, z(A), A olayinin olasiligidir. Goriindigii

gibi olasilik teorisinin aksiyomlar sistemi hi¢ te zor degildir.

Kolmogorov olasilik teorisini, kiimeler teorisinin ve 6l¢ii teorisinin temelleri
tizerinde kurmakla birlikte hem olasilik teorisinin mantiken tatmin edici gerekcesini
ortaya koymus oldu, hem de olasilik teorisini muasir matematige dahil ederek, olasilik
teorisi problemlerini ¢6zmek i¢in matematigin gelismis alanlarindan yararlanma

imkanini agti.
HAYAT FELSEFESI

Kolmogorov, toplumun manevi zenginligini her seyden iistiin tutan bir

toplum diizeni arzu ederdi. O’na gore ideal devlet anlayisi 6zgiirliige dayanmalidir.

Kolmogorov’un ilk bilimsel konusmasit 17 yasindayken, Moskova Devlet
Universitesi’nde tarih profesérii olan S. V. Bakhrushin’in seminerinde Rus tarihi ile
ilgiliydi. Sunum bittikten sonra Prof. Bakhrushin, Kolmogorov’un ¢aligmasi hakkinda
der ki:

“Calismanda tek bir ispata yer verdin, ancak sonuclari kesin olarak dogru
kabul edemezsin, ¢iinkii biz tarihgiler, bir sonucu kesin dogru kabul edebilmek icin en
az alti ispatimin olmasini tercih ederiz.”

Sonralari, Kolmogorov bu seminer hakkinda konugurken soyle der:

s

“Ve ben, sonucu tek bir ispat ile temellendiren bilimi segtim.’
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Kolmogorov kadar manevi agidan zengin bir hayat siiren insana rastlamak
gercekten zordur. Matematik haricinde; siir okumak, miizik dinlemek, seyahat etmek,
spor yapmak, ormanda gezmek, yiizmek... zevk aldig1 ugraslarrydi. O’na gore A. Frans
ve T. Mann, 20. yiizyilin en biiylik yazarlartydi. En sevdigi besteciler ise Mozart,

Shumann, Bach, Beethoven’di. Kolmogorov diyor ki:

“Ciddi matematik ugrasi ile klasik miizik arasinda derin bir iliski vardir;
lakin bu iliskileri agiklamak benim i¢in zordur. Dostum P. S. Aleksandrov matematikte

her yaratici diisiincesinin bir miizik eseri ile ilgili oldugunu séylerdi.”

Kolmogorov, caliskan dgrenciler ile birlikte calismak isterdi. Ogrencilerine
problem verirken, onlarin problemi ¢6zebilme kabiliyetinde olup olmadigi ile
ilgilenmezdi. Eger 6grenci gercekten caligkan ise Kolmogorov ile devam edip tinlii bir
matematik¢i olurdu, geriye kalanlar ise uzaklasirdi. Kolmogorov, iinlii matematikgi
Prof. V. A. Uspensky’ye 6grencilik yillarinda saka ile sdyle demisti:

“Eger senden bir sey ¢ikmazsa, bizim i¢in dzetgeler yazarsin!”

Bir defasinda Kolmogorov, giinlimiiziin en biiyilk matematik¢isi kimdir
sorusuna cevap olarak birisini sOylemenin zor olacagini, ¢iinkii uzlasmaya varmanin
kolay olmadigimmi sOylemistir. Ancak Sovyet matematik toplulugu sayacagimiz
matematikgilerin hepsini birincilik sirasinda gormektedir: A. N. Kolmogorov, 1. M.

Vinogradov, S. N. Bernstein, I. G. Petrovsky, L. S. Pontryagin, [.M. Gelfand.

Kolmogorov, yukarida adi gecen matematik¢ilerden yaratici tarzi ile
farkliydi. Gelfand: matematigin maraton oldugunu sdylemistir. Hem Gelfand hem de
ad1 gecen diger matematikgiler birer maratoncuydu. Kolmogorov da bir maratoncuydu,
ancak esasen daha ¢ok bir siirat kosucuydu. Bundan dolayr matematikte, doga
bilimlerinde, beseri bilimlerde kirktan fazla alanda temel c¢alismalar1 vardir. O
kesfedendi, yol gostericiydi; soyle ki teorinin islenmesi, gelistirilmesi ve uygulama
isleri bagkalari tarafindan yapilirdi. Kiyaslama bakimindan, D. Hilbert, sekiz alanda

caligmustir.

104



Dahi Matematik¢i Andrey N. Kolmogorov, A.Azimli-G.Kemalbay

Kolmogorov diisiincelerini yazi dilinde gayet iyi anlatabilirdi, ancak O’nun
konusma dilini anlamak gercekten zordu. Ogrencilerinden biri sdyle agiklamaktadir:

“Kolmogorov, muhatabi oldugu kisilerin yiiksek zekali oldugunu varsayardi.
O’na gore herkes birer Kolmogorov’'du, bu yiizden de lise ogrencilerine verdigi dersi
ancak iiniversitenin son sinif ogrencileri anlayabilirdi, doktora derslerinden ise
profesorler olduk¢a faydalamrdr. Profesorler i¢cin olan konugmasin ise kendisinden

baska hi¢ kimse anlamazdi!”

Kolmogorov, kendisini ifade eden su climlesiyle ne denli bir dahi oldugunu
gostermektedir:
“Tiim meslek hayatim boyunca, her seyi unutup, tiim enerjimi, diisiincemi bir

problem iizerine yogunlastirdigim vakit, en fazla bir hafta olmustur.”

Hayatinin sonlarma dogru, D. Hilbert’in problemini ¢6zmesini saglayan
teoremin en zor oldugunu ve bu teoremin ispati {izerinde iki hafta boyunca araliksiz

distindiigiini sdylemistir.

1930’lu yillardan itibaren, Sovyetler Birligi’nde gizli, muhtesem bir
imparatorluk yaratilmisti. Bu imparatorluklarda federasyonlar vardi. Oyle ki bunlarin
birinde atom silahlar1, digerlerinde balistik fiizeler, ses iistii ugaklar, atom denizaltt
gemileri, gizli haberlesme sistemleri hazirlanirdi. Sovyetler Birligi ¢oktiikten sonra sir
perdesi aralandi ve bu islere istirak eden bilim adamlarinin isimleri belirlendi: N. N.
Bogolyubov, I. M. Gelfand, A. O. Gelfond, M. V. Keldish, M. V. Lavrentyev, L. V.
Kantorovich, 1. G. Petrovsky, S. L. Sobolev, A. N. Tihonov. A. N. Kolmogorov gibi
hem doga bilimleri hem de miihendislik alaninda diinya liderlerinden biri olan bir bilim

adamin bu tiir gizli islere istirak etmemesi sir olarak kaldi.

Son olarak Kolmogorov ile yapilan bir sdylesiden bazi ayrintilari aktaralim:
- Sizce matematik, en onemli bilim midir?
- Hayw. Matematik insanlara gereklidir, biz matematikgilere ise zevk verir.
Bir sosyal bilimci olan dostum diyordu ki: “Matematik¢iler evcil

hayvanlara benzer, onlara bu agidan yanasmak gerekir. Teknigin gerekli
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oldugu her yerde matematik te gereklidir ve matematik¢ilerin génliinii
almak gerekir. Burakiniz yasasinlar ve ¢alissinlar.”

- Archimedes ve hatta Newton’un zamaninda bir bilim adami her bilim
alanimi  biliyordu. Giintimiizde ise bilim adamlart tek bir alan ile
ilgilenmektedirler. Bu bir gegici devir midir? Tekrar o eski anlama devrine
geri donebilecek miyiz?

- Herhangi bir felaket son vermedigi siirece, biitiin medeniyetler eninde
sonunda teknige olan ilginin kaybolmasi devri ile son bulacaktir.

- Teknige olan ilginin kaybolmast ne demektir? Yani bilim insanlarinin daha
¢ok insan ve toplum problemleri iizerinde ¢alisacaklarini  mi
kastediyorsunuz?

- Sadece insan ve toplum problemleri ile mesgul olmayacaklar, bunun

yanminda, hayattan ¢ocukca zevk alacagimiz bir devre geri doniis olabilir.
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OZET

Klasik mantigin tanimlayamadig belirsiz kavramlarin matematiksel olarak ifade
edilebilmesine olanak saglamak amaciyla, 1965°te Liitfi Zadeh bulanik (fuzzy) kiime
teorisini ileri strmiigtiir. Bulanik o0l¢iim kavrami 1974’te Sugeno tarafindan ortaya
atilmistir. Bulanik 6l¢iimler belirsizligi modellemek i¢in kullanilir, fakat bulanik 6l¢limii
bulanik kiimeyle gosterilen belirsizlikten farklidir. Bulanik 6lgtimlerde dyelik
fonksiyonlarindan ziyade giivenirlik, olanak ve olasiliklarin dereceleri 6nem tasir. Bu
derece, bir evrensel kiimedeki aitligi belirli olmayan bir elemanin, evrensel kiimenin bir alt
kiimesine olan aitliginin derecesidir. Bu g¢aligmanin temel amaci bulanik kiimeleri ve

olasilik kavramlar1 arasindaki farki verdikten sonra bulanik 6l¢iimler ile olasilik 6lglimiinii

tanitip aralarindaki iligkileri sistemli bir sekilde incelemektir.

Anahtar Sozciikler: Bulanik kiimler, Olasilik, Bulanik Olgiimler, Olasilik Olgiimii.


mailto:leduni@gmail.com
mailto:ncagman@gop.edu.tr

Bulaniklik ve Olasilik, Serkan Karatag-Naim Cagman

GIRIS

“Bu yiizyillda matematik ve bilimde goriilen gesitli paradigma degisiklikleri
arasinda belirsizlik belki de en dikkat ¢ekici olanidir. Belirsizligi istenilmeyen bir durum
olarak goren ve miimkiin biitiin durumlarda kaginilmasi gerektigine inanan geleneksel
anlayistan, belirsizlikle ugragan ve bilimde bundan kac¢inilmasinin miimkiin olmadigini
iddia eden alternatif bakig a¢isina dogru dereceli bir gegis ortaya konulmaktadir. Belirsizlik
problemleri i¢in matematikgiler, mantik¢ilar ve filozoflar uzun bir siiredir ugragmaktadirlar.
Son zamanlarda bu tiir problemler bilgisayar ve yapay zeka ile ilgilenen bilim adamlart i¢in
¢ok onemli olmustur. Klasik mantigin tanimlayamadigi belirsiz kavramlarin matematiksel
olarak ifade edilebilmesinin 6neminden dolay1 arastirmacilar her gegen giin yeni teoriler
sunmaktadir. Bilinen en 6nemli teorilerden bazilari; olasilik, istatistik, bulanik kiimeler

(fuzzy sets) [19], yaklasimli kiimeler (rough sets) [14] ve esnek kiimeler (soft sets) [13]”
[1].

“Klasik mantigin tanimlayamadigi bu tiir belirsizlikler ¢ogunlukla bilimsel
olmayan bir sey olarak kabul gérmesine ragmen, 19. yiizyilin baslarinda bu tiir belirsizlikler
tizerine bir ¢ok filozof kafa yormuslardir. Einstein bu durumu su sekilde ifade etmistir:
“Matematigin kavramlart kesin olduklar siirece gergegi yansitmazlar, gercegi yansittiklari
stirece de kesin degillerdir”. 1920’lerde Heisenberg ortaya ilk belirsizlik kavramini atarak
bilimi ¢ok degerlilige zorlamistir. 1930’larin baglarinda Lukasiewicz ilk lig-degerli mantik
sistemini ve ayni donemlerde kuantum filozofu Black’da siirekli degerlere sahip mantigt
tanimladi. Pek az batili filozof ¢ok degerliligi benimsemesine ragmen, Lukasiewicz, Godel
ve Black, ilk ¢cok degerli mantik ve kiimeler iizerine teorik olarak ¢aligmalarini siirdiirdiiler,
ancak kendilerine bir uygulama alam1 bulamadilar. Belirsizligin, modern anlamda
matematiksel olarak modellenmesinde 6nemli bir doniim noktasi, 1965°te Zadeh’in [19]
bulantk mantik (fuzzy logic) ve dolayisiyla bulanik kiime teorisini tanimlamasiyla

baglamuistir” [4].
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“Bu yeni mantik, belirsizligin 6l¢iilmesinde giiclii ve anlamli araglar sunmasinin
yani sira, dogal dildeki belirsiz ve bulamik kavramlari temsil etmemize ve onlari
matematiksel olarak ifade etmemize olanak saglamaktadir. Bulanik kiimesinde, her bir
elamana kiimedeki iiyelik derecesini temsil eden [0,1] araliginda bir reel say1 degeri atanir.
Bu deger elemanin bulanik kiimesi tarafindan ifade edilen kavrama uygunluk derecesini
ifade eder. Bundan dolay1 elemanlarin kiimeye ait olmas1 farklilagir. Matematiksel olarak,
bir U evrensel kiimesinde bir A bulanik kiimesi

A= {(xm, ()| xI U,m, (9T [0.1]}
seklinde tanimlanir. Gorildigi gibi, A bulamik kiimesi, sirali ¢iftlerden olusan iki

degiskenli bir bagint1 olarak tanimlanmaktadir. Burada m, fonksiyonuna tiyelik fonksiyonu
denir. m,, herhangi bir x elemaninin A bulanik kiimesine ait olma derecesini belirtir” [9].

Bulanik Kiime teorisi ve uygulamalar1 hakkinda temel bilgi icin  [5,10,11,20] kaynaklar1

okuyucuya onerilir.

Bulanik 6lgiim kavrami Sugeno [16] tarafindan ilk kez kapsamli olarak tanitildi.
Bulanik dlgiimler belirsizligi modellemek i¢in kullanilir, fakat bulanik 6lgiimii bulanik
kiimedeki belisizlikten farklidir. Bulanik olgiimlerinde iiyelik fonksiyonlarindan ziyade
giivenirlik, olanak ve olasiliklarin dereceleri dnem tasir. Bu derece, bir evrensel kiimedeki
aitligi belli olmayan bir elemanin, evrensel kiimenin (bulanik veya bulanik olmayan) bir alt
kiimesine olan aitliginin derecesidir. Bulanik 6l¢limiin bir ¢ok uygulama alani vardir.
Yaygin olarak meteorolojide, oyun teorisinde, etnolojide, orman miihendisliginde v.b.
kullanilmaktadir. Bulanik o&lglimleri ve uygulamalari hakkinda oOnemli c¢aligmalar

yapilmustir, [3, 6,8, 12, 17, 18] bunlardan bazilaridir.

Bu c¢alismanin temel amaci bulanik kiimeleri ve olasilik kavramlar1 arasindaki
farki verdikten sonra bulanik Sl¢limler ile olasilik 6l¢timiinii tanitip aralarindaki iliskileri
sistemli bir sekilde incelemektir. Bir olayin olup olmadigi rasgeledir, hangi dereceye kadar
olduguysa bulanikliktir. Bulanikligin aksine, olasilik, bilginin artmasiyla birlikte ortadan
kalkar. Her ne kadar tiyelik degerleri olasilikta oldugu gibi [0,1] araliginda deger aslada bir
bulanik kiimenin elemanlariin iiyelik dereceleri toplami, olasiliktaki gibi, 1 etmek zorunda

degildir. Olasilikta bir elemanin ihtimal degeri diger elemanlarda baglidir, olay kiimesine
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eklenen veya cikarilar bir eleman diger elamanlarin ihtimalini degistirir. Bulanik kiimelerde
elemanlarin iiyelik dereceleri diger elemanlarinkine dogrudan bagh degildir. Ornegin, bir
giizellik yarigmasinda, bir giizelin kazanma sanst ile giizellik derecesi farklidir. Bir giizelin
kazanma sans1 diger giizellere baglidir; ¢cok giizel varsa sansi azalir, az giizel varsa sansi
artar ve se¢im yapildiktan sonra ihtimal manasiz olur. Fakat, bir giizelin giizellik derecesi,

gruptan bazi giizeller ¢iksa veya gruba bazi giizeller girse ve hatta secim bitse degismez.

2.BULANIK OLCUMLER

Tanmm 2.1 B bir o -cebri olmak tizere
01. u(D)=0,

62. Her Ae Bicin ﬂ(A)ZO,

3. Herayrik (A,) _ < B dizisi igin ,u[OAJ:i,u(AJ

sartlarin1 saglayan ,uZB—>[0,+oo) fonksiyonuna 6l¢iim denir. Olgiim kavranu detayh

olarak [2,7] kitaplarindan elde edilebilir.

Tamm 2.2 o(X)={AJAc X} olmak iizere g:@(X)—[0,1] bir fonksiyon olsun.
Asagidaki sartlari saglayan bu g fonksiyonuna bulanik 6l¢iim denir.

gl. g(@)=0veg(X)=1

g2. VA Be p(X) igin Ac B ise g(A) < g(B)
artan (veya azalan) dizisi igin

g3. vnell igin A €@(X) olmak iizere, (A, ),

limg(A,) = g(limA)

e

Burada, (g3) aksiyomuna siireklilik aksiyomu denir ve yalnizca sonsuz elemanli

kiimelere uygulanabildigi agiktir. Bu nedenle sonlu bir kiimeyle ilgileniyorsak (g3)

aksiyomu dnemsenmez. Ayrica go( X) kuvvet kiimesi, X iizerinde bir o -cebridir.

VA Bep(X) igin
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mak{g(A),g(B)}<g(AUB) ve g(AnB)<min{g(A),g(B)}
elde edilir. (g3) aksiyomu ile (g(/—\))ne, dizisi bir g(A) sayisina yakinsamalidir. Bu
aksiyoma @ ’'nin siireklilik 6zelligi denir. (g1)-(g3) sartlar1 saglaniyorsa (X,go(X),g)

ticliisiine bulanik dl¢tim uzay1 ad1 verilir.

Tamm 2.3 ¢, fonksiyonu -1<A i¢in g@,(X)=1 ve siireklilik sartim saglasin.
ANB = kosulunu saglayan VA, B € (X)) i¢in
9,(AUB)=g,(A)+9,(B)+19,(A)-g,(B)
esitligini saglayan , fonksiyonuna A-bulanik &l¢iimii denir.
Bu esitlik her i= j , ANA =@ kosulunu saglayan {A| iel }g @(X) ailesi

icin genellestirilirse

0

DTRTS =0

i=1

(1+gl(A))—l}, A#0

elde edilir. Tanim 2.3 de verilen esitlikte A = X \ A olmak {izere, B = A® olarak alinirsa

oy 1-9,(A)
) 0 )

bulunur. Bu esitlige A-timleyen formiilii denir. Eger AnB =< ise

9,(A)+9,(B)-9,(AnB)+2g,(A)-9,(B)
9:(AVB)= 1+ g, (ANB)

Tanmim 2.4 Giivenirlik 6l¢iimii sonlu bir X kiimesinin kuvvet kiimesi iizerinde tanimli bir

fonksiyondur ve Bel ile gosterilir. Bel : 2(X) —[0,1] olmak iizere Bel fonksiyonu

Bel(Aquu...uAh)zZBel(A)—ZBel(A NA)+...

i<j
+(-1)"" Bel (ANA N..0A)
toplamsal aksiyomunu saglar.

n=2 igin Bel(A UA,)>Bel(A)+Bel(A)—Bel(ANA,)
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n=3icin Bel(A UA, UA)>Bel(A)+Bel(A,)+Bel(A)-Bel(ANA,)-Bel(ANA,)
—Bel(A,nA)+Bel(ANANA)

elde edilir.

Tamm 2.5 Giivenirlik 6lgiimi m:@(X)—[0,1] tammh, >  m(A)=1lvem(Q)=0

Acp(X)
kosullarin1 saglayan m fonksiyonuyla ifade edilir. Bu fonksiyona temel olasilik atamasi
denir.
Olasilik teorisinde kullanilan olasilik dagilim fonksiyonu ve temel olasilik atamasi
arasindaki isim benzerliginden olusacak karigikligi onlemek icin temel olasilik atamasi

yerine genelde “temel atama” ismi kullanilir. Temel atama asagidaki 6zelliklere sahiptir
ml. m(X)=1 gerektirmesi yoktur.
m2. Ac B kosulunu saglayan A Be@(X) kimeleri i¢in m(A) < m(B)
gerektirmesi yoktur.
ma3. m(A) ve m(AC) arasinda bir bagmti yoktur. Bu gdzlemlerden temel

atamalarin bulanik dl¢iimleri olmadig1 sonucu ¢ikar.

Bununla birlikte, verilen bir giivenirlik 6l¢timii, uygun bir m atamasiyla

Bel(A)= > m(B)

BcA

seklinde belirlenir. Bu esitlik Bel (A) ile m(A) arasindaki bagntiy1 verir.

Teorem 2.1 Sonlu bir X evrensel kiimesinin 50(X) kuvvet kiimesi tizerinde tanimlanmis

A-bulanik 6l¢timii, A >0 i¢in bir glivenirlik 6lgiimiidiir.

ispat: Bu teoremin ispatin1 Tanim 2.3 iizerinden yapalim.

X ={X,%,,...X,}  sonlu bir kiime, g, bir A-bulanik &l¢iimi ve A>0 olsun.

VAe p(X) igin A={X,%,,.. %}  (k<n) almrsa,

W =3 T ()1

i=1

olarak bulunur. Bulunan ifade acik olarak yazilirsa
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9,(A)= X 2" [T e, ({x})

BcA X €B

elde edilir. m(B)= i‘BHH 9,({x}) olarak almrsa g, bir giivenirlik 8lgiimii olur. Agik

X;€B

bir sekilde m(®)=0 ve Z m(B):l oldugundan m bir temel atamadir. Bununla

Begp(X)
birlikte A >0 igin giivenirlik olglimleri A -bulanik 6l¢iimlerinden daha genel olur.

Dolayisiyla giivenirlik 6l¢timii her zaman bir A -bulanik 6l¢timii degildir.

Tamm 2.6 Bel giivenirlik 6l¢iimiiyle iligkili olan Pl makul 6l¢iimii, X sonlu bir evrensel
kiime olmak iizere VA€ @(X) i¢in PI(A)=1-Bel (AC ) esitligi ile tanimlanir. Bu esitlik
diizenlendiginde Bel (A) =1-PI (AC) olarak bulunur. Giivenirlik ve makul dl¢limleri, biri

digerinin eslenigi (duali) olan bulanik dlgiimleridir.

Bel ve Pl Olgiimleri arasindaki  bagintt ve  Tamm 2.4 kullamldiginda
A&’AZ ESO(X) igin,
PI(ANA)<PI(A)+PI(A)-PI(AUA)

elde edilir. Bu esitsizlik nel] olmak ilizere {Ai, A, ﬁ} < o(X) igin genellestirilirse

Pl(AimAzm...ma)sZPl(A)—ZPl(A VA

+(-1)" PI(A UA, U..UA)

olarak bulunur.

Giivenirlik 6l¢iimlerinde oldugu gibi, her Pl makul 6l¢iimii uygun bir m temel

atamastyla belirlidir. VA e gp(X) i¢in

seklinde tanimlanir.
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Giivenirlik ve makul 6l¢iimlerinin tanimlari dikkate alindiginda VA € p(X) i¢in

PI(A) = Bel(A) oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 2.2 Sonlu bir X evrensel kiimesinin @( X ) kuvvet kiimesi iizerinde tanimlanms

A -bulanik 6l¢iimii, —1< A <0 i¢in bir makul 6l¢iimiidiir.

Ispat: -1< 1 <0 igin g, bir 2 -bulanik dl¢iimii olsun. VAe o(X) igin
f(A)=1-g,(A%)
seklinde tanimlansin.
f(AUB)=1-g,((AUB)°)
esitligini dikkate alalim. A® ve B¢ kiimeleri

gi(A)+gA(B)—gi(AﬁB)+ﬂ,gl(A)~gA(B)
9. (AVB)= 1+ g, (AnB)

esitliginde A ve B kiimeleri yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

0,(A°)+9,(B%)-0,((AnB))+2g,(A°) g, (B°)
1+29,((AnB)")

9, ((AUB)C):

olur. Bu son esitlikteki gl(AC),gA(BC) ve gl((AmB)C) terimlerine A — tiimleyen

formiiliinii uyguladigimizda, f fonksiyonu g, fonksiyonuna esit olur. Burada

17:(0,1) > (0,40), n(4)= % seklinde tamiml1 siirekli bir fonksiyondur. Dolayisiyla f
+

fonksiyonu bir giivenirlik 6l¢iimii olur. Tanim 2.3’den g, A—bulanik 6l¢iimi —1<A <0

i¢in bir makul 6l¢imiidiir.
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3.0LASILIK OLCUMU

Tammm 3.1 Asagidaki 6zellikleri saglayan p:go(X)—)[O,l] tammli p fonksiyonuna

olasilik 6l¢iimii denir.

pl. VAe @(X) i¢in p(A)e[0,1] ve p(X)=1

p2. Vil iginA € p(X) Ve Vi j iginA NA =@ ise p(OAjjzip(Aj)

n=1 n=1

Teorem 3.1 p bir olasilik 6l¢limii olmak lizere VA,B e p(X) icin

p(AUB)=p(A)+p(B)-p(AnB)

olur.

Ispat: ispati Tanim 3.1 iizerinden yapalm. VA,B e o(X) igin
AUB=(A\B)U(ANB)U(B\A)
seklinde yazilir. Bu ii¢ kiime ikiser ikiser ayrik kiimelerdir. Olasilik &lgiimiiniin tanimryla
p(AUB)=p(A\B)+p(AnB)+p(B\A)
bulunur.
A=(A\B)U(AnB) ve B=(B\A)U(ANB)

olacagindan

p(A\B)=p(A)-p(AnB) ve p(B\A)=p(B)-p(AnB)
olarak bulunur. Bu esitlikler p(Au B) ifadesinde yerlerine yazilirsa

p(AUB)=p(A)-p(AnB)+p(B)-p(AnB)+p(AnB)

=p(A)+p(B)-p(ANB)

elde edilir.

Teorem 3.2 p bir olasihik lgiimii olmak iizere her Aep(X) igin p(AC)zl— p(A)

esitligi saglanir.
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Ispat: VAe go( X) icin AN A® =@ oldugundan olasilik 6lgiimiiniin tanimi ve Teorem 3.1

kullanilirsa
p(AVAT) = p(A)+ p(A7)
elde edilir. AUA® =X ve p(X)=1 oldugundan
P(X)=P(A)+p(A")= p(A°)=1-p(A)

olarak bulunur.

Teorem 3.3 p bir olasihk 8lgiimii olmak iizere (A)) < (X) artan bir dizi ve

A:CJA1 ise lim p(A )= p(A) olur.

Ispat: A/ =0 ve ie{123..,n} i¢in B =A\A, olsun. Buradan B,,B,,..,B,

kiimeleri ikiser ikiser ayrik kiimelerdir. Ayrica A, = U B, ve A= U B, olur. Buradan

i=1 n=1

lim p(Ah)ﬂij;p{

olarak bulunur.

n
i=1

Teorem 3.4 p bir olasilik &lgiimii olmak iizere (A,),_ < (X ) azalan bir ve A=(")A

n=1

ise limp(A,)=p(A) dur.

n—oo

Ispat: Vnell i¢in B, = A’ olsun. Buradan (B,) < (X )artan bir dizi olacagindan,

Teorem 5.6.3 ve De Morgan kuralinin uygulanmasiyla

o O =[] =

n=1 n=1

©
n=:

elde edilir. Dolayistyla
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p(A)=1- p(AC)
—1—Amp<8n>
=1-lim p(A7)
=1-lim(1-p(A,))
=limp(A,)

n—w

olarak bulunur.

1. BULANIK VE OLASILIK OLCUMLERI ARASINDAKI ILISKILER

Olasilik 6l¢iimii ile bulanik Ol¢limleri arasindaki en belirgin fark; olasilik
Olciimiiniin toplamsal olmasidir. Simdi olasilik 6l¢iimiiniin bir bulanik 6l¢iimii oldugunu

ispatlayalim.

Teorem 4.1 p olasilik 6lgiimii bir bulanik 6l¢iimdiir.

ispat: p olasilik 6l¢iimiiniin bulanik 6l¢iimii olma sartlarm sagladigini gosterelim.
g1. Olasilik 6l¢timiiniin tanimindan p ( X ) =lve p (@) =0 dur.
92. A Begp( P kimelei AcB kosulunu saglasm. AN(B\A)={
olacagindan
p(B)=p(A)+p(B\A)
bulunur. Buradan da p(A)< p(B) elde edilir.

g3. Teorem 3.3 veya Teorem 3.4 sartlarini saglayan (Ah )ne‘ c p(X) dizisi igin
limp(A,)= p(limAq)
olur. Dolayisiyla siireklilik sartt da saglanir. O halde, olasilik Olglimii bir bulanik
Olciimiidiir.

Dikkat edilirse giivenirlik Olciimleri ile ilgili olarak verilen aksiyomu, daha

kuvvetli bir
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Bel(AUB)=Bel (A)+Bel(B), AnB=2

aksiyomuyla yer degistirirse, giivenirlik 6l¢climiiniin daha 6zel bir ¢esidi olan, sonlu bir

evrensel kiime i¢in tanimlanmig olasilik 6lgiimlerini elde etmis oluruz.

Teorem 4.2 Bel giivenirlik 6l¢iimii olasilik 6l¢timiidiir ancak ve ancak m temel atamasi
m({x})=Bel({x}) ve tek nokta kiimesi olmayan her Aegp(X) i¢in m(A)=0 ile

belirlenmistir.

Ispat: Bel giivenirlik 6l¢iimiiniin bir olasilik 6l¢iimii oldugunu kabul edelim.

mnin tanimyla m(&) =0 oldugundan teorem bos kiime igin saglamr. A= olsun. O

halde A={x,,X,,..., X} olarak kabul edebiliriz.

Bel (A) = Bel ({x,,X,,... n})
:Bel( )+Bel( )

=Bel ({x})+Bel ({x,})+...+ Bel ({x,})
:iZ;:BeI({xi})

olarak bulunur. Buradan da Bel ({x})=m({x}) elde edilir. O halde Bel(A)=>"m({x})

i1
esitligi gerceklenir. Dolayisiyla Bel giivenirlik 6lgiimii bir temel atamanin terimlerinde
tanimlanmis olur ki; yalnizca tek elemanli kiimeler iizerinde odaklanir.

Tersine, m temel atamasinin verildigini varsayalim. Oyle ki

2 m({x})=1

xeX

Buradan ANB = kosulunu saglayan her A, B e p(X) igin

Bel (A)+Bel(B)=>"m({x})+ > m({x})

=X§Bm({x})
= Bel (AUB)

elde edilir. Boylece Bel fonksiyonu bir olasilik 6l¢iimii olur.
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Tanmm 4.1  7:X —[0,1] olmak iizere 7(X)= m({x}) seklinde tammlanmis 7

fonksiyonuna olasilik dagilim fonksiyonu denir.

Temel atama yalnizca tek nokta kiimeleri {izerinde odaklandiginda, giivenirlik ve

makul 6l¢iimleri i¢in yazilan ifadelerin sag taraflari esit olur. Yani her Ae 50( X ) icin

Bel (A) =PI (A) = 3 m({x))

xeA

elde edilir. Olasilik dagilim fonksiyonunun kullanilmasiyla

Bel(A)=PI(A)=> 7z (x)

XeA

seklinde yazilnus olur. Béylece VA e p(X) igin

P(A)=27(x)

XeA

olarak bulunur.
Teorem 4.3 A =0 igin A -bulanik 6l¢iimii bir olasilik 6l¢limiidiir.

Ispat: g, bir A-bulanik 8lgiimii olsun. Bu &lgiimiin olasilik dlgiimii olma sartlarim
sagladigini gosterelim.

pl. A -bulanik 6l¢iimii tanimindan g, (X ) =1"dir.
p2.9, A-bulamk 6l¢liimii oldugundan, ANB=J kosulunu saglayan
VA B e p(X) igin 2 =0 aliirsa
9;(AvB)=g,(A)+9,(B)
elde edilir.
Bu esitlik her i# j i¢cin A NA =@ kosulunu saglayan {A |iel }c ©(X)

kiime ailesi goz oniine alinip genellestirilirse
gﬂ(UAj:Zgi(A)
i1 i1

olarak bulunur. Dolayistyla g, A -bulanik dl¢iimii bir olasilik 6l¢timii olur.
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2. SONUC

Sonug olarak, sonlu kiimeler ilizerinde tanimlanmig giivenirlik 6l¢iimii, makul
Olciimii, A —bulanik 6l¢iimii ve olasilik 6l¢iimii arasindaki iligkileri agagidaki sekilde

gosterebiliriz.

Makul Olgiimii
T |
| 19, 19:) 19,
I A>0 A=0 -1<A1<0
N Olastlik Olgtimti_ _ | __ _ i
Giivenirlik Olgiimii
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OZET

Gliniimiizde gozlenmis degiskenlerden hareketle, bu degiskenleri iireten
dinamik sistemin yeniden kurulmasi énemli bir arastirma alani olusturmaktadir. Bu
calisjmada Giineydogu Anadolu Projesi (GAP) kapsamindaki illerimizden
Sanliurfa’da 6l¢iilmiis olan aylik ortalama toplam yagis miktari, aylik ortalama
atmosfer basinci ve aylik ortalama omega degerleri kullanilarak bu degiskenleri
iireten dinamik sistem Yoriinge Yontemi yaklagimi ile yeniden kurulmustur. Bu
dinamik sistem birinci mertebeden adi tiirevli bir diferansiyel denklem sistemi
formunda olup ger¢ek verilerden elde edilen ¢ekici ile benzer bir g¢ekiciyi

uretmektedir.

Anahtar Kelimeler: Dinamik Sistemin Yeniden Kurulmasi, Yoériinge Yontemi,
GAP
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1. GIRIS

Temel hedefi, Giineydogu Anadolu Bolgesi halkinin gelir diizeyi ve hayat
standardin1 yiikselterek, bu bolge ile diger bolgeler arasindaki gelismislik farkini
ortadan kaldirmak, kirsal alandaki verimliligi ve istihdam imkanlarini artirarak,
sosyal istikrar, ekonomik biiylime gibi ulusal kalkinma hedeflerine katkida bulunmak
olan GAP, ¢ok sektorlii, entegre ve siirdiiriilebilir bir kalkinma anlayisi ile ele alinan
bolgesel bir kalkinma projesidir. Proje alani Firat ve Dicle havzalari ile yukari
Mezopotamya ovalarinda yer alan 9 ili kapsamaktadir. Bunlar Adiyaman, Batman,

Diyarbakir, Gaziantep, Kilis, Mardin, Siirt, Sanliurfa ve Sirnak illeridir [1].

1970’lerde Firat ve Dicle nehirleri tizerindeki sulama ve hidroelektrik
amagcli projeler olarak planlanan GAP, 1980’lerde ¢ok sektorlii, sosyo-ekonomik bir
bolgesel kalkinma programina doniistirilmiistiir. Kalkinma programi, sulama,
hidroelektrik, enerji, tarim, kirsal ve kentsel altyapi, ormancilik, egitim ve saglik gibi
sektorleri kapsamaktadir. Su Kaynaklar1 Programi 22 baraj, 19 hidroelektrik santrali
ve 1.7 milyon hektar alanda sulama sistemleri yapimini 6ngérmektedir. Enerji
santrallerinin toplam kurulu giici 7476 MW olup yilda 27 milyar kilowatsaat enerji

iiretimi ongodriillmektedir [1].

Yukarida ana hatlart ile vurgulanan 6nemi nedeniyle bolgenin yagis-akis
rejiminin ¢ok dikkatli ve ayrintili incelenmesi gerekmektedir. Genelde tim
Tirkiye’de ve Ozelde GAP kapsamindaki bolgelerde kiiresel 1sinma nedeniyle
yasanacak olan olas1 bir iklim degisikliginin kuraklik vb gibi olumsuz etkileri iyi

takip edilmelidir. Uzerinde yasadigimiz gezegende insan gereksinimleri kadar

126



Yériinge Metodu ile Dinamik Sistemin Elde Edilmesi, K.Kocak-H.Tath

cesitlilik gosteren ¢ok az sey vardir. Biitiin bu gereksinimlerin karsilanabilmesinin
yolu {iretimden ge¢mektedir. Ancak her iiretim faaliyeti az veya ¢ok dogada bir
degisim meydana getirir. Bu dogaldir ve bundan kagis miimkiin degildir. insanoglu
iiretimden vazgecemeyecegine gore, yapilmasi gereken her tiirden {iretimin doga
dostu teknolojiler ile gergeklestirilmesidir. Diinya atmosferinin yukarida s6zii edilen

iiretim faaliyetlerinden dogrudan etkilenmesi kaginilmazdir.

Uretim faaliyetleri kuskusuz sanaayi devriminden &nce de vardi ve bir takim
kirletici emisyonlar atmosfere birakiliyordu. Ancak atmosfer, belli bir sinirin altinda
olan bu Kkirleticileri tolere edebiliyordu. Atmosfere lokal Ol¢ekte yapilan
miidahaleler etkilerini zamanla kiiresel 6lcekte de gostermeye baslamustir.  Ozellikle
sanaayi devrimini izleyen yillarda sera gazlarinin atmosferdeki birikimi hizla
artmugtir. Bilindigi gibi sera gazlarimin birikimindeki artig atmosferi 1sitma egilimi

gostermektedir.

Gesmis iklim kosullar1 incelendiginde iklim degisiminin dogal nedenle bagh
olarak meydana geldigi goriliir. Bunlar volkanik aktiviteler, giines enerjisi
miktarindaki degisimler, diinya ekseninin egiminde ve yoriingesinin geometrisinde
meydana gelen degisimlerdir. Dolayisi ile giiniimiiz iklimi hem insan hem de dogal
kaynakli zorlamalarin etkisi altinda sekillenmektedir. iklim Degisikligi Cerceve
Soézlesmesi’nin 1995 yilinda tamamlanan ikinci raporunda, sanaayi devriminden beri,
iklimdeki dogal degisebilirlige ek olarak, ilk kez insan etkilerinin de dnemli rol
oynadig1 gercegi kabul edilmistir. Bu raporda iklim degisimi “karsilastirilabilir bir
zaman peryodunda gozlenen dogal iklim degisikligine ek olarak, dogrudan ya da
dolayli olarak kiiresel atmosferin bilesimini bozan insan etkinlikleri sonucunda

iklimde olusan bir degisiklik” seklinde tanimlanmistir [2].

Olas1 bir iklim degisiminin su kaynaklar1 iizerindeki etkileri ayrintili olarak

incelenmesi gereken bir konudur. Yar1 kurak bir iklim kusaginda yer alan tilkemizin,
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kurakligin siddetini yakin bir gelecekte bugiinkiinden ¢ok daha fazla hissedecegi
tahmin edilmektedir. Bu nedenle, kiiresel iklim degisiminin etkilerinin su
kaynaklarmin planlanmasi ve isletilmesi acisindan ele alinmasi hayati bir 6nem
tasimaktadir.  Iklim degisiminin olas1 etkileri dikkate almarak su yapilarmin

projelendirilmesi tilkemiz ekonomisi agisindan gerekmektedir [3].

Ulkemizi ilgilendiren dzellikle gelecek 100 yil igerisinde ve ondan sonra
ilkemiz ikliminin nasil degisecegi ve bundan nasil etkilenecegimizdir. Sicaklikta
1°C’lik bir artisin su kaynaklarimiza, tarimsal ekolojik zonlara yapacag etkiler, tarim
sekli genellikle yagisa bagimli olan iilkemizde yagisin miktarinda yersel ve zamansal
degisimlerin iiretimin kalite ve miktarma yapacagi etkiler, sulama ve hidroelektrik
eneji liretmek amaciyla yapilmis ve yapilmakta olan su yapilarinin bu degisimden

nasil etkileneceginin bilinmesi ve bunlara ¢dziimlerin iiretilmesi gerekmektedir [4].

Iklim degisiminin olas1 etkilerinin ortaya konabilmesi icin yapilmasi
gereken sey, biiyiik 6lgekli iklim degisimi ile ilgili tahminlerin daha kiiclik dlgege
indirilmesini saglamak ve iilkemiz i¢in Ongoriilerde bulunmaktir. Bu ongoriiler
dikkate alinarak, iilkemiz su kaynaklarinin bundan olasi etkilenme derecelerinin

arastirtlmasi gerekmektedir[3].

Bu c¢aligmada Yoriinge metodu kullanilarak Sanlurfa meteoroloji
istasyonunda gozlenmis olan aylik ortalama toplam yagis miktari, aylik ortalama
atmosfer basmci ve aylik ortalama omega degerleri kullanilarak bu degiskenleri
ireten dinamik sistem tahmin edilmistir. Bu sekilde elde edilen dinamik sistemin

cekicisi ile gercek verilerin ¢ekicisi birbirinin benzeridir.

Makalenin izleyen kisimlarinda 2. alt baslik altinda Yoriinge metodu
ayrintilt olarak tanitilacaktir. 3. alt baslik altinda ¢alismada kullanilan verilere ve

uygulamaya, 4. ve son baslik altinda ise sonuglara yer verilecektir.
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2. YORUNGE METODU

Sistem tamimlama konusu fizikte ve pek ¢ok miihendislik alaninda 6nemli
bir aragtirma alani olusturmaktadir. Bu alanda veriler yalnizca bir siirecin kalitatif
olarak tanimlanmasinda degil ayn1 zamanda mevcut veriyi yeniden iireten sistemin
matematiksel yapis1 hakkinda bilgiler ¢ikarma amacina yonelik olarak da kullanilir.
Eger ilgilenilen siirecin matematik modeli biliniyorsa bu durumda problem, bu
modelin parametrelerinin tahmini halini alir. Eger model bilinmiyorsa, bu durumda
uygun bir matematiksel modelin secilmesi gerekir. Bu son durumda problem daha

karmasik ve daha zordur.

Eger ilgilenilen siire¢, genelde oldugu gibi ihmal edilemeyecek Ol¢iide
nonlineerlikler i¢eriyorsa problemin ¢dziimii daha da giiglesir. Lineer modellemenin

tersine, nonlineer modelleme halen gelisme asamasinda olan bir arastirma alamdir.

Bu calismada, dogrudan gozemlerden elde edilen matematiksel modelin
yeniden kurulmasi {izerinde durulmaktadir. Bdyle bir model kullanilarak siireg
hakkinda 6nemli bilgiler ortaya konabilir. Bu bilgiler su sekilde siralanabilir: a)
Model, temel degiskenler arasindaki etkilesimlerin dogasi ve nonlineerliklerin
derecesi ve bigimi hakkinda onemli bilgiler verir, b) Model, sistemin kararlilik
Ozelliklerinin incelenmesinde kullanilabilir, c) Model, parametrelerdeki bir degisim
ya da dis zorlama durumunda, sistemin buna nasil bir tepkide bulunacagini ortaya
koyabilir, d) Model, zaman serisinin 6ngoriisiinde kullanilabilir, ) Diisiik boyutlu

modellerin uygun bir kuplaji ile daha karmasik sistemler incelenebilir [4].

Verilerden hareketle diferansiyel denklemin yeniden kurulmas: konusunda
Crutchfield and McNamara [5] Onemli c¢aligmalar yapmistir. Bu arastirmacilar
konuyla ilgili iki yaklagim Onermislerdir. Bunlardan birincisi sistemin kisa-vade

davranisin1 dikkate alan lokal dinamigin tanimlanmasi yaklasimi, ikincisi ise
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sistemin uzun-vade davranigindan hareketle biitiin bir g¢ekicinin dinamiginin elde
edilmesi seklindedir. Bu caligmalarla hemen hemen aymi zamanlarda Cremers ve
Hiibler [6], ¢ekicinin biitiin noktalarinda sistemin kisa-vade davraniginin analizini
esas alan akig yontemini onermistir. Bu yontem daha sonra Breeden ve Hiibler [6]
tarafindan biitiin sistem degigkenlerinin gézlenemedigi bir durumu da igerecek
sekilde gelistirilmistir. Sonugta Eisenhammer vd [7] sistemin davraniginin kisa ve
uzun-vade davranisini Yorliinge yontemi adi altinda birlestirmisti. Bu ydntem
izleyen satirlarda ayrintili olarak agiklanmigtir. Birinci mertebeden adi tiirevli bir
diferansiyel denklem seklinde tanimlanmis bir dinamik sistem

@ x=fxt)

esitligi ile verilebilir. Burada X degisken vektoriinii, t ise zamani gostermektedir.
Hareket denklemlerinin yeniden kurulmasi problemi, orijinal fonksiyon f ‘ye en
yakin fonksiyonun elde edilmesini igerir. Orijinal denklemin matematiksel formu
bilinmedigi durumlarda, modelin olas1 matematiksel formu i¢in uygun bir fonksiyon
uzay1 belirlenir ve mevcut zaman serisine en iyi uyan model bu uzay igerisinden
secilir. Kabul edilen model, ilgilenilen sistemin karmasikligini iyi bir sekilde temsil

edebilmek icin uygun sayida degiskene sahip olmalidir.

Dinamik sistemler teorisine gore, bir sistemin zamansal evrimi faz
uzayindaki yoriingeleri ile temsil edilebilir. Faz uzayinin koordinatlari, sistemin
evrimini tam olarak gosterebilmek igin gerekli olan durum degiskenlerinden
meydana gelir. Bu uzaydaki her bir yoriinge, sistemin farkli baslangi¢ kosullarina
karg1 gelen evrimini temsil eder. Faz portreleri, gecici bir durumdan sonra biitiin
yoriingeleri kendi iizerine ¢eken ve c¢ekici (atraktdr) olarak adlandirilan 6zgiin
paternlere sahiptir [8]

Diizenli 4t zaman araliklarinda 6rneklenmis tek bir durum degiskenine ait
zaman serisinden hareketle faz uzaymin yeniden kurulmasi (reconstruction)
miimkiindiir. Bunun ic¢in dnce ¢ekici ile ilgili bilgilerin ve topolojik 6zelliklerin
(6rnegin boyutun) zaman serisinden tahmin edilmesi gerekir. Bir dinamik sistemin

boyutu sistemin dinamigini tanimlamak ic¢in gereken durum degiskeni sayisidir.
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Packard vd [9], gozlenmis tiirbiilansli yada kaotik akistan bir takim ol¢iileri elde
etmek i¢in ¢ekicinin, faz uzayindaki yapisinin yeniden kurulmasini 6nermislerdir. Bu
ise dinamik siirecin, artik daha fazla bilgi tasimayana kadar bagimsiz bir koordinatin
eklenmesiyle, ardigitk olarak daha yiiksek boyutlu yeni bir faz uzayma
transformasyonu (embedding) ile miimkiindiir. Bu uzay embedding uzay1 olarak
adlandirihir. Embedding uzayindaki yoriingeyi tireten f fonksiyonu gergek fonksiyona
esdeger olacaktir. Yoriinge metodu (2) esitliginde verildigi gibi lineer olmayan bir

diferansiyel modeli dikkate alir [4].

K
@) Xi :§Ci,k5,k(x1’xz""’xD)

Bu esitlikte i=1,2,...,D seklindedir, D modeldeki denklem sayisidir. K yaklagim
fonksiyonu Fix ‘larin sayisini, Cix’lar ise optimize edilecek olan katsayilart
gostermektedir.  Sekil 1, Yoriinge yontemini sematik olarak gostermektedir. (2)
esitligi ile verilen model denklemi orijinal yoriinge iizerinde segilen baslangig
kosullarina (j=1,2,...,jmax) uygulanir. X (t) (n=1,2,..,N) gercek verileri, Xn’ ler ise
farkli At zaman aralifi i¢in modelin (tj +4t) anlarinda ardisik olarak {irettigi
ciktilardir.  Yukarida bahsedilen prosediiriin farklt tj degerlerine karsi gelen X,
baslangi¢ kosullarina uygulanmasi gerekmektedir. Bu durumda Q kalite fonksiyonu

su sekilde verilebilir [4]:

MODEL x(trdy ) MODEL
TORUNGE X (t+A ) _ -~ YORUNGE

«
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/’ =" —

-
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- T,

/ Y

s

/ X, a)  orizivaL YORUNGE
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— Durumlar

131



Yériinge Metodu ile Dinamik Sistemin Elde Edilmesi, K.Kocak-H.Tath

Bu esitlikte ||. || Euclid normunu, X ve Xn sirasiyla gergek ve modelin
rettigi durumlari, d ise iki baglangic kosulu arasindaki zaman farkini
gostermektedir. (3) esitligindeki At’nin se¢imi asagida verilen esitlikle yapilabilir
[10]

@) At =h(2'")

Yukaridaki esitlikte h gergek verilerin drnekleme araligini, | ise gercek ve
model yoriinge iizerinde baslangi¢ kosulundan itibaren karsilikli olarak ka¢ noktanin
karsilagtirilacagimi gostermektedir. (2) esitliginde verilen Cjk katsayilarinin optimum
degerleri, (3) esitligi ile verilen kalite fonksiyonunun en kiigiik kareler yontemi ile
minimize edilmesiyle elde edilir. Kalite fonksiyonunun minimum oldugu iterasyonda
elde edilen katsayilar, modelin katsayilar1 olarak secilirler. (3) esitligi ile verilen
kalite fonksiyonu, modelin bilesenleri ve modelin vermis oldugu tahminler dikkate

almarak su sekilde yazilabilir [4].

2

Jmax 'max [ D

6 Q=2 D DN [Rn(2)dr |+ Xy () =X, (t+AL)

= =t | =t {j

ti+At

(2) esitligi ile verilen model dikkate alinarak (5) esitligindeki integral asagida
verildigi gibi yazilabilir.
ti+At]
©) [y (2T =x,, (t; +AL) =X, (t)
e
]

tj+At tj+At

=Ciy y Fi,1(T)dT +C:;2J;

tj+At

F,Yz(r)dr+...+c,yK ) F«(z)dz

Bu esitlik, Xmi(t) bileseninin [tj ,tj +A4t] araligindaki degisimini temsil
etmektedir. (6) esitliginin sag tarafinda verilen tiim integraller analitik olarak

¢oziilemezler, bu nedenle niimerik olarak ¢oziilmek zorundadirlar. (5) esitliginin
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bilinmeyen cix katsayilarina gore kismi tiirevi alinip sifira esitlenerek her bir bilesen

icin (i=1,2,...,D) lineer bir denklem sistemi elde edilir.

oQ c (i (i
0 2| oAl B =0 zk=12..K
ik

z=1

Yukaridaki esitlikte verilen A matrisi ve B vektorii agagida verildigi gibidir.

. jmax/max tj+At ti+a
®  AL=>2| [Fuedz| [F,(c)de
=1 1= tj tj
Jmax Imax tj +At] tj+Atl
@ B = [Fi(ziaz| [F.(z)dz
J=t 1= 1 tj

(8) esitligi ile verilen A matrisi tersinir bir matristir. (7) ile verilen lineer denklem
sisteminin ¢6ziimii sonucu yeni Cik katsayilart elde edilir. Bu katsayilar optimum

degerlerine ulasana kadar iterasyonlara devam edilir.

3. YORUNGE YONTEMININ GERCEK VERILERE
UYGULANMASI

Yukarida anlatilan Yoriinge yontemi, ikisi Sanlurfa meteoroloji
istasyonunda Ol¢lilmiis olan, digeri ise re-analysis verisinden olusan {i¢ durum
degiskenine uygulanmistir. Bu degiskenler daha o6ncede bahsedildigi gibi aylik
ortalama toplam yagis miktari, aylik ortalama atmosfer basinci ve aylik ortalama
omega degerleridir. Omega degerleri icin kullanilan veri yeniden incelemeye
tutulmus (reanalysis) veri kiimesinden alinmistir [10,11]. Omega degerleri diisey
olarak A ve B gibi iki nokta arasinda yer alan bir tabakadaki diverjansin
integrasyonu ile elde edilir. Omega ile troposferdeki diisey hareketler arasinda
anlamli iligkiler vardir; 6rnegin Tiirkiye aylik toplam yagis alanlari ile omega alanlar1
arasinda iligkiler incelenmis ve anlamli sonuglara ulagmiglardir [12].

Bu veriler i¢in 6l¢iim peryodu 1950-2003 yillart olmak iizere 54 yillik aylik
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degerlerden olusmaktadir. Buna gore toplam veri uzunlugu N=54x12=648dir.
Modelin c¢alistirilabilmesi icin Oncelikle verilerin model girisi icin hazir hale
getirilmesi gerekmektedir.  Once 54 yillik aylik veri kullanilarak her 10 yilin aylik
olarak uzun-vade ortalamasi bulunmustur. Bu islemin sonucunda her bir degisken
10x12 elemant olan bir kiimeye indirgenmistir. Bu sekilde elde edilen verilerdeki
olasi 6rnekleme hatalari, mevcut serilere Fourier analizi uygulanarak giderilmistir,

diger bir deyisle veriler yumusatilmistir.

Sekil 2, gercek verilerden hareketle elde edilen yillik ortalama g¢ekicinin 3
boyutlu faz uzayindaki durumunu gostermektedir. Sekilden de goriildiigii gibi bu
cekici kapali bir yoriinge sekilindedir. Bu sekilde kendi distiine kapanan bir
yoriingeden olusan ¢ekiciler “peryodik ¢ekici” olarak adlandirilir. Sekil 3, 10 yillik
ortalamaya kars1 gelen cekiciyi gostermektedir. Bu calismada bu cekiciyi {ireten

veriler kullanilarak dinamik sistem yeniden kurulmustur.

Sekil 2. Orijinal dinamik sistemin Sekil 3. 10 yillik ayhk ortalama verilerin

yilhk ortalama cekicisinin 3 cekicisi.
boyutlu faz uzayindaki
goriiniimii.
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(2) esitliginde toplama sembolii altinda verilen ifade 3. mertebeden bir fonksiyon
olarak alinmitir. Buna gore dinamik sistem, i durum degiskeni sayisini (i=1,2,...,D)

gostermek lizere

X; = Ci,1 + c[,2x1 + C[‘3X2 + c[‘4x3 + Ci,5X1X2 +c[,6x1x3 +
2 2 2 2
Ci7XoXy +CigXy +CigXy TC,q0X5 +C; XX X5 +C; pXq Xy +
20 4 20 4 20 4 20 4 20 4
CingX1Xg TCuXp Xy TC5XpXg TCi1p Xz Xy TC; 7 X3 X
3 3 3
(10) CirgX1 T CirgXy TC; X3
seklinde birinci mertebeden adi tiirevli bir diferansiyel denklem sistemi formundadir.
Sekil 4’de verilen ¢ekici bu dinamik sistemin jmax=100, lmax=2 ve d=4 icin 25
iterasyon sonunda elde edilen ¢ekiciyi gostermektedir. Bu gekici ile Sekil 3’de

verilen ¢ekici karsilastirilirsa genel olarak s6z konusu dinamigin elde edildigi

goriiliir.

Sekil 4. Modelin jmax=100, Imax=2 ve d=4 i¢cin 25 iterasyon sonunda iirettigi ¢ekici.
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4. SONUCLAR

Calismada GAP illerinden Sanliurfa’ya ait yagis, atmosfer basinci ve omega
degerlerine Yoriinge yontemi uygulanmustir. Elde edilen dinamik sistem 6nemli bir
meteorolojik degisken olan yagisin dinamigini anlamada ve Ongdrmede

kullanilabilir.

Veriler 6ncelikle model girisi igin hazir hale getirilmistir. Bunun igin
oncelikle veriler 10 yillik dilimlere ayrilmis ve sonrada bu dilimlerin 6rnek
ortalamas: bulunmustur. Sonug¢ veriler normalize edilerek sifir ortalama ve birim
varyanslt verilere doniistliriilmiigtiir. Bu sekilde elde edilen veriler modele girig verisi
olarak verilmistir. Model, jmax=100, Imax=2 ve d=4 i¢in 25 iterasyon calistirilmistir.
Sonugcta elde edilen ¢ekicinin, orijinal verinin iirettigi ¢ekici ile biiyiik bir benzerlige

sahip oldugu goriilmiistiir.
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1959 yilinda Sivas/Sarkisla’da dogdu. ilk ve Orta 6grenimini Sarkisla’da, Lise
6grenimini ise Sivas’ta Sivas Ogretmen Lisesinde tamamladi. 1983 yilinda girdigi
ITU Ucgak ve Uzay Bilimleri Fakiiltesi Meteoroloji Miihendisligi Boliimiinii 1987
yilinda tamamladi. 1988 yilinda Meteoroloji Miihendisligi Anabilim Dalinda
Arastirma Gorevlisi olarak ¢alismaya basladi. Yiiksek Lisansint “Yagis Verilerinin
Autorun Analizi” adli tez ile Temmuz 1992’de tamamladi. Doktora c¢alismalarini,
“Kaotik Davranig Kriteri Olarak Fraktal Boyut Degisimi ve Dinamik Sistemlere
Uygulanmasi” adli tez ile Nisan 1996 tarihinde tamamladi. 1998 yilinda Meteoroloji
Anabilim Dalinda Yardimer Dogent kadrosuna atandi. Haziran 2000 déneminde
acilan Docentlik sinavi sonucu Dogent iinvanin aldi, 2003 yilinda Dogent kadrosuna
atandi. Halen aynmi kadroda calismakta olan Kasim Kogak’in baslica ilgi alanlar
sunlardir: Kaos Teorisi ve meteorolojik problemlere uygulanmasi, nonlineer zaman

ve uzay serilerinin analizi ve 0ngoriisii, dinamik sistem analizi, hidrometeorolojik

stireglerin dinamigi, su kaynaklari problemlerine meteorolojik yaklagimlar.
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OZET

Rassallik en genel anlamiyla diizensiz, kuralsiz, tahmin edilemeyen kaotik yapilara
denir. Bir say1 dizisine baktigimizda onun elemanlarinin rassal oldugunu nereden anliyoruz,
ya da gergekten bunlar rassal midir? Yasam iginde rassal diye tanimladigimiz olaylar
bilim tarihi siirecinde inceledik. Rassaligi, kaynagi dogrultusunda c¢evremizdeki rassal
olaylar, baslanig kosuluna gore rassal olan sistemler (kaos) ve esas rassallar olarak ii¢ baslik
altinda ele aldik. Bu bakis altinda gozlemlenen olaylarmm ya da olgularin rassallik ve

stireklilik boyutlari tartisildi.

GIRIS

Raslanti, bir tiir bilinmezlik ve talih diye tanimlanabilir. Raslant1 falcilardan ¢ok bilim
adamlarmin ilgisini daha ¢ok ¢ekmistir. Raslanti iizerine Pascal, Fermat, Huygens, Jacques
Bernoulli, Markov, Kolmogorov gibi saygin bilim adamlarinin ¢aligmalar1 olasilik kurami

dedigimiz bir bilim dal1 olmustur.

Olasiligin temel 6zii ise [0,1] kapali araliginda gizlidir. Olasilik bize bir seyin olabilme ya
da olmama durumunun derecesini bildirir. Olasilik bir tiir belirsizligi karakterize etmenin

matematiksel bir modellemesidir. Ornegin 0101010101010 ve 1011101101001 ikili
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sistemlerine dikkatle baktigimizda ilk gbze ¢arpan birincinin bir kurala gore dizildigi
ikincisinde ise belirli bir kurali tespit etmenin pek miimkiin olmadig1 anlasilabilir. Yani
birincide bir kural digerinde ise bir kuralsizlik vardir. Bu ikili sistemi soyle yorumlamak
miimkiindiir; iki oyuncu ellerindeki demir paralari 13 kez havaya atmis ve yazi1 geldiginde
0 tura geldiginde 1 yazmislar (ya da iki oyuncu 13 kez bir basket potasina atig yapmus,
basarili atis 1 basarisiz atig 0 ile gosterilmistir). Sonuglara bakildiginda akla ilk gelen
birinci oyuncunun hileli bir para kullandigidir; ilk atista yazi sonra tura sonra yazi bu bdyle
gider, haliyle 2007. atista tura gelecegini de kolayca kestirebiliriz. ikinci oyuncunun atiglart
icin boyle bir tahminde bulunmak miimkiin degildir. Hilesiz bir paranin havaya atilisinda
ne gelecegi kestirilemez, fakat bu atislar siirekli tekrar edildiginde belirsizlik yiizde elliye
yakin olur. ilging olan siirekli tekrarlanan bagimsiz olaylarda bilinmezlikten bilinebilirlilige
gecistir.  Bir birinden bagimsiz ayrik olaylarin siirekli olarak (buna sonsuz diyelim)
tekarlanmasinda tesadiiflik ortadan kalkar. Tipki yer yliziine diisen kar tanelerinin

milyonlarcasinin iist iiste y1g1lmasiyla ortaya kesiksiz diizgiin bir gériintiiniin ¢gikmasi gibi.

Gergek raslantisallik kesin ve acimasizdir. Beseri siireglerin ve yapay diinyanin dogaya
stirekli olarak pek raslantisal olmayan bir diizen vermesinden dolay1r dogada bu tiir bir
hoyratlik yoktur. Yani birlik {iretilmesi basit bir modeldir ve bu yiizden de ¢ok yaygindir.
Bir kar tabakasmin diizliigii havanin akigkanlik kazandirma o&zelligine eslik eden yer
¢ekimidir. Bu ¢ekimle kar tanesi diistiigli yerdeki en algak yeri doldurmaya calisir. Buna

karmasikligin bir diizene doniisme ¢abasi da denilebilir

Raslant1 iiriinleriyle birlik bir biriyle karistirllmamalidir. Bir ekin tarlasinda tohum
makinesi tohumlari raslantisal sekilde eker. Bu makinenin kalitesindeki temel Slgiitlerden
biri tohumlari esit araliklarla yaymasidir. Ciinkii bir birine yakin diisen tohumlar, belirli bir
alandaki toprakta ancak belirli bir biiylimeye yetecek kadar besin ve giines 15181 oldugunda,
yasam ve gelisim rekabetine girerler. Dikim makinesinin kalitesinden dolayr hasat
zamaninda ekin tarlasinda goriilen diizenlilik sansla belirlenmemistir. Raslantisal bir
dagilim ile esit dagilimin birbirine karistirilmasi yaygin bir gelenektir. Bu raslant1 yasasini
yanlis anlamaktan kaynaklanir. Dogru ¢ikmayan ongoriiler ¢abuk unutulur ve pek soz
edilmez. Oysa raslantisal olarak dogru ¢ikanlar, hem hatirlanir hem de bagskalarina da
anlatilir. Iginde yasadigimiz evren olasilikli 6zelliklere sahiptir. Yasam rasgelelik olgusu ile

vardir. Onu dinamik kilan da budur. Sonu¢ olarak Rassallik Evrenin karsilikli
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bagimliliginin ve iligkililiginin sonucudur. Rassallik ve belirsizlik i¢ icedir. Madde ve
maddenin hareket bigimlerinin sonucudur. Buna gore rassallif1 evrenin kendi 6zelliklerine

sahip olmasi, olaylarin karsilikli bagimlilig: ve iliskililigi ile agiklamak miimkiindiir

RASSALLIGIN TARIHSEL SURECI

Rassallik insani, kendisini ve ¢evresini tanima siirecinde
hep rahatsiz etmistir. Doganin insana sunmus oldugu
belirsizlik, kestirememezlik karsisinda kendini giigsiiz ve
caresiz hisseden insan baglangicta biitiin olaylar1 kaderci
bir yaklasimla, doga {istii giiglerle ya da tanrilarin

istekleri dogrultusunda gergeklestigi inancini tagidi. M.O.

330 yillarinda Aristotle bunun baktigimiz sistemin

Sir Isaac Newton (1643 — 1727)

disindaki bir tesadiiflikten kaynaklanmig olabilecegini ileri

siirer. M.0.300 yillarinda Epicurus rassalligin, hareket
eden atomlara enjekte edilmis olacagindan sdz etmistir.
1700 lerde Newton’un hareket yasalar1 ilk kez,
gozlemlenen  olgularla  karsilastirilarak  kontrol
edilebilecek kesin nicel dngoriileri miimkiin kilmistir.
Newton yasalar1 belirsizligi ortadan kaldirdigi igin belki
de bu yiizden pek sevilmistir. Laplace, Newton

yasalarinin mutlak ve evrensel olarak gecerli olduguna

inanmustir.

Albert Einstein (1879 — 1955)

Fakat Newton yasalar1 ancak belli kosullar altinda uygulanabilir yaklasimlardir. Laplace,
farkli kosullar altinda, fizik biliminde heniiz incelenmemis alanlarda bu yasalarin

degistirilmesi ya da genisletilmesi gerekebilecegini diigiinmemistir.
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Laplace’in determinizmi, tiim evrenin herhangi bir andaki konumu ve hizi bir kez

bilindiginde, onun gelecekteki davramisinin da her an igin belirlenebilecegini

varsaymaktadir. Bu yaklagimda raslantiya yer yoktur.

Bu teoriye gore, seylerin tiim zengin ¢esitliligi birka¢ degiskene dayanan mutlak bir nicel
yasalar kiimesine indirgenebilirdi. Newton’un hareket yasalarinda ifade edildigi sekliyle
klasik mekanik, basit neden ve sonuglarla ilgilenir. Ornegin bir cismin bir bagka cisim
tizerine yalitik etkisi gibi. Fakat pratikte bu imkansizdir, ¢iinkii higbir mekanik sistem
biitiiniiyle yalitik degildir. Oysa dis etkiler kag¢inilmaz olarak baglantinin yalitik bire bir

karakterini yikar.

Newton kanunlarinda kesinlik vardir. Bilim diinyasi bu kanunlari uzun bir siire kabul
ederek rasalligin huzursuzlugundan kendisini uzak tutmustur. Kesinligi olmayan olgular
yani olasilik ise bilimin kapsam alani disinda tutulmustur, nedensellikleri tanrinin ilahi
adaleti ve diizeniyle ifade edilmistir. Atomalti parcaciklarin hayal edilemez bilyiikliikteki
hizlarla yaptiklar1 goriiniiste raslantisal hareketleri,
Newton mekaniginin kavramlariyla agiklamak
miimkiin degildir. Kesinliklerin yerine her gegen
giin artan kesinsizlikler alinca bir siire sonra bilim
bir agmaza girmistir. Bu durum yeni bir bilimin
ortaya c¢ikigt i¢in uygun bir zeminin var olmast
demektir. Bu bilimsel devrimin temel liderleri
Einstein, Schrodinger ve Heisenberg’dir.  Bu

devrimin temel yapi tagi ise kuantum mekanigidir.

Kuantum mekaniginin ongoérii  tarzi, klasik
mekanigin tarzindan oldukga farklidir.[8]
Erwin Rudolf Josef Alexander Schrodinger
(12 Agustos 1887 - 4 Ocak 1961),

Ama kuantum mekanigi de olasilik kuramimi kullanarak ongoriilerde bulunmaya devam
etmekte ve bu dngoriilerden de kesin sonuglar ¢ikarmaktadir. Kesinlikten kesinsizlige gegis
stirecinde bilmek-bilemeyiz-bilinmez konularinda sofistler, idealistler ve marksistler

arasinda derin felsefi tartismalar yasanmistir. Burada bilinmeyenle ilgilenmiyoruz. Bilimin
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seriiveni bilinmeyenden bilinene, bilgisizlikten bilgiye dogrudur. Bazen bilinmeyeni
bilinemez ile karigtiririz iste o zaman ciddi bir zorluk ortaya ¢ikar. “Bilmiyoruz” ile
“bilemeyiz” sozciikleri arasinda temel bir farklilik vardir. Rassallik tam bu noktada ortaya

¢ikar.

Bilim, nesnel diinyanin varoldugu ve tarafimizdan bilinebilecegi temel diisiincesinden
hareket etmesine karsin “bilemeyiz” kavramini Olasilik kuramu ile hafifletmeye, bilinebilir-

fikir yiirtitiilebilir konuma getirmeye ¢alismaktadir.

Bilim tarihinde bazi filozoflar genel olarak nedenselligin varolmadigini iddia etmistir. Bir
basgka deyisle, neden ve sonu¢ yoktur. Boylelikle doga biitiiniiyle nedensiz, tesadiifi bir sey
olarak goriliniir. Tim evren Ongorillemez bir seydir. Hi¢bir seyden “emin olamayiz”.
“Bunun yerine, herhangi bir 6zel deneyde, elde edilecek kesin sonuglarin tamamen keyfi
oldugu, yani bu sonuglarin diinyada su an varolan ya da hep varolmus olan herhangi bir

seyle ne tiirden olursa olsun bir iliskisi olmadigi varsayilir.”’[2].

Yasamin i¢inde bir ¢ok farkli sistemde rassallik vardir. Bunlarin rassallik kaynaklari
farklidir . Bu farkliliklar ii¢ temel baglik altinda toplanabilir: 1) Cevresel faktorler 2)

Baslangi¢ Kosullar1 3) Gergek Rassallik [9].
1) Cevresel faktorler

Sistemin rassal olmasindaki temel faktor sistemin kendisiyle onu kusatan rassal ¢evre

faktorlerinin stirekli etkilesiminden kaynaklanir.

1) Ornegin Okyanusta bir asag1 bir yukari dogru hareket eden bas1 bos bir sandalin
hareketi rassaldir. Rassallik kayanigi ise suyun yiizey yapisinin siirekli
degisimidir. Bu degisimin nedenleri sayilamiyacak ¢okluktadir. Bu nedenle
okyanus ya da denizdeki dalgalanmalarin boyutu ve yonii kestirilemez .

2) Brown hareketindeki rassallik (1820): Bir mikroskopla su yuzeyine birakilmis bir
polenin hareketi izlendiginde bu hareketin i¢inden ¢ikilamiyacak boyutta

karmakarigik oldugu gozlenebilir. Bu diizensiz hareketlerlerin rassallik kaynagi
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ise gelisi giizel devinen molekiillerin polene siirekli ¢arpmasindan
kaynaklanmaktadir.
3) Radyoda frekansi tam ayarlanamayan bir radyo istasyonunda ¢ikan seslerin

rassalligi i¢in de bir ¢ok faktor sayilabilir.

Bir sistemin evrimi (degisimi) onu kusatan rassal ¢evreden siirekli etkilenmektedir. Peki

¢evremizdeki biitiin bu rassalliklarin kaynag: nedir?

2) Baslangic kosullar1

Baslangi¢ kosullarina asir1 6l¢lide duyarli olan bazi sistemler ve olgular kaos kuraminin
kapsami igindedir. Bir sistemin rassallig1 i¢in rassal ¢cevre faktorleriyle siireki etkilesimi
gerekmiyor.

Ornegin:

1) Yaris1 kirmizi yarisi sartya boyali bir topu diizgiin bir yiizey lizerinde
yuvarladigimizda, top durdugu anda her seferinde farkli bir konumda duracaktir.
Rassallik kaynagi: Top atilirken baglangicta verilen ilk hizdir elbet. Topun
iizerinde yuvarlandig1 yiizey, o esnadaki ¢evre kosullari, topun durma
konumundaki raslantinin nedenselliklerinden sadece birkagidir. (Benzer sekilde
bir demir paranin ya da zarin atilmasi, ya da rulet’in doniisii). Bu baslangi¢ hizini

sabit tutmak miimkiin olmadigindan bu raslantisallik hep olacaktir demektir.

2) Ipe asilmus bir topun salimminda da benzer gozlemler yapilabilir.

3) Yeni dogan bir ¢ocugun kan grubu da rassaldir. Rassalligin kaynagi ise anne ve

babanin kan guruplaridir

Bu tiir sistemler baslangi¢ kosullarina asirt duyarli olan sistemlerdir.

3) Gercek Rassallik

Gergek rassallik nesneldir. Biitiiniiyle insan diisiincesinden ve iradesinden bagimsizdir.
Rassal olay belirli kosullarda ortaya cikabilen ya da ortaya ¢ikmasi miimkiin olmayan

olaydir..
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Stephen Wolfram yaklasik 30 y1l 6nce simdi Cellular Automata olarak isimlendirdigi bilim
dali lizerinde ¢aligmaya baslamigtir. Hiicresel Otomata ¢ok sayida homojen etkilesimli
olaylarin veya tanimlanan konularin hiicreler seklinde boliinmesi ve her bir hiicrenin,
yanindaki diger hiicrelerin durumuna bagl olarak gelecekteki durumlarinin belirlenmesinde
kullanilan bir igletim sistemi ve doniisiim mekanizmasidir. Kisacasi basit kurallari olan ve
birbirini etkileyen basamaklardan olusan bir sistemdir. Cellular Automata diizenli hiicre
kafeslerinden olusur, gelisim/doniisiim zaman siireglerinde meydana gelir, her hiicre bir
durumla karakterize edilir, bu hiicreler durumlarina, komsu hiicre saylarina gore gelisir[9].
Buna gore siyah bir kutucuktan baglayarak bir ¢ok sistemi modelleyebilen kurallar
biitiiniine ulagsmak miimkiindiir. Bu kurallara bagli olarak siyah bir kutucuk ve onun
komsusu olan kutucuklara bakarak bir sonraki asamada bu siyah kutucugun alacagi yeni
renk siyah veya beyaz olarak belirlenmektedir. Her farkli kural ile farkli bir model ortaya
cikmaktadir. Bu modeller bir diizene sahip olabildigi gibi tamamen rasgele de
olabilmektedir. Stephen Wolfram Cellular Automata’nin yeni bir bilim dali oldugu
iddiasindadir. Bugiine kadar kesfedilmemis olmasimi ise ¢ok zahmetli ve ancak birgok
iterasyondan sonra anlamli seyler elde edilebilmesine baglamaktadir. Bilgisayarlarin giinliik
yasama girmesinden sonra uzun ve yorucu iterasyonlar ¢cok kolaylasmis ve sonuglar1 gorsel
olarak sunma imkan1 ortaya ¢ikmustir. Bu da cellular automata’nun daha iyi anlagilmasina

neden olmustur [9]

RASSALLIK VE ONGORU

Bir paray1 havaya atigimizda, “yazi ya da tura” gelme olasilig1 yiizde ellidir. Bu gergekten
de ongoriilemez  olan rastlantisal bir olgudur. Kendi etrafinda doénerken, para ne “yazi”dir
ne de “tura”; ya da hem yazi hem de turadir, tipki ne
dogrulugu ne de yanligligt heniiz ispatlanmamis matematiksel
sonuglar gibi. Yalnizca iki olast sonu¢ oldugundan, sans agir
basar. Ama ¢ok sayida demir para atisi s6z konusu oldugunda
isin sekli degisir. Olasilik kuraminin uzun bir tarihi vardir ve
¢ok farkl alanlarda kullamlmaktadir. Ornegin Gauss olasiligi
hatalar ~ kuraminda kullanirken, Poisspn ve Laplace ise
olasilig1 atiglardaki kesinlik kuraminda kullanmustir.

Pierre-Simon Laplace(1749-1827)

145



Siireklilik ve Rassallik, Unal Ufuktepe-Giinnur Ufuktepe

Istatistikte. ise, “biiyiik sayilar yasastyla” su genel ilke insa etmistir; cok fazla sayidaki
tesadiifi faktorlerin birlesik etkisi, tesadiiften hemen hemen bagimsiz sonuglar iiretir. Bu
fikir 1713 de Bernoulli tarafindan dile getirilmistir. 1835' teki istatistiksel hukuk ¢aligmalari
sirasinda Poisson, "biiyilk sayilar yasasi" ifadesini ortaya atmustir. Boylece, olasilik
matematigini toplumsal konulara uygulayabilmek i¢in yeni bir gerekce saglamistir. 1867°de
Cebisev bu teoriye son sekilini vermistir. Markov, Borel, Cantelli ve Kollmogorov ise bu
teoriyi gelistirmistir. Heisenberg ise yigmsal Olcekli tesadiifi olaylarin matematigini
atomalt1 pargaciklarin hareketine uygulamistir. Bu sayede bilim cesur Ongoriilerde
bulunmustur. Kuantum mekaniginde ki Ongoriilerde
kesinlik diizeyine ulagmak miimkiindiir, bunun raslantisal
oldugu sdylenebilir bu ise kaos kuramindaki diizensizligin
diizeniyle iligkilidir. Aksi taktirde herseyin bir raslanti

oldugunu nedensellik diye bir seyin olmadigini kabul etmek

Siméon Denis Poisson

(1781 —1840)

zorundayiz. Tesadiif, sans, ihtimaller, olasilik, raslanti ele alinan nesnelerin yalnizca bilinen
Ozellikleri araciligiyla tanimlanamayan olgulardir. Bu onlarin anlasilamayacagi anlamina
gelmez. Ornegin yolda yiiriiyen birinin basina diisen bir nese olaymi ele alalim . Bu kaza
sonsuz bir rassal olaylar dizisiyle agiklanabilir. Burada s6z konusu olan nedenlerin sayist
tam anlamiyla sonsuzdur. Sonug olarak, olay biitiiniiyle 6ngoriilemez bir olaydir. Bir
kazadir, tesadiiftiir ve zorunlu degildir, ¢iinkii olabilirdi de olmayabilirdi de. Boyle olaylar,
Laplace’in teorisinin tersine, o kadar ¢ok bagimsiz faktor tarafindan belirlenir ki, sonug
olarak higbir sekilde belirlenemezler. Ne var ki, boylesi birgok kazayr inceledigimizde,
tablo tamamen degisir. Istatistiksel yasalar ad1 verilen yasalarca kesinlikle hesaplanabilen
ve kestirilebilen egilimler s6z konusudur. Tek bir kazay1 6nceden kestiremeyiz ama belli bir
zaman araliginda bir sehirde gerceklesecek kazalarin sayisimi biiyiik bir kesinlikle dnceden
kestirebiliriz. Hepsi bu mu?  Kazalarin sayisina kesin bir etkide bulunan gesitli yasal

diizenlemeler de yapilabilir. Sonu¢ olarak tesadiiflere hilkmeden ve bizzat nedensellik

146



Siireklilik ve Rassallik, Unal Ufuktepe-Giinnur Ufuktepe

yasalar1 kadar zorunlu olan yasalar s6z konusu olur.
Bilimde zorunluluk ve tesadif arasindaki iligki

David Bohm tarafindan sdyle

Werner Karl Heisenberg
(1901 - 1976)
“Boylece tesadiifiin onemli roliinii gériiyoruz. Yeterli bir siire verildiginde, tesadiif,
seylerin her tiirlii kombinasyonunu olasi ve hatta gergekte kagimilmaz kilar. Tersinmez
stiregleri ya da bir sistemi tesadiifi dalgalanmalarin etkisinden kurtaran gelisim ¢izgilerini
harekete geciren bu kombinasyonlardan biri eninde sonunda kesin gerceklesecektir. Bu
nedenle, tesadiifiin etkilerinden biri, nitel olarak yeni gelisimin c¢izgilerinin baglamasini

miimkiin kilacak sekilde “seyleri kimildatmaya” yardim etmektir.

Ozel bir sorundaki nedensel yasalar a priori bilinemezler; dogadan bulunup ¢ikariimak
zorundadirlar. Ne var ki, yiizyillar boyunca insanligin ortak deneyiminin genel arka
planiyla beraber bir¢cok kusagn yiiriittiigii bilimsel deneyler karsiliginda, nedensel yasalari
bulmanin olduk¢a iyi tamimlanmis yontemleri evrimlesmistir. Nedensel yasalar: akla
getiren ilk sey, siiphesiz, ¢ok genig bir kosullar cesitliligi icerisinde gecerli olan diizenli
iligkilerin varligidir. Béylesi diizenlilikler buldugumuzda, bunlarin keyfi olarak, gelge¢
bicimde ya da tesadiifi bir tarzda ortaya ¢iktiklarini varsaymayiz, tersine ... en azindan
gecici olarak kabul ederiz ki, bunlar zorunlu nedensel iliskilerin sonuglaridirlar. Ve her
zaman diizenliliklerle yan yana varolan diizensizliklere iligkin olarak bile insan kendisini,
kavrayisimizin - gelisiminin belli bir asamasinda bize biitiiniiyle diizensiz goriinebilen
olgularin bir giin ¢ok daha ince diizenlilik bigimleri barindirdiginin goriilecegini ve bunun
da ¢ok daha derin nedensel iligkilerin varligini akla getirecegini kabul etmek iizere genel

bilimsel deneyim temeline kendisini dayandurir”.[2]
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MATEMATIKSEL ACIDAN RASSALLIK

Rasgele bir deneyin tiim miimkiin sonuglarinmn kiimesine (), Ornek Uzay , Ornek uzaym
her bir elemanina 6rnek nokta, 6rnek uzayin herhangi bir alt kiimesine (A) ise olay denir.
Ornegin bir hastane de hergiin dogan bebeklerin say1s1, atilan bir ¢ift zarm say1 degerlerinin
toplamu (2 ile 12 de dahil olmak {izere bu araliktaki herhangi bir tam say1 degeri olabilir),
bir otobiisiin belirli bir duraga varig an1 vb. Biitin bunlar rassal degiskenlerdir.
Matematiksel olarak bunu €2 bir deneyin &rnek uzay: olmak iizere.

X: Q —>R

Reeel degerli fonksiyona rassal degisken denir: Ornegin 10 kez atilan bir madeni parada
rassal degisken yazilarin sayisiysa bu degiskenin alabilecegi tesadiifi degerler
X(w)=0,1,2,...,10 olacaktir. Atilan bir ¢ift zarda gelen degerlerin ¢arp1 diye fonsiyonu
tanimladigimzda ise X(w)=2,3,...,36 degerlerinden birini alir. Rassal degisken ayirik
degerler olabilir, stirekli degerler olabilir, veya bunlarin karmasi da olabilir, bu niteliklerine
gore rassal degiskenlere farkli isimler verilir (Binom, Poisson, Diizgiin, Gaussian vb.). Bir
rassal degigskenin olabilme ihtimali ise olasilik fonksiyonuyla hesaplanir. Ayirik rassal
degiskenlerin ¢ok sik olmasi durumunda ayrikliktan siireklilige gecis s6z konusudur. Fakat
bu sonsuzluk durumunda s6z konusu oldugundan (limit durumu) giinlik yasamla hangi
boyutta Ortligtiigii tartisma konusu yapilabilir. Fakat biz bu bolimde sadece rassal

degiskenin matematiksel tanimini vermekle yetiniyoruz.

SUREKLILIK VE RASSALLIK

Siireklilik hemen hemen herkesin yabancisi olmadigi bir konudur. Siireklilik kesikli
olmayan kesintisizliktir, kirilgan degildir. Siirekli olan bir grafikte bosluk yoktur.
Stirekliligin karsiti ayrikliktir. Okyanusu, gokyiiziinii siirekli, deniz kiyisindaki kum
tanelerini, evrende yasayan her canli nesneyi ise ayrik olarak diisiinebiliriz.

Bu durum sonu gelmez kafa karigikliklarina yol agar ve gercekten de her tiirlii sagma ve

keyfi diigiinceyi mazur géstermeye hizmet eden bir tiir tuzaktir.

Potansiyel olanin gercek haline gelmesi icin, kosullarin 6zel bir bigimde ardi ardina

siralanist gerekir. Dahasi, bu basit, dogrusal bir siire¢ degil, kii¢iik nicel degisimlerin
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birikerek en sonunda nitel bir sigrama firettigi diyalektik bir siirectir. Soyut olanin tersine
gercek olanak, onun sayesinde, potansiyel olanin gegicilik karakterini yitirecegi ve gercek
haline gelecegi tiim gerekli faktorlerin varligina isaret eder. Ve Hegel’in agikladigi gibi, bu
olanak, ancak bu kosullar varoldugu siirece gergek olarak kalacaktir, daha uzun bir siire
degil. Ister bir bireyin yasamina, ister bir sosyoekonomik formasyona, ister bir bilimsel
teoriye, isterse de herhangi bir dogal olguya deginelim, bu dogrudur. Bir degisimin
kaginilmaz hale geldigi nokta, Hegel tarafindan bulunan ve “diigiimlii 6l¢ii ¢izgisi” olarak
bilinen yontemle saptanabilir. Eger herhangi bir siireci bir ¢izgi olarak ele alirsak, bu
gelisim ¢izgisinde, siirecin ani bir hizlanmaya ya da nitel bir sigramaya ugradigi 6zel

noktalar (“diigiim noktalari”) oldugu goriilecektir.[5]

Neden ve sonucu yalitik durumlar olarak tanimlamak kolaydir, bir kimsenin bir topa
beyzbol sopasiyla vurmasindaki gibi. Ama daha genis bir anlamda, nedensellik kavrami ¢ok
daha karmagik bir hale gelir. Tekil nedenler ve sonuglar, nedenin sonuca doniistiigii —ve
tersi— ugsuz bucaksiz bir etkilesim okyanusunda kaybolurlar. Her zaman yeni bazi nedenler
olacaktir ve sirast geldiginde onlar da agiklanmak zorunda kalinacaktir ve sonsuza degin bu
boyle gidecektir. Sonug olarak rassallik olgusunun nedensellikle kosullanr. Ikisi arasindaki
karsitlik ise gorecelidir, goreceligi besleyen ise siirekliliktir. Rassalliklar siireklilik i¢inde
zorunluluga doniisebilir, bunun tersi de olasidir. Yani ikisi aslinda bir birini tamamlar.
Yasam igindeki her olgu ve olay i¢ ve dis nedenlerden etkilenir. Dis etken ile i¢ etken
arasindaki temel bazi farkliliklar olmasina karsin, dogada ve toplumda var olan her sey
birsekilde bir birine baghdir ve bir birini etkiler. Seyler arasindaki etkilesim siireklidir.
Insan icin var olmak belki tesadiifidir ama varhgim siirdiirmesi i¢in temel kosul ise yemek
ve igmek zorunlulugudur. Toplumsal yasam i¢inde olay ve olgularin rassallik temelinde
olmast durumunda karmasa ve diizensizlik bas gostereceginden, toplumsal yasamin
stirekliligi i¢in zorunluluk rassaliklar i¢inde kendi yolunu er yada ge¢ bulur. Bu zorunluluk
rasalligin bir sonucudur da. Rassallik bu noktada nesnel zorunlulugu yani bir yasayi gizler.

Benzer durum bilimsel deneylerde de soz konusudur. Gaz molekiilleri alabildigine
karmagik rassal yoriingeler ¢izerler, fakat yine biiylik sayilar yasasi temelinde bu gazlar

kapali bir kap icine konuldugunda gaz molekiillerinin davraniglart yine rassaldir, ama
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konulduklar1 kabmn duvarindaki gaz basinci zorunlu olarak aynidir. Zorunlulukla tesadiif
arasindaki diyalektik iliski dogal seleksiyon siirecinde gozlenebilir. Bir organizma i¢indeki
rastlantisal mutasyonlarin sayist sonsuz biiylikliiktedir. Ne var ki, 6zel bir ¢evrede bu
mutasyonlardan biri organizma agisindan kullanighidir ve korunur, digerleri ise yok olup
gider. Sonugta zorunluluk kendisini tesadiif araciligiyla disa vurur

Rastlantisal ve kaotik oldugu diisiiniilen dogal siireclerin, simdi bilimsel anlamda yasalara
uygun olduklar1 ortaya ¢ikmistir ve bu da determinist nedenler i¢in bir temel anlamina
gelmektedir. Kaos kurami biitiin bilim dallarina uygulanabilen ve bazilarmin devrim
dedikleri yeni bir bakis acgist ve metodoloji olugturmustur. Bir metal cubugun
miknatislandiginin1 kabuledelim, tiim parcaciklarinin ayni yonii gosterdigi “diizenli bir
durum”a geger. Bu ¢ubuk su ya da bu yone yonlendirilebilir. Teorik olarak, herhangi bir
yone donmekte “6zgiir”diir. Pratikte ise metalin her kii¢iik pargast ayni “karar1” verir.

Bir kaos bilimcisi, bir egreltiotunun yapraklarmin “fraktal geometrisini” tammlayan temel
matematiksel kurallari biitiin ayrintilariyla inceledi. Bu bilgiyi rastlantisal say1 iiretecine
sahip olan bilgisayarina girdi. Bilgisayar, ekran1 iizerine rastlantisal olarak konan noktalari
kullanarak bir resim ¢izmeye programlanmisti. Deney ilerlerken, her bir noktanin nerede
ortaya ¢ikacagint ongdrmek miimkiin degildir. Ama sasmaz bir bicimde, egreltiotu
yapraginin goriintiisii olugur. Bu iki deney arasindaki yiizeysel benzerlik apagiktir. Ama
daha derin bir paralelligi akla getirir[4]. Tipki bilgisayarin goriiniisteki rastlantisal nokta
secimlerini (ve bilgisayar “digindaki” gozlemciye gore her tiirlii pratik amag¢ bakimindan bu
secim rastlantisaldir) etraflica tanimlanmis matematiksel kurallara dayandirmasi gibi,
fotonlarin (ve tiim kuantum olaylarmin) davraniglarinin da, i¢inde bulundugumuz zaman
diliminde insan kavrayisinin oldukca 6tesindeki temel matematiksel kurallara tabi oldugu

diigiinilebilir.
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OZET

Bu calismanin amaci, soyut diisiince gerektirmesi ve anlatiminin-aktarilmasinin
cebirsel yaklasima gore daha zor olmasi gibi gesitli nedenlerden dolay1 ihmal edilmis olan
fakat istatistiksel model ve varsayimlarinin daya iyi anlagilmasini ve yorumlanmasini

saglayan geometrik yaklagimlarin regresyon analizinde kullanilmasidir.

Anahtar Kelimeler : Geometri, En Kiigiik Kareler, Regresyon, Projeksiyon
Matrisleri,Coklu Dogrusal Baglanti, KDRM varsayimlari,Hipotez Testleri.
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1. GIRIS

Regresyon analizini de igeren Genel Dogrusal Modeller (GDM) En Kiigiik
Kareler(EKK) tahmin yontemine dayanmaktadir. GDM olusturulurken veya gelistirilirken
cebirsel veya geometrik yaklagimlar kullanilabilmektedir. Geometrik gdsterim ve ¢ikarsama
modelin ana fikrinin, olusturulma mantigmin ve varsayimlarinin daha iyi anlasilmasini,
kullanilmasim1  ve yorumlanmasini sagladigt halde hi¢cbir zaman yaygin olarak

kullanilmamus, cebirsel yaklasimlar bu giine dek popiilerliklerini siirdiirmiislerdir.

Bu ¢eliskinin en basit ve belki de en dogru aciklamasi “gelenek”tir. Ne Carl F.
Gauss’un ne de A.M. Legendre’nin EKK’y1 bu ¢alismada verilecek olan geometrik bakis
acistyla degerlendirmemis olmalari bu gelenegin gilinimiize dek siirdiiriilmesine sebep
olmustur. Geometrik yaklasimin ihmal edilmesinin bir diger sebebi de soyut diisiince
gerektirmesi  ve anlatiminin-aktariimasinin  cebirsel yaklagima gore olduk¢a zor

olmasindandir.

Varyans analizi, regresyon analizi gibi ¢ok yaygin olarak kullanilan istatistiksel
teknikler N boyutlu 6klit uzay matematiginin uygulamalarini temel almaktadirlar. Maalesef
bu kavramlar girig veya orta seviyedeki istatistik derslerinde nadir olarak ele alindigindan
serbestlik derecesi, deneysel tasarimda diklik, dik polinomlar gibi anlagilmasi oldukga zor
olan kavramlara sadece cebirsel bakis agisindan anlam yiiklenebilmektedir. Diger taraftan
yiiksek seviyedeki istatistik derslerinde de matematik o derece sofistiktir ki matematikgi
olmayanlarin takip etmesi neredeyse olanaksizdir. Bu nedenle, bu iki ekstrem durum
arasinda bir kdprii kurulmasi aradaki boslugun tamamlanmasi gerekmektedir. Bu amact
gerceklestirmenin en uygun yolu da geometrik yaklasimdan faydalanmaktir. Istatistikte
geometrik yaklasimm kullanilmasinin baska bir bakis agisindan gerekgesi de beynin sol
yarisinin(hemisfer) ayrik, sembolik (dolayisiyla cebirsel) isleyisten sorumluyken, sag
hemisferin konumsal gorsel (dolayisiyla geometrik) isleyisten sorumlu olmasina
dayanmaktadir. Bu sebepten sadece cebirsel mantik kullanmak beynimizin yarisini

kullanmaktan vaz gegmek anlamina gelmektedir.
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Geometrik yontemin kullaniminda biri gézlem vektorii digeri model uzay1 olmak
tizere iki temel malzeme; ve gézlem vektoriiniin model uzayina projeksiyonu ve de Pisagor

Teoremi’nin uygulanmasi olmak tizere iki tane de temel islem gerekmektedir.

Model uydurmak i¢in Y vektdrii (y=(yy_,Yn)" ) M alt uzayi lizerine projeksiyon

yapilmaktadir. Uydurulan model parametreleri icin hipotez testlerinin yapilmasi icin ise
pisagor teoremi kullanilmaktadir. Test istatistikleri ilgili kareli uzunluklarin ortalamalarinin

karsilagtirilmas: mantigina dayanmaktadir.

Ozetle veriden elde edilen y ve modelden ¢ikarilan M malzemeleri ile
projeksiyonlar ve Pisagor Teoremi’nin uygulanmasi geometrik analiz i¢in yeterli

olmaktadir.

Amacin B’ nin tahmin edilmesi ve hipotez testlerinin yapilmas: olan

y=XB+hata seklindeki regresyon modelinde veri kiimesi y=(y; ,Y,)"’ niin n boyutlu
oklid uzayr R"™de, parametre vektori,. B=(By,B;,....8c) 'niin de R¥da oldugu

varsayillmaktadir. Burada k<n olmak tizere X nx p boyutlu matristir. f min tahmininde

kullanilan yontemlerden en yaygini olan EKK metodu da hata vektoriiniin uzunlugunun

minimize edilmesine dayanmaktadir.

Bu calismada oncelikle istatistikte geometrik yaklasim igin literatiir taramasi
yapilmistir. Daha sonra istatistik ve olasiligin temel kavramlarinin geometrik anlamlarina
kisaca deginilerek regresyon analizinin geometrisi asagida verilen sirada irdelenmistir.

1) Sapka (Hat) matrisi geometrik yoldan tiiretilmis ve projeksiyon matrislerinin

istatistikteki dnemi vurgulanmustir.

2) (y-Y) vektorii ve bulundugu uzay dik bilesenlerine ayristirtlmstir.

3) Klasik Dogrusal Regresyon Modeli (Gauss-Markov) varsayimlarinin

geometrik anlami ve varsayimlarin geometrik ifadelerinden yararlanilarak
Bbulunmus, ﬁo ve [§1 ’in geometrisi gosterilmistir.

4) Belirginlik katsayisi R? geometrik yaklasim kullanilarak tiiretilmistir.
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Ozetle bu galismanin amaci, EKK Tahmin Y&nteminin ve Regresyon Modeli’nin

geometrik olarak ele alinmasi ve incelenmesidir.

2. ISTATISTIKTE GEOMETRIK YAKLASIMLAR

Istatistikte cebirsel yaklasgimin ¢ok daha yaygin olarak kullanildigi gergeginin
inkar edilememesi ile birlikte geometrinin ara¢ veya amac olarak kullanildigi son derece

onemli ¢alismalar da bulunmaktadir.

Herr(1980) makalesinde istatistige geometrik yaklasimin tarihinden bahsetmis ve
kendisi de bir &rnek olarak s?nin dagilimim geometrik yaklagimla tiiretmistir[1]. Herr
makalesinde Fisher(1915), Barlett(1933-34), Durbin ve Kendall(1951),
Kruskal(1961,1968,1975),Zyskind(1967) ve Watson(1967)’un geometrik ifadeleri veya
geometriyi kullanmalari hakkinda kisa yorumlar da yapmistir([2],[31,[4],[51,[61,[ 71,[81,[9]).

Fisher (1915) makalesinde iki degiskenli normal dagilimdan ¢ekilen n birimli
ornek icin korelasyon katsayilarinin dagilimi ile ilgilenmis ve yaklasiminda sadece

geometrik ifadelere yer vermistir[2].

Barlett(1933-34) makalesinde n boyutlu 6rnegi n boyutlu vektér olarak
diisinmenin avantajlarindan bahsetmesinin yani sira Latin kare tasarimi igin geometrik

ifadeler kullanmigtir[3].

Durbin ve Kendall (1951) makalelerinde tahmin geometrisinden bahsetmisler,
Ornek ortalamasmin minumum varyans ve sistematik hatasizlik ozelliklerini geometrik

olarak ifade etmiglerdir[4].

Kruskal(1961) makalesinde Gauss-Markov (dogrusal en kiiciik kareler) tahmini
icin geometrik yaklagimlar 6nermis ve diger dogrusal modeller i¢in de benzer ¢alismalarin
yapilmasint iimit ettigini belirtmigstir. Kruskal’da Barlett(1933-34) gibi c¢alismasinda

analitik geometriden faydalanmistir[5].
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Zyskind (1967) makalesinde en kiigiik kareler tahmincisinin ayn1 zamanda BLUE

tahminci oldugunu ifade etmek i¢in analitik geometriden faydalanmistir[8].

Watson (1967) makalesinde EKK regresyonunu geometrik ifadeler kullanarak
anlatmis ve hata vektorlerini incelerken varyans kovaryans spektral ayristirmasini

kullanmistir[9].

Kruskal (1968 ve 1975) makalelerinde de dogrusal modellere analitik geometrik
yaklagim i¢in ayrintili disiiniilmiis Ornekler sunmustur. Kruskal(1975) makalesinde
genellestirilmis tersler i¢in analitik geometrik yaklagim kullanmig[7], (1968) makalesinde

ise Zyskind (1967) gibi EKK tahmincisinin BLUE 6zelligi iizerine yogunlagmistir[8].

Bu makalelerin yani sira Seber (1977), Scheffe (1959) geometrik yaklasimi
kullanan kitaplar yazmuslardir[10,11]. Ustelik Scheffe(1959) saf geometrik bir kitabin

deger gormeyecegini diisiiniiyor olmasina ragmen boyle bir girisimde de bulunmustur.

Konularina kisaca deginilmis olan bu g¢aligmalarin disinda Seely(1970a,1970b),
Seely ve Zyskind(1971),Cleveland (1971),Burdick v.d. (1974), Haberman (1975), Herr
(1976) ve Eaton (1970) makalelerinde analitik geometriyi kullanmiglardir. Swindel(1974),
Schey(1985), Morgolis(1979), Bryant(1984)’ da Kruskal (1961)’in istegini yerine getirerek
istatistik kavramlara geometrik yaklagimlar onermislerdir
([121,[13],[14],[15],[16]1,[17],[18],[19],[20],[21]). Bryant(1984) istatistik kavramlarin
koordinattan bagimsiz ve analitik bigimler, vektor uzaylari olmak iizere geometrik
ifadelerini, istatistik ifadelerini ve olasilik ifadelerini birlikte gdsteren bir tablo hazirlamis

ve bazi istatistik yontemlerin geometrisinden de bahsetmistir[22].

Kendall (1961) istatistigi geometrik diisiinmenin temellerini drneklerle agiklayan
temel bir kitap yazmuistir[23]. Bunun yani sira 6zellikle ¢ok degiskenli istatistik yontemlerin
sadece geometrik yaklasimla anlatildigt Wickens (1995)’m kitab1 sadece geometrik

diistinmenin son dénem &rneklerinden biridir[24].
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Kruskal’in geometrik ¢aligmalarint yapmak i¢in kendisinden ilham aldigi Saville
ve Wood (1986) da makalelerinde daha 6nceki makaleleri de referans gostererek, n boyutlu

geometriyi kullanarak istatistik 6gretmenin yontemlerinden bahsetmiglerdir[25].

3. BAZI TEMEL ISTATISTiK KAVRAMLARA GEOMETRIK
YAKLASIMLAR

3.1 GOZLEM VEKTORU

n birimlik veri kiimesi, n boyutlu 6klid uzayr R"de bir istatistiksel vektor

tanimlamaktadir([26],[27]). Sekil 1°de Si1, Sz ve Sz olarak adlandirilan {i¢ birimden olusan

bir veri seti igin ve Y gozlem vektorleri gosterilmektedir.

A
X X Y )
S % 7/1 )
o { Sa2 Ko )‘
Y < )
& | X, % . "
-~ 7
152-
(a (b)

54

Sekil 1. (a) Gozlem vektorii (b) Serpilme Diyagramm

Sekil 1(b)’deki veri seti degisken uzayinda bir serpilme diyagrami ile de
gbsterilebilmektedir. Sekil 1(a)’daki kisi veya obje uzayr R®de ise degiskenler vektor
olarak gosterilmektedirler. Serpilme diyagramlarindan degiskenler arasindaki iligkiler (
dogrusal-egrisel-iliski yok) belirlenebilirken, soldaki goézlem vektorlerinden hareketle
degiskenlerin varyanslar1 ve aralarindaki korelasyon katsayisi hakkinda bilgi

edinilebilmektedir.
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3.2 ORNEK ORTALAMASI
n birimli 6rnegin ortalamasi, Y goézlem vektorinin J=(11,...1)" vektoriine

projeksiyonundan elde edilmekte (Sekil 2) ve merkezilestirilmis degiskenler veya vektorler

kiiglik harfle gosterilmektedir ().

S

T

ﬁ
Y _25% '
\ \j’ j:(": “14)

S

\

S,
Sekil 2. Ornek Ortalamalarinin Bulunmasi
3.3 ORNEK VARYANSI
—\2 2
) X -X)' [X-P;(X) _
Omek  varyansi=s2 = Z(nl 1 ) =| nJ 1 | oldugundan, (X—X)

vektoriiniin  uzunlugunun Kkaresinin (n-1)’e boliimii olmaktadir. (X—)_() = X olarak
gosterilirse |7(| =(n-1)s, oldugundan bir vektérin uzunlugunun bu vektoriin standart

sapmasiyla orantili oldugu goriilmektedir[28]. Bu bakimdan Sekil 1’de oldugu gibi gézlem
vektorlerinin uzunluklar standart sapmalar1 hakkinda bilgi saglamaktadir. (n-1) katsayisi
R™deki her gézlem vektorii i¢in ayn1 oldugundan bir vektdriin uzunluguna ilgili degiskenin

standart sapmasi goziiyle bakilabilmektedir.
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3.4 KORELASYON KATSAYISI
Y _ inyi
I (x> v?)

katsayis1 merkezilestirilmis iki degisken yani J vektdriine projeksiyonlarm gozlem

oldugundan  korelasyon

XXt

ryy =08 Z£(X,y)=cos0= |

vektorlerinden ¢ikarilmasiyla elde edilen vektorler arasindaki aginin kosiniisii olmaktadir.

-
X

X-—?j(x)

Sekil 3. Korelasyon Katsayisi

4. PROJEKSIYON MATRISINE GEOMETRIK YAKLASIM

Projeksiyon matrisleri regresyon analizi, varyans analizi, diskriminant analizi ve
faktor analizleri basta olmak iizere istatistik analizlerin ¢ogunda kullanilmaktadir[29].
Bundan dolay1 bu bolimde projeksiyon matrisi geometrik olarak elde edildikten sonra
ozellikleri ilgili teoremleriyle birlikte verilecektir[30]. Temel istatistik yazinda projeksiyon
matrisleri en fazla regresyon analizinde kullanilmakta ve H (sapka) projeksiyon matrisini
gostermek iizere sadece H=X(X'X)?X' ve Y=HY , e=(I—H)Y olduguna
deginilmektedir. Burada X ; nx (p+1) boyutlu bagimsiz degiskenler matrisi ve p de

bagimsiz degisken sayisini ifade etmektedir.
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Sekil 4:Projeksiyon Matrisinin Elde Edilmesinde Kullanilan Geometrik
Kavramlar [30]

Sekil 4’deki E3 uzayindaki P diizlemi by ve b, noktalarindan ve orjinden
gecen bir diizlem olsun.
B = by, bz, 0 ] oldugundan rank (B) = 2’dir.

Orjinden a noktasina dogru pargasma £ diyelim. (a # 0) £’nin bitis noktasindan P
diizlemine bir dikme indirelim. Bu dikmenin P diizlemiyle kesistigi noktaya c¢ diyelim.
O’dan c’ye dogru parcasi €p’ye, €’nin P’ye ortogonal(dik) projeksiyonu denir. Eger ac
dogru pargas1 P’ye dikse, P’deki her dogruya da diktir. Eger P diizlemi bi ve by gibi iki
noktayla tammlanmigsa, dogrultu vektorii a-c olan, c’den a’ya dogru parcasi, O ve by
noktalarindan gegen ve O ve b ; noktalarindan gegen dogrulara da dik olmak zorundadir.
Yani;

(a—c) b, =0 ve (a—c) b, =0 )

P lizerindeki her nokta y = A1 by + A2 by olarak yazilabildiginden ¢ noktasi da

c= kibl + 7»*2b2 olarak yazilabilir. c noktasini (1)’de yerine koyalim.

Buradan 7:1 ve 7\,*2 dolayisiyla ¢ ve €’nin P’ye projeksiyonu olan £

bulunabilmektedir.
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Teorem 1( R" icin Genellestirme)

P" = En’de orjinden ve by, by, ...., by noktalarindan gegen bir diizlem olsun.
B=[b,,b,,...b,] rank (B) =k

£* : a’dan c’ye dogru pargasi P\" diizlemine diktir. Dolayisiyla diizlemdeki her bir

dogruya da dik olacaktir.

£*’in denklemi :

y=2X(c-a) + a ; 0 <A <1 seklinde yazilabilir. £* i¢in yon vektorii (c-
a)’dir.

(c-a)b, =0

(C—a)'bz H ' _ ! s S ..

| ise c'b;=a'b; i=12,...k veyamatris gosterimiyle
(c-a) b, =0
c'B=a'B 2

¢, P« diizlemi iizerinde bir nokta olacagindan
k
c= inbi veya c=BA ; A=Ay, hp, b ]
i=1
c’yi (2)’de yerine koyalim:
A'B'B=a'B
B matrisi k rankli nxk boyutlu oldugundan, B'B tekil degildir.
A'=a'B(B'B)" ve
c=B(B'B)'Ba A3)
(3) denklemi c=Ha olarak ifade edildiginde H matrisi
H=B(B'B)"'B’ 4)
geometrik olarak tiiretilmis olmaktadir. Projeksiyon (hat) matrisi = H = H’ ve H = H?
ozelliklerini saglayan simetrik ve idempotent matristir. Asagida projeksiyon matrislerinin

serbestlik derecesi ve bagimsizlik gibi bazi istatistik kavramlarin acgiklamasinda

kullanilabilecek ilgili 6zellikleri teoremleriyle beraber verilmektedir.

Teorem 2 : Anxn Simetrik idempotent matris olsun.

Bi, By, .....,.Bk: nxn negatif olmayan matrisler olsun.
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k

I=A+> B, ®)
i=1

oldugunu varsayarsak

AB; =B;A=0 i=12,..k (6)

olur.

Ispat : (5) denklemini soldan A ile carpalim.
A=A?+ Z AB, )
A idempotent oldugundan A% = A’dur.

k
D AB; =0 ve buradan AB; =0 i=12,...k olmaktadr.
i=1

Teorem 3 : Bnxn idempotent matrisin ranki n ise, B = I’dir. Eger B ranki n’den kii¢iik olan
simetrik idempotent matris ise B matrisi pozitif yar1 tanimlidir.
Ispat : Eger B’nin ranki n ise Bt mevcuttur.
B2 = B soldan B ile carpilirsa
B =1olur.

Teorem 4 : B matrisi nxn ve ranki p olsun. B idempotent matrisse, her biri 1’e esit olan p
tane sifir olmayan karakteristik kokii vardir.
ispat : x #0 olsun.
Bx = Ax soldan B ile ¢arpalim.
B (BX) =B =X (Bx) =A (AX) = A*x
B idempotent oldugundan B = B2
M x=B%x=Bx=2Ax
A(A-1)x=0

} indempotent matrislerin 6zdegerleri 0 ve 1°dir.

Teorem 5 : rank (B) =iz (B) = Zki =p
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Teorem6 : B nxn simetrik idempotent matris ise ve i’nci diagonal eleman1 0 veya 1’e
esitse, i’nci satir ve i’nci siitundaki diagonal dis1 elemanlar sifirdir.

Ispat : B? = B oldugundan bys? + b2:% + b3:? = by olmaldir.

Ornek : m < nolan nxm X matrisini
X= [X1 X2] seklinde tanimlayalim.
Xi=nxmp  Xy=nxmy olsun.
A =1-X(X'X)*X’

’ 71 ’
A, = xl(xl xlj X, ise 1=A, +A, +A; olmaktadur.

’ 71 ’
A, = x(X'x)*lx:xl(xl xlj X,

Ornek :

Zn:Yiz =nY? +Zn:(Yi ~Y) veya
= i

Y'Y =Y'AY+Y'A,Y seklinde A, ve A; indempotent matrisleri kuadratik
formlarin ayristirilmasinda kullanabilmektedirler. Burada

A; +A, =1 olmak iizere

1 1
Al==JveA,=1-=1
1T 2 n
iz(Al):iz(le:Eiz(\J):l
n n

iz(A,)=n-1 ve AA, =0.

4.1 PROJEKSiYON MATRISININ REGRESYON
ANALIZINDE KULLANIMI

Projeksiyon matrisleri biitiin dogrusal modellerin, dolayisiyla regresyon analizinin

A

ve serbestlik derecesi mantiginin anlagilmasinda oldukga faydali oldugu gibi Y ve e

vektorlerinin dogrudan hesaplanmasinda da kullanilmaktadir[31].
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x y
5 1 2
5 2 8
S 3 5
y= 2+1 5);

Model Kareler Serb estlik Kareler F P
Top lamy derecesi | ortalamas

Regresyon 45 1 45 0333 | 0667

Kalints 135 1 13.5

T oplam 18 2

Sekil 5: Regresyon Modelinin ve Pisagor Teoremi’nin Regresyon Analizinde
Kullaniminin Uc¢ Birimlik Varsayimsal Bir Ornek icin Geometrik Gosterimi

2 Sekil 5’deki varsayimsal 6rnek iizerinden regresyon analizinde kullanilan
projeksiyon matrisleri bulunacak ve regresyon analizinin geometrisi projeksiyon

matrisleri yardimiyla anlatilacaktir. Sekil 5’teki drnekte:

11 2 1
X=|1 2 Y=|8 J=11]| olmak tzere:
1 3 5 1

0.333 0.333 0.333
P1=J(39)"J'={0.333 0.333 0.333| :Y’'nin J iizerine projeksiyonunu
0.333 0.333 0.333
saglayan matris;
buradan iz(P1)=rank(P1)=0.333 + 0.333 + 0.333=1"dir.
0.833 0.333 -0.167
H=X(X'X)"X'=| 0.333 0.333 0.333 | : Y’nin X uzayma projeksiyonunu
-0.167 0.333 0.833
saglayan

matris; buradan iz(H)=rank(H)=0.833+0.333+0.833=2"dir.
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05 0 -05
P2=H-P1=| 0 0 O
-05 0 05

buradan iz(P2)=rank(P2)=0.5+0+0.5=1"dir(regresyon kareleri toplami i¢in
serbestlik derecesi).

0.167 -0.333 0.167
P3=1-H=|-0.333 0.667 —0.333|: Y’nin hata uzaymna projeksiyonunu
0.167 -0.333 0.167

saglayan matris; buradan iz(P3)=rank(P3)=0.167+0.667+0.167=1"dir (hata kareleri toplam1

i¢in serbestlik derecesi).

|H| =0 dir.
1 1
H’in 6zdegerleri=| 1 |, P1’in 6zdegerleri=| 0 |,
0 0
1 1
P2’nin 6zdegerleri:= | 0 |, P3’lin 6zdegerleri=| 0
0 0

Bir vektdr veya matrisin olusturdugu alt uzaya projeksiyonu kendisidir:

1
HI=|1|, H|2
3

1 13

11

HX=X=[1 2
0
P1+P2+P3=(0 1
0

— O O
II

1
0
0

y=Ppx=P2Y = 2498*10‘15 e=P3Y=| 3
15 -15

{

Y=PLY+P2Y=HY=| 5 | : Y vektdrii bulunmus olmaktadir.
6.5

2
Y =PLY +P2Y +P3Y =| 8| Y vektorii bulunmus olmaktadir.
5
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Biitiin bunlardan hareketle Y’nin bulundugu n=3 boyutlu uzay projeksiyon

matrisleri yardimiyla birbirine dik 3 alt uzaya pargalanmis olmaktadir. Alt uzaylarin

birbirine dik olmas1 Pisagor Teoremi’nin kullanilmasina olanak saglamaktadir.

z (y-Y) g Z I-v)2 + z (y—¥)? cebirsel ifadesinin geometrik anlami

hipoteniis? = (dik kenarlarin uzunluklarmin karelerinin toplami) seklindeki pisagor

teoreminden sekil 5’te goriildigii gibi

(\/E )2 = (\/E )2 + (\/ﬁ )2 olmaktadir.

5. TEK DEGISKENLi REGRESYONDA PARAMETRE
TAHMINLERININ GEOMETRIK YOLDAN TURETILMESI

Parametre tahminleri tiirev kullanmadan geometrik olarak tiiretilebilmektedir.

3

:zgj;

Sekil 6: Tek Degiskenli Regresyonun Ortalamalardan Farklar Cinsinden
Geometrik ifadesi

Y =a+bX modeli merkezilestirilmis degisken vektorleri kullanilarak
§/: bX olmaktadir. Kalint1 vektorii ise ;
€=y-y  &=y-bx seklinde ifade edilmektedir
Sekil 6’dan da goriildigii gibi,
6Ly VeELlX= %.(y—bx) =0
X.y—b(XX) =0 veya

—b%|* =0

xi
<

b= XY ZX_,)Q bulunmaktadir.
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Not : Normal denklemlerden Bove [31 bulunurken kullandigimiz iki kisit
(KDRM varsayimi) vardir.

1) Z:xiei =0 (x Le) x'ler ve e'ler korelasyonsuz veya Cov (x; . &;) =0

2) Zei =0 (e vektdrii regresyon diizlemine dik oldugunda 1 vektdriine, X
vektdriine ve bunlarin dogrusal kombinasyonu olan vektérlere de diktir, yani € 1
vektoriine de dik oldugundan Zei =0dir.)

€
Te=[1 1 1]/e,|=0=3e; =0
€3

6. UYUM iYIiLiGIiNIN OLCULMESI

A4

N
> 5
R 3 9 z
Sekil 7: Giiglii ve Zayif Uyum lyiliginin Geometrik ifadesi
1)R=cos< ()7)7) Uyumun 1. dlgiisii yve§/ arasidaki agidur.

2) Her zaman i¢in ‘):/‘ < |)7| kurali gegerlidir. Fakat ):/ vektoriiniin uzunlugu Y

vektoriiniin uzunluguna yaklagtikca uyum artmaktadir.

<l

R=cos Z (§,¥)= !

=

y

=R}y

-2
5| +[ef* =T
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Ssregresyon + SSkalinn = SStopIam
R 2 _p2
SSregresyon = M =R |Y| =R"SSp1am

SSkana = [6]” = (L~ R?) SSioptam

7.REGRESYON SABITI

Sekil 8: Regresyon Sabitinin Tiiretilmesinde Kullanilan Geometri

Il
<
=
+
<l
s
L <]t
Il
O
Xi

Y=(@+bX).i+bx ve Y
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@+bX).i=Y.1

a=Y -bX olmaktadir.

8.COKLU REGRESYONDA PARAMETRE
TAHMINLERININ GEOMETRIK YOLDAN TURETILMESI
@ = a.1+bl>—(l +b2§<2 +""+bp>—(P

9 = bl)_{l + bzy(z +....+ bp)_{p
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3 A

o

@ 7

VL x
|

Sekil 9: Merkezilestirilmis Degiskenler icin Coklu Regresyon Geometrisi
)_{l'é = 0
%;.(y-9) =0
X[y — (biXy +byX,)] =0
XY —b;(X1X1) —b,(X;.X,)=0 ve X;,X, Le i¢inbenzer denklemler

yazilarak ;

by (Ry%y) + 0, (%, %,) = %.¥

bi (%i%y)+ b, (%y %y) =% Bu iki denklemden b1 ve b2 bulunur.

X5)—(X,Y)(X1.X3) (8)

(Xl'il)(XZ'XZ)_(Xl'XZ)Z
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_ (Ko ¥R Xq) = (X 9)(X 5 X5)
b= —=————=—— — 9)
(X X)X X5) = (X1.X3)

Y =al+bX; +b,%, +..4+b,X,
V |, 'deki merkezilestirilmis degiskenlerin regresyonu ile by, by, ...., by belirlenir. a

katsayis1 Y ve Y vektorlerinin V'deki projeksiyonlarini ayn1 yapacak sekilde

secilmektedir.

9.COKLU KORELASYON KATSAYISI’NIN GEOMETRIK
YOLDAN TURETILMESI

Vix 3

!

| |
| |
| |
| |
| |
L J

Sekil 10 : Coklu Regresyonda Coklu Korelasyon Katsayisinin Tiiretilmesinde
Kullanilan Geometri

L

R=cos £ (V,¥)=—

1Y

9.9 = (by%y + bRy +...4+ b, X,).Y

= by (%1.9) +b5 (X9) +...4by (X))

-2
M = by (%0.9) + by (R 3) +.. 4B, (X, F)
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~2
R2 = M _ by (X1.y) + by (X2.¥) +...+ bp(Xp,y)

Iy vy
12
|Y| = SStoplam
~ 2 2
y = S'S'regresyon =R -Sstoplam

12
|e| = Sskahah = (1_ Rz)sstoplam

Sstoplam = SSregresyon + SSkalmu

10. STANDARTLASTIRILMIS REGRESYON
KATSAYILARI (BETA KATSAYILARI’NIN GEOMETRIK
OLARAK TURETILMESI

Standartlastirma sonucunda vektorlerin yonii degismemekte fakat uzunluklari
degismekte ve birim uzunlukta olmaktadirlar. Elde edilen standartlastirilmis vektorleri (8)
ve (9) denklemlerinde yerlerine yazildiginda
GG GRS BN % K (B COE S N

blZ
1-(%y.%,)? 1- (%, %)

edilmektedir.

Bu denklemlerde uzunluklar 1 oldugundan i¢ ¢arpimlar korelasyonlari verdiginden

b z _ I'le _rxz)"rxlxz ve b z _ rxzy _rxly'rxlx2
1 =T y =

2 2
1- M, 1- M,

haline gelmektedir.

R2= b (%,.9) +b," (X,.9) +..+ b (X, 9)

cos £ (Xj, ):/) bilesen yiikii olarak tanimlanirsa
Xy Xy Xy cos (X, )

— = — = = olmaktadir.
Rl§) ls) olRs R

cos £ (Xj,f/) =
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11. SONUC VE TARTISMA

Bu ¢aligmada regresyon modeli ve varsayimlarimin geometrik ifadeleri verilmis ve
anilan geometrik ifadeler kullanilarak parametre tahmincileri elde edilmislerdir. Regresyon
modelinin testi i¢in de yine geometriden faydalanilmistir. Calismada koordinattan bagimsiz

geometri kullanilmustir.

Regresyon analizine geometrik yaklasimda model, varsayimlari kullanilarak
geometrik olarak olusturuldugundan, geometrik yaklasim modelin ve varsayimlarinin daha
iyi anlagilmasini saglayabilmektedir. Ayrica bu ¢alismada projeksiyon vektorleri yerine,
projeksiyon matrisleri kullanilarak hipotez testi de dahil olmak {izere regresyon modelinin
ve regresyon analizinin olusturulma mantigi ve felsefesi bir biitiin olarak tartisiimis

olmaktadir.
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OZET

Bu c¢alismada, 1-960 keV enerjili pozitronlarin Aliiminyum ortamda Monte Carlo
yontemi ile dogrudan takibi yapilmistir. Hazirlanan Monte Carlo programu ile 1- 6.2 keV
disiik enerji bolgesi ve 159-960 keV yiiksek enerji bolgesinde cesitli kalinliklardaki
aliminyum ortamlardan pozitronlarin ileri ge¢is olasiliklart hesaplanmig ve deneyle uyumlu
sonuglara varilmistir. Bu ¢aligmada 50 eV - 1 MeV enerji araliginda gecerli olan esnek ve
esnek olmayan sagilma igin tesir kesitleri hesaplanmistir. Tek tek carpismalarin izlendigi
bir Monte Carlo programi hazirlanarak c¢esitli kalinliktaki aliiminyum filmlerden
pozitronlarm ileri gegis olasiliklart hesaplanmustir.
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1. GIRIS

Yiiklii parcacik - atom garpigsmasi, ¢ok pargacik problemi oldugundan, ¢6ziim icin
biitiin enerji bolgelerinde gecerli tek bir tesir kesiti ifadesi bulmak miimkiin degildir. Bu
nedenle farkli enerji bolgelerinde farkli yaklagimlar kullanilmaktadir. Yiiksek enerjili
yiiklii parcaciklarin ortam i¢inde izlenmesinde, bu parcaciklarin kesilme enerjisine
gelinceye kadar yapacaklar1 carpismalarin sayist onbinlerce oldugundan, genellikle coklu

sacilma yaklagimi kullanilir.

Bu ¢alismada Monte Carlo programi kullanilarak degisik enerjiler ile aliiminyum

filmlere gelen pozitronlarin ileri gegis olasiliklar1 hesaplanmisgtir.

2. MONTE CARLO METODU

Olasiliga dayanan sayisal bir hesap yontemi olan Monte Carlo yonteminde
geligigiizel sayilar rol oynar. Sonuglart belirli veya olasilig1 olan problemlerin gelisigiizel
sayilarla yapilan deneylerle ¢oziilmesi icin geligtirilmis olan yontemlere Monte Carlo
yontemleri adi verilir. Bir veya birka¢ gelisigiizel say1 gekip, bu sayilarin degerlerini
kullanarak veya onlara karsilik gelen bazi degerlere gore bir olay hakkinda sonuca varmak,
bir Monte Carlo deneyi meydana getirir. Tavla oyununda zar atilmasi bu tip bir deneydir.
Bu deneysel yontemler ¢ok genis bir uygulama alant bulmusglardir. Niikleer miihendislik,

biyoloji, fizik, kimya, sosyal bilimler alanlarinda gesitli uygulama 6rnekleri vardir.

SOZDE GELISIGUZEL SAYI URETECLERI

Monte Carlo yonteminde hesaplamalarin ¢ogu, diizgiin dagilimli, degisik

istatistiksel testleri saglayacak (0,1) acik araliginda tekrarlanabilir “sozde gelisigiizel
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sayilar’a dayandirilir.  Sayilar bilgisayarda tamamen belirli bir yontemle iiretilir ve

gercekte gelisigiizel degildirler. Bu nedenle bu sayilara sdzde gelisigiizel sayilar ad1 verilir

[1].

Gelisigiizel say1 iiretmek i¢in kullanilan ilk yontem, Von Neumann’in “karenin
ortast yontemi” dir. Bu yontemde ikiden ¢ok basamakli bir baslangi¢ sayisinin karesi
hesaplanip elde edilen saymin ortadaki a tane rakami alinir. Boylece devam edilerek bir
sozde gelisigiizel say1 dizisi elde edilir. Baslangi¢ sayisi ve kullanilan sayi tabaninin bazi
degerleri i¢in iyi sonuglar alinmig olmakla birlikte, sayilarin tekrarlanma olasilig: yiiksektir.

b}

Bu nedenle “carpimli uygunluk yontemi ” gelistirilmistir. Bu yontem ile gelisigiizel

sayilar,
I,,=al;+c (modm)
(2.1)

algoritmasi ile elde edilirler. Burada I ve a pozitif tam sayilar ve m bu sayilardan biiyiik

olan baska bir pozitif tam sayidir [1].

Monte Carlo benzetisimi, karmagik olaylari art arda basamaklara ayirir. Her bir
basamakta belirli olasilik yogunluk fonksiyonuna gore miimkiin degerler i¢inden belli bir
sonug segilir. Bunu yapmak i¢in, diizgiin dagilimli gelisigiizel sayilar farkli araliklarda,
farkli dagilimlardan 6rneklenen gelisigiizel sayilara doniistiiriilmelidir. Bu amagla yaygin

olarak kullanilan iki yontem vardir.

2.2 TERS DONUSUM YONTEMI (TEMEL ORNEKLEME iLKESI )

Bir gozlem sonucunda bir x degerinin elde edilme olasiligl, benzer gdzlemler
sonunda olusan x’lerin birbirlerine gore siklik orani olarak tanimlanir. x, her zaman siirekli
bir deger aliyorsa, x’in x ile x+dx arasinda olma olasilig1 f(x)dx seklinde verilir. burada
f(x) fonksiyonuna, gelisigiizel x degerinin “olasilik yogunluk fonksiyonu” ad1 verilir. - o0 <

X < 40 aralifinda olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) ise toplam dagilim fonksiyonu
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F(a) = jlf(x)dx

(2.2)

olarak tanimlanir. a, f(a) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip olmak {izere, a noktasina
kadar olasiliklarin integrali olan F(a) da (0,1) araliginda diizgiin dagilimh gelisigiizel
degiskendir. Ug noktalar ihmal edilerek, siirekli f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip
x degerleri asagidaki yolla elde edilebilir. q, (0,1) araliginda diizgiin dagilimli gelisigiizel
bir say1 olmak tizere ;

q=F(x)

(2.3)

aliirsa, buradan tersine ¢6ziimle

x=F(q)

(2.4)

(2.4) dekleminden istenilen x degerleri elde edilebilir [2].

2.3 REDDETME YONTEMIi

F(x) dagilim fonksiyonu calisilamayacak kadar karmasik yapida olabilir. Bu
durumda denklem (2.4) ’teki gibi fonksiyonun tersini elde etmek miimkiin olmaz ve

reddetme yontemi kullanilir[2].

3. YUKLU PARCACIKLARIN BiR ORTAMDAN GECIiSi
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— | @%oelA

e

7t

Sekil 1 ince bir levha iizerine gelen parcacik demeti .

Dilim bir ortama giren paralel tek enerjili bir pozitron demetini ele alalim. Ortama
dik olarak gelen pargacik ya geri yansiyacaktir ya ileri gegecektir ya da ortam iginde
etkilesme yapacaktir. Ortamda hareket eden pargacik; gelis enerjisi Ek, yer koordinatlari
X, y, z ve dogrultu koordinatlart o,B, v ile karakterize edilir[3]. Belli bir Ex enerjisi ile
ortama dik olarak giren pozitron giris dogrultusunda ilk carpismadan once belli bir yol
alir. Buyol “serbestyol” olarak adlandirilir.

Pozitronun etkilesme yapmadan aldig1 yola I dersek 1 ile 1+dl arasinda etkilesme yapma
olasihgr , | = Ioe"‘ ! ifadesine gore p =nc ve q (0,1) arasinda diizgiin dagilimli

geligigiizel say1 olmak iizere

I
PMdl =—u—dl |
o
3.1
dir.
Denklem (2.2) ye gore olasilik fonksiyonu
1 1 1
[Pl =[- e dl = | (3.2)
0 0 0
olur.

(2.3) ve (2.4) denklemlerinden
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g=e* — Ing=-ul

I_-Inq
1l

3.3)

elde edilir[3]. Burada , u(cm™) toplam makroskobik tesir kesitidir.
Pozitronun etkilesme tiirleri; esnek sagilma, esnek olmayan sagilma, yok olma ve

bremsstrahlung 1gimast olarak verilebilir. Esnek sagilma makroskobik tesir kesiti pe ,

esnek olmayan sac¢ilma makroskobik tesir kesiti pi, yok olma makroskobik tesir kesiti a
ile gosterilirse toplam makroskobik tesir kesiti

H = “e + Hi + “a

olur.

q yeniden iire-tilen gelisigiizel say1 olmak iizere, pozitronun etkilesmesinin ;

O<g<p./p ise esnek sagilma,

He/u<qg<(pe+p)/p

ise esnek olmayan sagilma,

(Me+1)/u<g<(pe+p+u,)/ 1

ise yok olma olduguna karar verilir[3].

3. ALUMINYUM ORTAMDA POZITRON TESIiR KESITLERI
HESABI

Aliminyum ortamda pozitronlarin esnek sagilma makroskobik tesir kesit
hesaplarinda 10 keV — 1 MeV enerji araliginda Rutherford* un sagilma teorisine dayanan

asagidaki esitlik kullanilmigtir :

SOk, (0.E,) do

2
0,E )=nZ%’ 2 1-p
He(0.E) o T (1—cosB +21)° o

O e 3

Esnek olmayan sagilma makroskobik tesir kesiti hesaplarinda Liljequist tarafindan onerilen
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m,c® <& | 1 W, 1 1
u, = nz,2nr,’ °2C P In{—'} Lt
B i=1 VV| Qmin

Esitligi 50 eV — 100 keV enerji araliginda kullanilmistir[4]. 100 keV — 1 MeV
enerji aralig1 icin bu fonksiyonun extrapolasyonu alinmustir.
Yok Olma igin Heitler’ in [5] onerdigi mikroskobik tesir kesitinden makroskobik tesir

kesitine gegis yapildiginda

2 2
nr, |y +4y+1 Y+3
w,=n 71 In [y+w/y2—l] —

v+l y° - Jyi-1

elde edilen bu ifade kullanilmistir.

Her etkilesme noktast i¢in pozitronun z koordinati

z<0
(4.1)
sarti ile kiyaslanir. Eger bu sart saglanirsa pozitron geri yansimustir. “Geri yansiyan
pozitron” olarak saydirilir ve enerjisi kutulanir. Yeni bir pozitron izlenmeye baslanir. Bu
sart saglanmazsa pozitron, enerjisi belli bir kesilme enerjisinin altina diisene kadar izlenir.
Ayrica z ekseni  Z = d diizlemi ile kestirilerek pozitronlarm belli bir kalinlig
gecme olasiliklar da elde edilebilir. Burada d ortamin kalinligidir. Bunun igin ilk serbest
yolun sonunda pozitronun z koordinatinin
z>d
(4.2)
sartin1 saglayip saglamadigma bakilir. Bu sart saglanirsa pozitron ortamdan ¢ikmustir.
“fleri gegen pozitron ” olarak saydirilir ve enerjisi kutulanir. Daha sonra yeni bir pozitron
izlenmeye baglanir.  (4.2) sarti saglanmazsa pozitron ortamin i¢indedir. Bu sebeple art

arda etkilesmelerin izlenmesi gerekir.

5. SONUC VE TARTISMA
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5.1 POZITRONLARIN DiLiM ALUMINYUM ORTAMDA iLERi GECI$
OLASILIKLARI

Diisiik enerjiler 1, 1.5,2.1,3.1,4.1,5.0 ve6.2 keV i¢in 0 - 3000 A° kalinlikta ve
yiiksek enerjiler 159, 250, 336, 960 keV igin 0 - 400 mg/cm? (=1480x10* A% kalinlikta
dilim aliminyuma dik gelen pozitronlarin ileri gecis nr olasiliklar1 hesaplanmustir.

Dilim aliminyum ortamdan pozitronlarin Monte Carlo ydntemi ile hesaplanan
gecis olasiliklart diisiik enerjiler igin Mills Wilson ‘un deneysel sonuglariyla birlikte Sekil2

‘de yiiksek enerjiler i¢in ise Seliger ‘in deneysel sonuclartyla birlikte Sekil3 ‘de verilmistir

-

=] =] o
* i Ll
v dyv o ey o by gy by g 1™

o
LY

L=

Aliimingumun kahnbg (£ )

Gekild Dilim aliiningram ortama digik enegilede (1, 1.5, 2.1, 3.1, 4.1, 50 ve 6.2 keV) dik gelen
pozitronlatn der gesig olasiiklannin kebnhZe bagh degigimlen
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4+ — 4+ Ddonte Caro

Deney

0a

o
m

o
B

159

o
5]

250

336

(=)
L]

T T T
a0 100 140 2m 250 200 240 00

(=]

Alimingumun kabnlig (mgfont

Fekild Dilitn altinitynam ottama yiksek enetjilerle (159, 250, 336 we 960 keV) dik
gelen pozitronlann et gecly olasthiklarmun kalinhga bagh degigimlen.

5.2 SONUCLARIN DEGERLENDIRILMESI

Bu ¢alismada, pozitronlarin belirli kalinliktaki aliiminyum ortamlardan ileri gecis
olasiliklarin1 veren bilgisayar programi hazirlanmistir. 1 - 960 keV enerji araliginda

pozitronlar tek tek izlenerek, deneysel ¢alismalarla uyumlu sonuglar elde edilmistir.

Temel fiziksel girdiler olarak, toplam tesir kesiti ifadeleri i¢in gesitli yaklasimlarla
hesaplanan degerler iizerine fit yapilmustir. Diferansiyel tesir kesiti ifadeleri de belli
yaklagimlar altinda elde edilmis bagintilar oldugundan, deneysel verilerle uyumlu sonuglar
elde edebilmek i¢in toplam tesir kesitlerinde yaklasik % 10 lara varan diizeltme faktorleri

kullanilmigtir.
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Mills Wilson yaptigi deneylerle 3000 A° kalinliga kadar aliiminyum, bakir,
silisyum ortamlara dik gelen 1 - 6 keV enerjili pozitronlarin ileri gegis olasiliklarini
Olemiistiir[6]. Ayn1 amagl bir bagka deneysel ¢alisma da aliiminyum, giimiis, kalay, kursun,
altin ortamlarda 159 - 960 keV enerjili pozitronlar ve elektronlar i¢in Seliger tarafindan
yaptlmistir[7]. Bu g¢aligmada ise 1, 1.5, 2.1, 3.1, 4.1, 5.0, 6.2, 159, 250, 336, 960 keV
enerjili pozitronlar aliiminyum ortamda Monte Carlo yontemi ile izlenmistir. Bu teorik

calisma sonucunda deneylerle uyumlu sonuglar elde edilmistir.

Yukarida sozii edilen sonuglar; istatistik icin diisiik enerjilerde 5000, yiiksek
enerjilerde 10000 parcacik yeterli olmasina ragmen diisiik enerjiler icin 30000, yiiksek

enerjiler i¢in ise 15000 pozitron izlenerek elde edilmistir.
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OZET

Bu calismada, Aliiminyum, Demir, Bakir, Altin, Kursun ortamlarinda, gama enerjisinin
aktarimini hesaplamak amaciyla, degisen agilarda toplam sacilma olasilig1 degerleri, Turbo
Basic programinda, niimerik integrasyon yoluyla 0.011MeV - 3 MeV araligindaki farkl

enerji degerleri i¢in hesaplanmigtir.
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1. GIRIS

Gamanin coherent art1 incoherent olarak 0-6 acisina toplam sacilma olasiliklari,
aliminyum, demir, bakir, altin ve kursun ortamlar: icin 45 farkli ag1 ve 3 farkli enerji
degerleri icin hesaplanmistir. Hesaplamalar niimerik integrasyonda Turbo Basic
programinda yapilmistir. Kiigiik ac¢1 ve diigiikk enerji bolgelerinde, diferansiyel coherent
sacilma tesir kesitinin ve atomik form faktoriiniin[ 1][2][3] ¢ok siddetli degismesi nedeniyle
niimerik integrasyonda logaritmik bolge, benzer olarak yine kiigiik a¢1 ve diisiik enerji
bolgelerinde,  diferansiyel incoherent sagilma tesir  kesitinin ve  sacilma
fonksiyonunun[1]{2][3] degisiminin siddetli olmamasi nedeniyle niimerik integrasyonda

lineer bolge se¢imi yapilmistir.

2. SACILMA OLASILIGI

Gamanin coherent veya incoherent sagilma sonucunda , 0-0 agisina toplam sagilma
olasilig1 tanimu yeteri sikliktaki enerji bolgeleri i¢in elde edildiginde, gama takibinde biiyiik
kolaylik saglamaktadir.

Toplam sagilma olasilig1 kesikli ag1 degerleri i¢in hesaplanir ise, belli bir ag1
degerinde ag1 aralifina sagilma olasiligl, bu araligi sinirlayan agilar igin toplam sagilma
olasiliklarinin farki olarak elde edilir.

Gamanin 0-0 agisina toplam sagilma olasiligi,

(d Gcoh+ d Ginc)
Ptop == (21)

d Gcoh + d Ginc)

O N | O —y
—_

2

e 2 el |t 2 2, k*(L-cos@) .
z[ﬂ:?(brcos HIF(X,Z)] }+{7[1+k(1—c059)] |:1+COS 9+7)}S(X,Z):‘}.2nsm6d€ (2 2\

1+k(1-cos@

Pop=

Owont Oinc
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denklemleri ile tanimlanmaktadir. Denklem (2.1)’de, docoh; atom basina diferansiyel
coherent sagilma tesir kesiti, doinc; atom bagina diferansiyel incoherent sacgilma tesir
kesitidir[1][2][3]. Denklem (2.2)’de, 6; sagilma acisi, dO; sagilma ag¢1 araligidir. (2.1) ve
(2.2) denklemlerinin integralini analitik olarak almak miimkiin degildir. ’'nin 0 ile =
arasinda degisen ¢esitli degerleri ve gama enerjisinin ¢esitli enerji araliklari i¢in, bu
olasiliklarin niimerik olarak degerleri elde edilmistir.

0-6 agisina toplam sagilma olasiligimnin niimerik integrasyonu,

2

{%(u c0s? 6, IF(X,,Z)]Z} +{%[1+ k(L-cos6, )]’2{1+ cos? 6, +%}s(x, , Z)HZﬂSin 6, 1%

(7?3

Ptop, = PtopH *

Oeon + Oinc

denklemi ile elde edilmistir. Burada, i; 1’den 45°¢ kadar degisen say1 degerine sahip olup;
i=1 i¢in 6=2 derece, i=2 i¢in 6=6 derece, i=3 i¢in 6=10 derece,....... ,i=45 icin 6=178
derecedir. 4n/180 ; 4 derecenin radyan cinsinden degeri olup, d6 a¢1 araligimi ifade eder.
Geoh *0inc; secilen bir gama enerjisinde bir ortama ait toplam sagilma tesir kesitidir.
Logaritmik egelleme yoluyla bulunan coherent ve lineer eselleme yoluyla bulunan

incoherent sagilma tesir kesitlerinin toplanmasindan elde edilmistir.

3. SONUC VE TARTISMA

Alliminyum, demir, bakir, altin ve kursun ortamlarinda toplam sagilma olasilig1
degerleri, 0.011 MeV, 1 MeV ve 3 MeV enerji degerleri i¢in hesaplanmistir. Grafiklerden
de gorildiigii gibi diisiik enerji degerlerinde coherent sagilma, yiiksek enerji degerlerinde

ise incoherent sagilma daha baskin oldugundan sekiller benzer egriler olusturmuslardir.
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Sekil 3.1: Aliiminyum ortamina ait, E=0.011 MeV, E=1 MeV ve E=3 MeV enerji
degerleri i¢in gamanin toplam (coherent art1 incoherent) sa¢ilma olasiliginin sagilma agisina
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baglt degisimi.

Sekil 3.2: Demir ortamina ait, E=0.011 MeV, E=1 MeV ve E=3 MeV enerji degerleri igin
gamanin toplam (coherent arti incoherent) sagilma olasiligmin sagilma agisina bagl
degisimi.
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Sekil 3.3: Bakir ortamina ait, E=0.011 MeV, E=1 MeV ve E=3 MeV enerji degerleri igin
gamanin toplam (coherent arti incoherent) sacilma olasiligmin sagilma agisina bagl
degisimi. Sekil 3.4: Altin ortamia ait, E=0.011 MeV, E=1 MeV ve E=3 MeV enerji
degerleri igin gamanin toplam (coherent art1 incoherent) sagilma olasiliginin sagilma agisina
bagh degisimi.
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Sekil 3.5: Kursun ortamina ait, E=0.011 MeV, E=1 MeV ve E=3 MeV enerji degerleri igin
gamanin toplam (coherent arti incoherent) sagilma olasiliginin sagilma agisina bagh
degisimi.
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OZET

w’'nin gizemli bir sayr degil, Olciilebilir gercege iliskin insanoglunun aklinda
tasarladigi ideal durumlar1 tanimlayan dtedl¢iimlerden biri oldugu; 6tedlgiimlerin ise ancak
tahmin edilebilecegi vurgulandiktan sonra, bir Bernoulli degiskenin beklenen degerini
iceren iligkiden yararlanilarak, © 6te6l¢iimiiniin sanal bir deneyle nasil tahmin edilebilecegi
gergevesinde, sanal gergegin matematiksel ve istatistiksel boyutlar: tartisilmaktadir.

1. GIRIS

Insanoglu, giiniin birinde, muhtemelen agik bir alanda, kendi etrafinda donerek, gozii ile
kendisine bir giivenlik alan secti, ve bu alanin sinirlarini, birbirine bitki liflerinden yapilmis
ip benzeri bir nesne ile bagladig: iki kaziktan birini durdugu yere c¢akip, diger kazigi,
aradaki esnek nesnenin esnekligi yok oluncaya kadar gerdikten sonra, sabit duran kazigin
etrafinda donerek topragin lizerine ¢izmeyi akil etti. Ve yer yiiziinde olusturdugu bu sekle,
Pygmallion! gibi asik olan insanoglunun, “bir noktadan esit uzakliktaki noktalarmn
geometrik yeri” olan Cember’ini kusursuzlagtirarak yiiceltme seriiveni bagladi.

Yirtict hayvanlardan yada diigman klanlardan korunabilmek igin, giivenlik alanini
bir ¢ember bigiminde yer yiizii iizerinde isaretlemek elbette yetmezdi. Kuliibelerin,
koylerin, tapmak ve kalelerin yerlesecegi zeminin sinirlarimi belirleyen g¢emberlerin
iizerinde dnce agag, sonra da tas duvarlar yiikselmeye basladi. Bu barmak duvarlarinin, “ne
kadar” agag ya da tas kullanilarak yapilabilecegi bilgisine fasarim asamasinda gereksinim
duyan insanoglu, bu bilgiye, cizilen ¢emberin ¢evre uzunlugunu délgerek ulasabilecegini

akil etti. Dogal olarak yararlandig1 6lgme aygiti ve 6lgek, ¢cemberi ¢izerken kullandigi, iki

! Kendisine agik olan Eski Yunan mitoloji kahramani.
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ucuna kazik bagli belli uzunlukta bir ip parcas: bigimindeki ilk pergeldi. Cizdigi her
cemberin g¢evresini Olgen insanoglu, giliniin birinde, ¢izdigi ¢cemberin kapladigi alanin
biiyiikliigii ne kadar degisirse degissin, ¢izilen tiim cemberler igin gegerli bir gercegin
farkina vardi: bir gemberin ¢evresi, ¢izim araci olarak kullanilan ip pargasinin iki katinin
yaklagik ti¢ katindan biraz fazlaydi. Kusursuz bir ¢ember ¢izemedigi Ve kusursuz él¢iim
yapamadigr igin, tam degerini bulamadif1 tiim ¢emberler i¢in degismez olan bu oranmin
degerini, kesirli sayilar1 akil edip kullanmaya baglayana kadar, yaklasik “3” olarak kabul
etti.?

Olgusal diinyada kusursuz bir c¢ember ¢izemeyen ve kusursuz bir 6l¢iim
yapamayan insanoglu, yapamadiklarinin, “varsayalim ki” diyerek, dnce hayalini kurmayi
ogrendi. Timevarimla olgusal diinyada eristigi gercegi, diis giicii ile kusursuz 6te-olgusal
diinyaya tasidi, ve oradan zincirleme tiimdengelimle eristigi ger¢ege dondii. Bdylece,
timdengelimle indigi merdiveni tiimevarimla tirmanabilecegini, iginde bulundugu
boyuttaki somut gercekten soyut gercege gidis-gelis dongiisiiniin sonsuzlugunu, bu sonsuz
gidis-gelisle, kendi tanimladig1 kusursuzluga erisemeyecegini, ama her seferinde ona biraz
daha yaklasabilecegini kavradi.

Bugiin de ¢izdigimiz ¢emberler kusurlu, ama 4000 yil dnce ¢izebildiklerimizden
daha az kusurlu. Giiniimiizde nanoteknoloji ¢agini yasamaya baslayan insanoglunun bu
yoldaki ilk adimlarindan birini, “diigiinsel” diinyadaki kusursuz bir ¢emberin ¢evresinin,
kenarlar1 s6z konusu ¢emberin ig-kirisleri olan diizgiin ¢okgenin g¢evre uzunlugundan
biiyiikk ve kenarlar1 ayn1 gemberin dis-tegetleri olan diizgiin ¢okgenin ¢evre uzunlugundan
kiiglik olacagini, ve diizgiin i¢ ve dis gokgenlerin kenar sayisi arttikga, i¢ ve dis gokgenlerin
¢evre uzunluklart arasindaki farkin azalarak, ¢emberin ¢evre uzunlugunu yakinsayacagini
goren Sirakuza’li Arsimed (1.0. 287-212) atti. “Diisiinsel” diinyada tanimlanan bir
cemberle i¢-kirig ve dig-teget diizgiin cokgenleri asagidaki sekilde oldugu gibi ¢izilebilir;
bu ¢izimin “kusursuz” oldugu varsayilabilir ve ¢evresi, kusurlu dlgme yerine, kusursuz
cemberi ve c¢okgenleri tamimlayan degismezler arasindaki saglam bagintilardan

yararlanilarak hesaplanabilir. Kendisinden yaklasik 300 yil 6nce

21.0.1650 siralarinda, Ahmes adli Misirl bir katip tarafindan yazilmis olan ve Rhind papiriisii olarak bilinen bir
yazidaki bilgiye gore, bir ¢emberin ¢evresinin ¢apina oran1 256/81=3,141049.... dir.Ancak,tarih bu bilginin
yaytlmadigini ve bin yil sonra bile Babilliler ve ilk Ibraniler’in 3 degerini kullandiklarini gosteriyor.[1]
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Sekil 1. Bir ¢cemberin i¢-kirig ve dig-teget diizgiin

cokgenleri.
Giiney Italya’da yasamus olan Pisagor(1.0.570-500)’un iinlii teoremi ile, 4-eskenarlidan
baslayip 96-eskenarli i¢ ve dis diizgiin ¢okgenlerin ¢evresini hesaplayan Arsimed, bu oranin
(223/71 , 220/70) araliginda oldugunu kamtladi[2]. Arsimed’ten sonra, i¢-Kiris ve dig-teget
diizgiin ¢okgenlerin kenar sayisini arttirarak, bir gemberin g¢evresinin ¢apina olan oraninin,
matematiksel tanimlamalara gore kesin olarak bulunacagi araligin smirlarini hesaplama
yarist bagladi. Viéte 1579 yilinda, 393216 kenarli ¢cokgenlerin ¢evresini hesaplayarak s6z
konusu araligi (3,1415926535, 3,1415926537) olarak bulduktan sonra, 1593’te yayimlanan

bir eserinde bu araligin sinirlarindan birini istenen basamaga kadar

2
/1 /1 1/1 1 1/1 1/1
— X | —+— = X —F+— ] —F— ] — X.......
2 2 2V2 2 2\V2 2\2

biciminde sonsuz ¢arpim yontemi ile hesaplayacak formiili verdi.

@

Bu oranim, matematikgiler tarafindan 17.yilizyil ortalarina kadar tanimlanmis bir
simgesinin bulunmamasi ilgingtir. Bir ¢gemberin ¢evresinin ¢apina oranini simgelerle ifade
eden ilk kisilerden biri olan William Oughtred, bu oram1 1652’de “gevre Ol¢iisii”
anlamindaki Yunanca "zepiuctpov" (perimetron) sdzcligiiniin ilk harfi olan z ile gemberin
cevresini; “ikiye bolen o6l¢i” anlamindaki Yunanca "diaipouetpov”  (diairo-metron)

sozciigiiniin ilk harfi olan & ile de gemberin gapin1 simgeleyerek 7/5 bigiminde gosterdi.

Birim ¢apli gemberin ¢evresi bu orana esit oldugundan, dogal olarak daha sonralari oranin
kendisi i¢in dogrudan dogruya =z simgesi benimsendi ve giinlimiizde, bir ¢emberin
¢evresinin ¢apina olan oranini 7z ile gdstermek evrensellesti.

7 simgesini 1685’te donen bir cismin agirhk merkezinin izledigi dis kenari
gostermek i¢in kullanan John Wallis, Viéte’ninki gibi karigik kok islemleri gerektirmeyen,

tam sayilarin ¢carpimi ve boliimil bigiminde yine sonsuz bir ¢arpim olan
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><2><2><4><4><6><6><8 .........

2 T=2
1x3%x3x5%x5x7x7.........

algoritmasini onerdi. Viéte ve Wallis’inki gibi daha sonralari, hesaplama agisindan
giderek etkinlesen bir ¢ok algoritma iretildi. Zaman i¢inde, matematikgiler arasinda daha
etkin algoritma arayislar1 siirse de, m oranmin en gegerli algoritmaya gore hesaplanan
yaklasik degerinin basamak sayisini arttrmak agirlik kazandi. Hesaplanan bu degerin, =«
oranina iligkin degerin i¢inde bulunacagi gercek sayr eksenindeki bir araligin alt yada tist
siirt oldugu giderek unutuldu ve bulunan sayisal deger one cikarilarak m oraninin
kendisine “m sayis1” denmeye basladi.

Sekil 2’de Ozetlenen ger¢ek sayilar kiimesinin yalnizca sayma sayilarindan
haberdar olan birinin, bu 7 oraninin pay ile paydasindaki sayilarin ve oraninin kendisini de
S kiimesinin bir bireyi olarak gérmesi ve degerini “3” olarak benimsemesi dogaldir. “Birim
karenin kosegen uzunlugu” olan “ V27 gibi, 7’nin de dogal sayilar kiimesi D’nin bireyleri
ile iretilebilen rasyonel sayilar kiimesi U’nun bir bireyi olmadigi kesfeden eski
Yunanlilar, bu kesiflerini tanrilara yiiz inek kurban ederek kutladilar. Dogal sayilar
kiimesinin bireyleri ile iiretilemeyecegi anlasilan®, V2 gibi yalmizca alt ve {ist sinirlan
kesirli sayilarla belirlenebilen sézde n sayisinin da, 6nce irrasyonel sayt kiimesi U.’nin bir
bireyi oldugu, ancak katsayilari tam say1 bir polinomun ¢6ziimii olabilen cebirsel sayilar
kiimesi C’nin Ozelligini tasimadigi goriiliince de, gergek sayilar kiimesi G=CuUC’ nin

cebirsel olmayan transandantal sayilar kimesi C'= T ’nin bir bireyi oldu.

3 1’ oraninin en yaklagik degerini , S+ kiimesinin bireyleri olan pay ve payda degerlerinden elde etme

cabalar1 bugiin matematiksel ve bilisimsel eglenceli bir ugras olarak devam etmektedir[3].
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S, = {1’2’3’...}
@ @ S ={-,-3-2,-1}

S=8,US_
O CII

U={£:aeD,beS}

@ U = f] u{vz,
NoJoaE=

............................ C/ET:{IZ"e,“-}

Sekil 2. Gergek sayilar kiimesinin ayrik alt kiimeleri
ve ayrik

Saymakla baslayip, ger¢cek ve sanal say1 kiimelerine ulasan, ve tanimladigi sayi
kiimelerinin bireyi olmayan yeni bir sdzde say1 ile karsilasinca, yeni sayi kiimeleri
tanimlamakta matematik 6zgiirdlir. Ancak, varlik nedeni olgusal diinyaya iliskin sayisal
sorunlarin ¢6ziimii olan matematik, bu 6zgiirligi, istatistiksel gercekle olgusal diinyaya
baglanamayan salt diigiinsel gergeklik boyutunda kalacak bicimde kullanamaz[4]. Sayilar
kuramimin tutarliligi i¢in tiimdengelimle tiiretilen her yeni sayi, zorunlu olarak olgusal
diinyaya iliskin bir gerg¢ekten yola ¢ikilarak tanimlanir ve olgusal diinyayr daha iyi
aciklamakta yararlanildiginda kuram i¢indeki yeri pekinlesir.

1’yi bir say1 olarak gorenlerden, onu “gizemli bir say1” olarak niteleyenler de var
[5]. © ve benzeri sayilarda gergekten bir gizem var m1? Evet, var... ama, gizem sayilarda

yada rakamlarda degil! Peki, dyle ise...

2. GIZEM n’nin NERESINDE?
Once yukaridaki satirlar arasinda deginilen m oranimn 6ziine iliskin 6zellikleri, soyle

yeniden bir siralayalim:Cember, bir noktadan esit uzakliktaki noktalardan olusan
Yerolciimsel bir sekildir.

Olgusal diinyadaki bir c¢ember, dlgiilebilir iki ozelligi olan  ¢evresi ve c¢api ile
tammlanabilir.

Olgusal diinyadaki tiim ¢emberler kiimesi igin, “Bir g¢emberin ¢evresine orani
degismezdir.” onermesi, istatistiksel tiimevarimla dogrulanan bir varsayimdir.

Oteolgusal diinyadaki ideal tiim cemberler kiimesi icin, “Bir cemberin cevresine orani

degismezdir.” 6nermesi, matematiksel tiimevarimla kanitlanan bir varsayimdir.
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Bu degismez icin, istatistiksel ve matematiksel olarak yanlislanabilir degerler 6nerilebilir.

Istatistiksel tiimevarimla dogrulanan deger, tahmin hatasi; matematiksel tiimevarimla
kanitlanan deger ise, yakinsama hatast icereceginden, séz konusu degismez icin onerilen
tiim degerler, hata iceren birer tahmindir.

Bu degismezin, sayisal bir degeri oldugu diisiiniilse de, mutlak dogru degerine, élgerek
ya da sayarak ulagilamaz.

Bilinmeyen sayisal bir degeri oldugu diisiiniilen bu degismez, olgusal diinyadaki kusurlu
tiim ¢emberlerden esinlenerek diisiinii kurdugumuz oteolgusal diinyadaki kusursuz tiim

cemberleri tanimlayan degismezlerden biridir.

Bu 6zellikleri tastyan bir degismez i¢in, Yunanca’da “6l¢me” anlamindaki “metros”
sozcligiiniin 6niine, “Otesi” anlamindaki “para” Onekini ekleyerek tiiretilen “parametros”
sozciigiinden, Latince ve Yunanca kokenli dillerde “parameter” sozciigii tiiretilmistir[6].
Bizde de yaygin olarak, dilimize sokulan kokii yabanci ve oOneki yabanci ¢ikmaz
sokaklardan biri olan “parametre” sozciigii kullaniliyor. Bu kavramla ilk karsilaganlarimiz
yabanci dille diistiniir olduklarindan, her diisiinceyi ifade edebilecek yetenek ve giizellikteki
Tirkge’mizle tiiretilebilecek bir sozciikk yakistirmak yerine, “parameter” sodzciigiinii
“parametre” olarak Tiirkgelestirdiler! 4 Oysa , étedlciim gibi bir sozciik, bu kavramla ilk kez
kargilagana bile hemen anlamu ile ilgili ilk ipuglarini verebilir.

Simdiye kadar “m sayisi” demekten dikkatle kaginip “m orani” olarak soziinii
ettigim bu otedl¢iimiin de, bir ¢cemberin ¢evre uzunlugunun ¢ap uzunluguna olan orant
bicimini degil, bir ¢cemberin ¢evresinin, ¢capimin kati cinsinden uzunlugu, ya da kisaca,
birim ¢emberin ¢evresinin yarist bigimindeki islemsel tanimini 6ne ¢ikaracagim. 7’ nin bu
tanimi, bir gemberin kendi ¢apinin katt bigiminde 6l¢iilebilecegi diisliniilen ¢evresinin de

ancak, r 6tedl¢timil yardimu ile tanimlanabilen bir 6tedl¢iim olabilecegini belirtir.

4 Yabanci bir dilden oldugu gibi sozciikleri devsiren birileri, kendi aralarinda, kendilerine 6zgii karma
bir dil gelistirebilirler. Bunlarin 6nemli bir boliimii, diisiincelerini kendi aralarinda bu karma dille tartigmak yerine,
“parametre” gibi sozciikleri bolca ve sik¢a araya katarak genis kitlelerin oniinde onlarin dili ile konusur
goriinebilir. Dillerinden bilmedigi sozciiklerin dokiildiigiinii géren siradan insanlarin ise, bu bilen(!) insanlara
hayranlig1 ve saygisi giderek artar. Sonra bilmeyenler, bilenlerin dilindeki sozciiklerin nereden aktarildigini fark
edip, ¢ocuklarinin bilen olabilmeleri i¢in, “dilin diisiince” oldugunu ve anadan-atadan 6grenilebilecegini unutarak,
evrensel oldugu iddia edilen bir baskalarinin ana dilinde egitim veren kurumlarda egitilmeleri(!) i¢in girpinirlar.
“Moralim bozuk.” demenin “Ahlakim bozuldu.” demek olacagmm ayirdinda olamayan, iivey ana dilinden
aktarilan i¢i bosaltilmis sozciikleri kullandik¢a cag atladigi zannma kapilan bilenler(!) ve bilmeyenler, ana
dillerinden giderek uzaklastik¢a, hep birlikte diisiince tiretemez ve konusamaz olurlar.
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Ideal bir cemberin ¢ap1 da, 7 Stedlciimiine gdre gemberin gevresini belirleyen bir
otedlglimdiir. Dolayisi ile, her tiirlii diisiinsel gercegi tanimlamada oldugu gibi, bu ii¢
otedl¢tim birlikte; gevre igin (Y) ve yarigap igin (X) simgeleri kullanilarak,

(3) (Y)=72{X)
bigiminde, ideal bir gemberin matematiksel tanimini verir.

Eger (3)’teki iliski gember kavramindan tiimii ile soyutlanarak salt matematiksel
bir iligski gibi goriiliirse, bu iliskide, herhangi iki 6te6l¢iim igin dogru oldugu varsayilan
sayisal degerler yerine konarak, aritmetik islemlerle ii¢iinciiniin, bu varsayimlar altinda
mantiksal olarak dogru olacagi 6ngdriilen degerine ulasilabilir.

Ancak, yarigaplar1 [0,00) aralifindaki tiim gemberler evreni igin gegerli olan

(3)’teki iliski gember kavramindan soyutlanmadikga, n 6tedlgiimii igin rasgele bir degerin

dogru oldugu varsayilamaz. (X) yada (Y¥) 6tedlgiimlerinden yalnizca biri i¢in rasgele bir

degerin ve rasgele bir deger verilemeyen © 6tedl¢limiiniin istatistiksel ya da matematiksel
islemsel ve nesnel bir tanimina gore elde edilen sayisal degeri dogru varsayilarak, diger
liglincii 6tedlgiimiin, bu varsayimlar altinda dogru varsayilabilecek degeri tahmin edilebilir.

(X) ya da (Y) otedlgiimleri ile, m Gtedlglimii arasindaki fark, “birim g¢aplh

¢emberin ¢evre uzunlugunun yarisi” olan 7 Otedlgliimiiniin, tim g¢emberlerin ¢evre
uzunlugunu yarigap uzunluguna goére belirleyen “birimsiz”, ama kendisinin evrensel bir
birim olusudur. Evrensel bir birim olan w 6tedl¢iimiiniin  gizemi, onun &l¢iilemeyen-
sayilamayan, ancak belli bir hata ile yakinsanabilen yada tahmin edilebilen evrensel bir
gercek olusunda yatar. Yaklasilabilen ancak erisilemeyen tim 6tedlgtimler igin gegerli olan
bu gizem, bir 6tedl¢limiin sayisal degerini arastirmada yararlanabilecek matematiksel ve

istatistiksel yaklagimlarin temel mantig1 kavranarak ¢oziilebilir.

2.1 Matematiksel Yaklasim

Bir otedlglime ancak ereysel olarak yaklasilabilecegine gore, Arsimed yontemi olarak
bilinen yontemin temel mantigl, w Otedlglimiine matematiksel olarak nasil
yaklagilabilecegini gosteren gelmis, gegmis ve gelecek tiim yontemlerin de temeli olmaya
devam edecektir. Ancak, Arsimed’in yalnizca Pisagor teoremi ile diizgiin 96-genin
cevresini hesaplamada gosterdigi sabr1 gilinlimiizde gosterebilecek ¢ok az kisi vardir.
Bugiin, trigonometrik islevi olan bir hesap makinesi ile, hesap makinesinin basamak sayis1

kadar duyarliktaki 7 6tedlgiimiiniin dogru sayilabilecek matematiksel yaklasik bir degerine,
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cemberi yakinsayan diizgiin gokgenin kenarsayisi 10%° olmak iizere birkag saniyede
ulasabilir.

2.1.1 Matematiksel Tanimlama

(3)’iin, ideal bir ¢cemberin matematiksel tanimi oldugu sdylenmisti. Ayn1 zamanda m’nin
kavramsal ilk tanimi1 olan (3), eger varsa © 6tedl¢iimiiniin sayisal degeri konusunda bir fikir
vermez. m’nin sayisal degeri konusunda daha agik fikir verecek Arsimed’inki gibi analitik
tanimlar gerekir. Sekil 3°deki birim ¢gemberin ¢evre uzunlugunun 8’de biri olan € merkez
agisinm  gordiigli yay parcast uzunlugu 6, =x/4; i¢ kiris diizgiin 4-genin c¢evre
uzunlugunun 8’de biri; a, = sin(ﬂ/4); ve dig teget diizgiin 4-genin ¢evre uzunlugunun 8’de

biri de, b, = tan(ﬂ/4) olduguna gore, matematiksel tiimevarimla diizgiin n-genler igin,

/7 tané,

/_ sinG,

O
0 1
Sekil 3 &2 merkez acisina gore birim cemberin

a, <0, <b,
4xa, <m<4xb,

4xsin£<n<4><tanE
4 4

4 Bxsin~ < w<6xtan~
6 6

. T T
n.sin— < < n.tan—
n n

na, <m<nhb,

yazilabilir. Buradan analitik olarak, kenar sayist co’a eren ig-kiris ve dig-teget diizgiin

cokgenin ideal cemberle tam Ortiisecegi diisliniilerek,

(5) er nsinl= er ntanl=x
n—om n n—ow n

yada,

6 in(@)= er tan(d)=

® g, sinl0)= g m(B)==
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bi¢iminde 7 Stedlgiimii tanimlanabilir. (3),(4),(5) ve (6)’daki gibi tiiretilebilecek m’nin
denklik bi¢cimindeki tiim matematiksel tanimlari, mantik dili ile, “w, ®’dir.” dnermesinden

bagka bir sey degildir. Ancak, N sonlu ama yeterince biiyiik bir say1 olmak tizere,
T T
7 ay =sin— ve b, =tan —
@ N N N N

degerleri hesaplanabilirse®, 7—N.ay Ve N.by—rm kadar hatali alt ve iist smirlar

tanimlanabilir. Bu hatanin taniminda yine 7 ’nin kendisinin yer almasi, mutlak dogru
sayisal bir degerinin elde edilemeyecegini ve 7 ’ye iliskin her hangi sayisal bir degerin
yalnizca yaklasik bir deger olabilecegini gosterir.

6 degiskeninin sifir1 yakinsamasi durumunda, &' nin birer matematiksel iglevi olan
sin(6) ve tan(6) islevlerinin de 7z ’yi yakinsayacagini belirten (6)’daki tanimin, (3)’teki

tanimdan farki, (3)’teki (X) yada (Y) 6tedlgiimleri gibi uzunluk degil, aslinda onlar gibi

bir 6tedlglim olan @ agisiin bir alana iligskin olmasidir.

Sekil 4.’teki, &) acis1, a Otedl¢iimii ile tamimli bir y=a.x dogrusu ile, y=0

» <
<
1
R
<
N
—
+ Pk
N
[ 3]
i=)
N

/ o ]
'R L 1+0!2 ,\/1+0(2
A )

v

0 1
Sekil 4. &) agisinin taradig birim

dogrusu arasindaki birim ¢ember diliminin,

1 a

1
X X + 1—xdx
Ji+e? J1+a? '[/VH“Z

®  Ale)=

bi¢iminde tanimlanabilecek alani ile orantili bir biiyiikliktiir. Bu alan, g=+ l+a?

doniisiimii kullanilarak,

5 Kisisel bilgisayarlarm donatilar1 arasindaki sanal bir hesap makinesinde N=10% igin 31’inci

basamaga kadar m degerinin,
N.an=N.bn=3.1415926535897932384626433832795 oldugunu
gostermek, olsa olsa matematiksel bir yanilsama olabilir.
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1
A@)=4'p).p(a)=——-
o) a §(1+1a )
A(a):jo A'(a)da:J'O .

bi¢iminde de yazilabilir[7].
7 ’nin (3)’teki analitik tanimina gore, tam a¢1, 27 ; yanm ag1, 7 ; dik a1 da 7/2
kadar birim ¢emberin yay parcalarina karsilik gelir. Bu tanimlara gore, dik aginin yarisi

olan O(a =1) agisinin birim gemberde taradigi alamin degeri de,

T 1
10 —=J' dv
(10) 4 Jo144?

bi¢iminde tanimlanabilir. Gortildiigii gibi, 7 Stedl¢limiiniin bu tanimi da, 7 ’yi yine, degeri
tam olarak hesaplanamayacak, ancak belli bir hata ile yakinsanabilecek bir biiyiikliik olarak

belirlemektedir.

2.1.2 Yakinsama Hatasi

Matematiksel tanimlar1 yapilan 6tedlgiimlerin sayisal degerlerini verecek islemsel tanimlari,
yaklasik degerin nasil hesaplanabilecegi ve yaklagik degerin 6tedl¢liimiin kendisini ne kadar
hata ile yakinsayacaginin dl¢iisii olan yakinsama hatas: tanimlanarak yapilabilir. (10)’daki
tiimlev, ‘kismi binomiyal acilimla®,

g = I:(l— X2 X = X8 e (D)X )dx

(11) S 2S
e dx
0 14+x°

bi¢iminde yazilabileceginden,

X _% 1
12 g =) (-1)7 ——
IR Y

ile yaklasik degeri hesaplanabilir. S terimli bu yaklasik degerin,
v 1(=1)S 28
13) HY = jo P

ile de 7/4°li yakinsama hatasi tammlanabilir. (13)’teki tiimlenenin paydas: en fazla 1

degerini alabileceginden, yakinsama hatasinin mutlak degeri,

(A== =ty 4oy s (=) =y oy g () =05 (- );

1
y:—xz,(lﬂczy == ext it +~<+(—l)silx2(sfl) +I1S(—x2)o
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X

I 1
< 28 5
(14) o< < jox dx

25 +1

araliginda olacaktir.

2.1.3 Matematiksel Yakinsama Yasasi

(14)’teki sonug, ég yaklagik degeri (12)’deki gibi tanimlanabilen, her hangi bir evrensel
0% btedleiimii igin gegerli olacak bir matematiksel yakinsama yasasmm sonucudur:

(15) SierHg\z\ég —9X\)eo:sirwé§ LS

Sayisal bir iist sinir, (13)’teki gibi belirlenecek bir H ;( yakinsama hatasina gore de,

(15)’den her zaman,
@) ol (‘ég ~0*|<Hy)=1

yazilabilir. (16)’daki aralik, 8% 6tedl¢iimiiniin kesinlikle bulunacag deger araligidir. Bu
matematiksel yakinsama yasasi, 6tedlglimlerin yaklasik sayisal degerlerini elde etmeye

yonelik tiim saysal yontemlerin temel mantig1 olan matematiksel tiimevarimdir.

2.2 istatistiksel Yaklasim

Matematigin kusursuz diinyasindaki bir ¢emberin ideal tanimina olgusal diinyadan
bakildiginda, bir ¢emberin (3)’de verilen matematiksel modeli, ancak sanal bir ¢emberin
eksik bir modeli olabilir.

Olgusal diinyada ger¢ek bir ¢emberin ¢ap1 ve cevresi, dlgeklenmis bir 6lglim
aygit1 yardim ile Slgiilebilir. Ayn1 ¢emberin her hangi bir dl¢limiinde yarigap i¢in elde
edilen degeri Xs ile simgelersek, bu degerlerin (X)) &tedlgiimiinden
(172) Y =x,~(X)
bicimindeki farklari, X rassal degiskenine iliskin, Xs 6l¢iim degerlerinin icerdigi dogrudan
olciilemeyen hata degerleri olup, 6l¢me hatasi olgusunun matematiksel tanimi olan
(17b) HY =X-(X)

HX  rassal degiskenine iliskin s6zde gozlem degerleridir. Ayn1 ¢emberin Yinelenen
Olciimlerinin farkli degerlerle sonuglanabilecegi gergegini gdz ardi etmeyen deneysel fizik,
kimya ve biyoloji gibi istatistiksel bilimler igin bu o6lgiim degerleri, rassal bir degiskenin

(17)’de tamimlanan 6lgme hatasini igeren gozlenen degerleridir.
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2.2.1 istatistiksel Tammlama

Bir ¢emberin istatistiksel tammi, (3)’teki (X) ve (Y) otedlgiimlerinin iliskin oldugu
olgusal diinyada degerleri 6lgme yolu ile gozlenebilen X ve Y rassal degiskenlerinin
(17)’deki gibi Slgme hatasi olgusunu igeren tanimlar: (3)’te yerine konarak, X ve Y’ye
iligkin 6lgme hatalar1 birlikte H olmak {izere,

Y-HY =27z(X-H*)

(182) Y =27X+(H"-27H")

Y=2zX+H
yada X, Y ve H rassal degiskenlerinin her hangi bir gézleme iliskin degerleri cinsinden
(18.b) vy, =27x,+h,
biciminde yapilabilir.

Bir ¢emberin (18)’deki istatistiksel tanimi, evrensel  6tedl¢limiiniin tahmini igin
diizenlenecek bir deneyin tasarimindaki baslangi¢ noktasidir. (18)’deki istatistiksel model,
7 Otedlclimiiniin tahmini i¢in dnce X’in sonra Y’nin Olgiilecegini ve bu 6lgiimlerin hatali
olacagim soylityor. Hatali verilere dayali bir ¢ikarimla elde edilecek 6tedlgiim degerleri de
hatali olacaktir. Deneysel bilimler ortak ve temel amaclarina’ ulasabilmek icin, neden-
sonu¢ iligkisi i¢inde agiklanabilen s6z konusu olgunun davranisint  Onceden
ongorebilmelidirler. Bu 6ngoriilerin de hatali olacagi bellidir. Bilimlerin mutlak kesin bilgi
iretme gibi bir saplantisi olamaz. Bilimler igin, 6ngoriilerindeki hatanin nesnel ve nicel
tanimin1 verebilmeleri yeterlidir. Son derece duyarli da olsa, dl¢iim yolu ile elde edilen

gozlemlerin ne kadar hata igerdigi konusunda giivenilir bir bilgi olmadan bu basarilamazdi.

2.2.2 Ol¢me Hatasi

! Bu bilimlerin ortak ve temel amaclari,

e kendi arastirma alanlari kapsamindaki rassal degiskenler arasindaki neden-sonug iliskisinin
islevsel tamimi ile bu islevsel tanimda yer alan rassal degisken degerlerine iligkin gozlemsel
degerlerin islemsel tanimint yapip,

e Olcerek elde ettigi gozlemlerden istatistiksel tiimevarimla, islevsel tanimda yer alan evrensel
6tedlgtimlerin tahminlerine ulagmak ve

e Otedlglimlerin bu tahminlerine dayali olarak olgusal diinyanin giivenilir bir agiklamasi ve
davranigininin 6nceden éngoriilmesinden sonra,

olgusal diinyanin islevsel taniminda neden konumundaki rassal degiskenlerin O6tedlgiimlerini
degistirerek, sonug¢ konumundaki rassal degigkenlerin 6tedlgiimlerini denetim altina almaktir.
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Dogrudan élgiilemeyen h; Olgme hata degerleri H X gibi bir rassal degiskenin sozde

gozlenen degerleri olup, (X) i¢in (X >, gibi bir dogru deger kabul edilerek, bu sdzde
gozlenen degerlerin ancak,
(19 A =x,-(x)
bigiminde tahminleri {iretilebilir.

Farkli olanlarin birlesebilecegi bir denge noktasinin ancak onlarin ortasinda
olabilecegini sdyleyen mantik, (.X) 6tedl¢iimii i¢in dogru kabul edilebilecek degerin de, S

kere yinelenen xs gbzlem degerlerinin

13
(200  xg=—> x,

S s=1
bicimindeki aritmetik ortalamasi olacagini sdyler[8]. Buna gore, (17.a) ve (18)’den,

s . s ~ - 13-
(21) SZ:;hj.‘ =;(xs —X)=0=>h§ =E;h;‘ =0
olacag: kolayca goriilebilir. Kisaca (21), HX rassal degiskenini betimleyen dtedlgiimlerden
yalnizca biri olan <H X > 6tedl¢limii i¢in dogru kabul edilebilecek degerin her zaman ve
yalnizea “0” oldugunu soyliyor.
S kere yinelenen Xxs gozlem degerlerinin her birinin ayr1 bir Xs rassal degiskenine

degil de ayni1 tek bir X rassal degiskenine iligkin olabilmesi i¢in, her zaman eldeki 6l¢iim

degerleri ile,

Vi(H®)=0 , s=10S

(22)
Vii(H*)#0

varsayimmin dogrulanmasi yaninda, baslangica gore denge noktasi olan <HX5>’e gore
H*: rassal degiskeninin
@) ([ -(H) )= ()

biciminde tanimlanan ikinci momenti® ya da kisaca degiskesi igin de, Xs rassal degiskeninin

degiskesi,

8 Donen bir cismin, donme ekseni iizerine etki eden kuvvetlerin eksen tizerindeki etki noktalarmin
donme merkezine olan uzaklig: ile etki eden kuvvetlerin ¢arpimi olan déndiirme kuvveti. Toplam
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(24) 0i5:<(XS—<XS>)2>, s=1(1)S
olmak iizere,

v:<(HXs)2>=a§ . s=1(1)S
V':<(Hxs)2>¢o§

varsayimimin dogrulanmasi gerekir.

(25)

(22) ve (25)’deki varsayimlar, sistematik dlgme hatasina yer vermeyen bir 6lgme
yontemi ile, S kere yinelenen Xs gozlem degerlerinin her birinin ayn1 X rassal degiskenine
iliskin olmas1 saglandiginda dogrulanmis olurlar. Olgme hatasinin  yalnizea iki
6tedl¢limiiniin degerleri konusunda bir fikir veren bu varsayimlarin dogrulanmasi, belli bir

6l¢lim degerinin ne kadar 6lgme hatasi igerdigini sdylemez.

2.2.3 Olasilik Dagilim ve Beklenen Degerler
Bir rassal degiskeni tanimlamak i¢in yalmizca, denge noktasi bigimindeki birinci
momentinin ve denge noktasina gore ikinci momenti olan degiskesinin tanimlanmasi
yetmeyecegi gibi, rassal bir degiskenin moment iireten islevi® ile tiim momentlerinin genel
bir tanimin1 vermek ve gerektiginde Sl¢lilmiis degerlerden bu momentlerin tek tek sayisal
tahminlerini elde etmek de bir rassal degiskeni tanimada ve belirlemede pek etkin bir yol
degildir.

Bir X rassal degiskeninin alabilecegi degerleri hangi olasilikla alabilecegini

belirleyen,
(26) j_°° F)de=1

kosulunu saglayan olasilik yogunluk islevi f(x) ile, s6z konusu rassal degiskenin yalnizca
baslangica gore birinci momenti ve buna gore diger momentleri gibi 6zel islevleri degil,
tanim aralig1 (a,b) olan rassal bir degiskenin her hangi matematiksel bir islevi bi¢iminde

tanimlanacak g(X) rassal degiskeninin

momentin sifir oldugu nokta, ters yondeki dondiirme kuvvetlerinin denge noktast olup, donme
merkezi denge noktasina kaydirilan bir cisim dénmez.

% f(x), X rassal degiskeninin olasihk yogunluk islevi ise, <e‘*> = J e™ f (x)dx , X’in moment iireten

—0

islevidir.
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@) (g =] e().s(x)dx

bigiminde beklenen degeri tamimlanabilir. Kuramsal fizik gibi matematiksel bilimlerin,
(3)’teki gibi matematiksel tanimlarinda  yer alan Olciilebilen degiskenlere iliskin
otedlclimler, deneysel fizik gibi istatistiksel bilimlerde tahmin edilmeleri amaglanan birer
beklenen degerdir. Olgusal diinyadaki her hangi bir dl¢me olgusunun ideal tanimi olan
(17.b)’deki HX, X rassal degiskeninin bir islevi oldugundan, f(X) olasilik yogunluk islevine

gore beklenen degeri,
8  (HY)=[" (x=(xX))f(0)dx=0 ve

degiskesi de,
(29) <(HX—<HX>)2>:<(HX)Z>:j:(HX)Z.f(x).dx:c§

bi¢iminde tanimlanabilir. <X> =u, Ve <(X-<X>)2> =5 olmak iizere, lgme olgusunun

ideal tanimindaki olasilik iglevinin ag¢ik bigiminin,
Y xma Y
— 1 2\ oy
B0  f(x)=—==e
oxN27m
oldugunu Abraham De Moivré(1677-1754) kesfetti.

(17.b)’deki matematiksel tanim, simdi Normal Olasilik Yasas: olarak bilinen (30)

ile birlikte, 6l¢me olgusunun istatistiksel tanimini verir. Buna gore, olgiilebilen bir X rassal
degiskeninin dagilim’®, beklenen degeri u, ve degiskesi o3 olan normal bir dagilim
olup kisaca,

(B1) X UN(y,6d)

olarak gosterilir. Olgme hatasinin dagilimi da, (17.b), (22), (25) ve (30)’a gore,

(32) H, 1 N(0,6%)

olup, Hatalar Yasas: yada Johann Karl Friedrich Gauss(1777-1855)’a atfen Gauss Yasast

olarak bilinir.

2.2.4 istatistiksel Yakinsama Yasasi

10 F(x<a)=f f().dx=F(x), -w<a<o-
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X yigimm tanmimlayan evrensel Gtedlgiimlerden biri olan 6% beklenen degeri, kabul

edilebilir bir tahmin hatasinin iist st H [,3( ve alabilecegi degerlerden biri belli bir X

yiginindan rasgele secilen S tane gézlem biriminden hesaplan drnek istatistigi degeri éSX

olmak tizere, tahmin sanatinin temel mantigini olusturan
(33  erol (\ésx ~0|<HX ) >1=> er 8 0",
bigimindeki istatistiksel yakinsama yasasina gore tahmin edilebilir. Bu giin, Biiyiik Sayilar
Yasasi olarak bilinen bu teoremi, yegeni Nicolas Bernoulli(1687-1759) tarafindan
oliimiinden sekiz y1l sonra yaymlanan Ars Conjectandi adli eserinde ilk kez ifade ederek
kanitlayan Jacob Bernoulli(1654-1705) ¢agdasy istatistiksel bilimlerin de yolunu agan kisi
oldu[9],[10].

(15)’deki matematiksel yakinsama yasasindaki X, alabilecegi degerler belli bir
sayt kiimesinin bireyleri olan bir degiskeni; (33)’teki istatistiksel yakinsama yasasindaki X
ise, belli bir gézlem kiimesinin bireylerine iliskin rassal bir degiskenin gbézlenen degerlerini
simgelemektedir. Dolayisi ile istatistiksel yakinsama yasasinda, matematiksel yakinsama
yasasinda oldugu gibi dogrudan yakinsama hatasinin, yaklasik degerin hesaplanmasinda
kullanilan terim sayist S sonsuza giderken yakinsayacagi deger degil, kendisi de rassal bir
degisken olan tahmin hatasinin, Ornek istatistiginin hesaplanmasinda kullanilan 6rnek
bireyleri sayis1 S sonsuza giderken, belli bir tahmin hata degerinden biiyiik ya da kii¢iik

olma olasiliginin yakinsayacagi deger s6z konusu olabilir.  Bu nedenle de istatistiksel
yakinsama yasasinda, 0% Gtedlciimiiniin (16)’daki gibi kesinlikle bulunacag: bir deger

araligi degil, 0O<a<l olmak iizere, 6% beklenen degerinin (30)’a gore 1-o olasilikla

bulunacagi
(34) 0|(‘é§—ex‘<Hg)=1—a
bir deger aralig1 tanimlanabilir.
(33) ve (34)’de ifade edilen istatistiksel yakinsama yasasi, beklenen degerlerin

tahminlerini gézlemsel degerlerden elde etmeye yonelik tiim istatistiksel yontemlerin temel

mantig1 olan istatistiksel ¢ikarimdir. Bu ¢ikarimin islevsel olabilmesi igin, bir rassal

degisken olan ég( ornek istatistiginin olasilik dagiliminin bilinmesi gerekir.

2.2.5 Merkezsel Erey Teoremi
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Ornek istatistigi ésx ’in gozlenen degerinin, X yigimmindan rasgele secilen S tane bireye

iligkin (20)’de tanimlandig1 gibi bir aritmetik ortalama olmasi durumunda, istatistiksel
yakinsama yasasina gore, beklenen degerinin

S

@) (&= Xs>=<é2xs>=éz<xs>=é5.yx = piy -

s=1

ve degiskesinin

<(>?s ~ by )2>=j:i§.dF(YS)_u§ .
(36) .

oldugu biliniyor.!!

i i ici X X 111
Xs~Binomial(p,S) igin, X =T5M)p ve

JS ()? 5= p)M)N(O, p-q)oldugunu, 1733’de gosteren De Moivre’un  bu
sonucunu, her hangi bir F dagilimma sahip birbirinden bagimsiz ve aym

dagilimh {X B :s:l(l)S} rassal degiskenlerin ortak beklenen degeri (X)=u, ve

degiskesi <( X-(X ))2> = 0% <o olmak iizere,

2
(37) Xs Dagilimda N (,ux ’G_Xj .

bi¢iminde genellestiren Pierre Simon de Laplace(1749-1827)’m 1810°daki katkisi ile
tahmin sanatinin kapisi istatistiksel bilimler igin ardina kadar agildi[11],[12].  (37)’deki
sonug, Piérre de Fermat(1601-1605) ve Blaise Pascal(1623-1662)’1n birlikte ilk adimlarin
attiklar1 olasilik kurami bahgesinin tam merkezinde, Bernoulli’nin 1713°de ilk bi¢imini
verdigi (33)’deki istatistiksel yakinsama yasasi ile tanimladigi yerden figkiran bu pimarin
ad1, hakli olarak Polya(1920) tarafindan Merkezsel Erey Teoremi (MET) olarak kondu[13].
_ X s “Hx

%

Z 5( rassal degiskeninin, MET ne gore,

s

er Xg—py <Z§(> =0 Dbeklenen degerli ve

S—w0

11 (35)’deki tanimin gegerli olabilmesi igin, {X s is=11DS } rassal degiskenler kiimesininin bireyleri
olan rassal degiskenlerin birbirinden bagimsiz ve ayni dagilimli(b.a.d.) olmasi ve {xs s=1(DS }

ornek bireylerinin aynt X yigmindan rasgele 6rnekleme ile elde edilmesi yeterlidir. Ancak (33)’iin
¢ikarimi i¢in S’ye gore ereysel bir dagilim olan F'(xg) dagilimmin bilinmesi gerekir.
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_ 2
<(st )Z> = [@] :Gi<(>?s n, )2> :(%GZXS —1degiskeli,

z 1,
1 2
— |e 2 dz
N2 _'[

standart normal dagilim yakinsayacagi aciktir.

(38) @)=

Artik, bir X yiginindan rasgele secilen {x, :s=1(1)S} ornekleminin (20)’deki
ortalamasina gore gy ’in bulunacagi giiven araligimin alt ve ust sirlarinl belirleyecek

(34)’deki istatistiksel yakinsama hatasinin degeri, Zg = o' (1-/2) olmak iizere,

O
(B9)  Hy =z,

Js

almarak, u, beklenen degerinin (1-o) giivenle,

o o
(40) ()_c S —Xj
S a/2 \/g S a/2 \/g
araliginda olacag1 soylenebilir ve (33)’deki istatistiksel yakinsama yasasinin (34)’deki

sonucu, bu durumda

O
41 Oll |Xg —py|< 2z, —— |=1-a-
( ) [| S luX| /2 \/Ej

bi¢iminde ifade edilir.

2.2.6 m Oteolciimiiniin Istatistiksel Tahmini

Bu bilgilerin 15181inda, (18)’de verilen bir ¢cemberin ¢ap1 ile ¢evresi arasindaki zorunlu ve
nedensel iligkinin istatistiksel modelindeki n Otedl¢timiiniin istatistiksel tahmini, (X)
yarigapli bir ¢ember ¢izilerek, Y rassal degiskeni i¢in (22) , (25) ve (32) varsayimlarinin
gegerli oldugu

(42) {ys:s:l(l)S|xS:<X>,VS}
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deneysel verilerinden elde edilir. Y rassal degiskeninin beklenen degerinin ve degiskesinin

tahminleri olany, ve &fs degerleri, (42)’deki verilerden; ve bu degerlerden de,

2 N 2 Ys vy Y _ 2
fy =Ty % ) >‘<[2<yx>‘2<<x>>J >‘4<i>2 (5 =00)

1 B 1 0‘7\(2 52 1 Oy,
S T

Ta(xy 7 a(xy

S_4<X>2 S

tahminleri bulunarak, eldeki deneysel kanitlara gore gergek m degeri i¢in, (41)’deki gibi,
43)  Ol(|#, —7|<z,,6; )=1-«

oldugu séylenir.

3. SANAL GERCEK
21

Bir ¢emberin (3)’de verilen matematiksel modelinin, 6l¢me hatasi olgusunu goz ardi
ettigi icin, olgusal diinyada ¢izilmek iizere tasarlanan sanal bir ¢gemberin ancak eksik
bir modeli olabilecegi daha dnce belirtilmisti. (18)’de verilen istatistiksel model de, bir
dizi varsayima dayali olarak, yine sanal bir gemberin tanimi olmakla birlikte, olgusal
diinyada 6lgme eylemi ile ¢izilecek bir ¢embere iligskindir. Bu varsayimlarin yeterince
gegerli oldugu yaklasik bir durum, ¢ok dikkatli bir deney tasarimi ile ger¢ek diinyada
olusturulabilirse, (42)’deki verilerden (43)’teki bilgiye ulasilabilir.

Tasarlanan deneysel ortamin, gerceklesen deneysel ortamla ne kadar
benzestigi, gercek deney verileri kullanilarak, “Model hatasi, 6l¢me hatasi ile ortiisiir.”
varsayiminin, a posteriori snanmasi ile belirlenir. Gergek diinyanin, tutarli, yeterli ve
giivenilir bir agiklamasi ve 6ngoriisiine, kuramla uygulama arasinda, bu varsayimin her

asamada dogrulandigi, yonlendirilmis gelgitsel bir siire¢ sonunda ulagilir[14].

Tasarlanan deneysel ortamin tam benzestigi, bagska bir deyisle, “model

hatasinin 6lgme hatasi ile tam Ortiistiigli”, sanal deney ortamlari da olusturulabilir.
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Sanal deneyin 6n kosulu, s6z konusu olguya iliskin istatistiksel modelde, temel girdi
niteligindeki, 6tedlciim degerlerinin dogru oldugu varsayilan degerlerinin a priori
belirlenebilmesi ve rassal degiskenlere iliskin gozlemsel degerlerin, gercek bir
deneyde oldugu gibi 6l¢me ile degil, olasilik dagilimlarindan rasgele 6rnekleme ile
elde edilebilmesidir. Bu kosulu saglayan istatistiksel bir modelin, neden-sonug iliskileri
goriiniirde ne kadar karmasik olursa olsun, temel girdi degerleri modelin yapisal
bi¢iminde yerlerine konarak, ¢ikti degerleri matematiksel hesaplamalarla elde
edilebilir. Bu tiir istatistiksel modeller, sanal bir ger¢ek canlandirilarak, c¢ikt

niteligindeki rassal degiskenlerin bilinmeyen 6tedl¢limlerinin tahmininde kullanilirlar.

3.1. Monte Carlo Tahmin Yontemi

Gergek deneyin olanaksiz oldugu, girdi niteligindeki degiskenlerin olasilik
dagilimlar1 tizerine gecerli varsayimlarla, ¢ikti niteligindeki rassal degiskenlerin sdzde
gozlem degerlerini tanimlayan istatistiksel modelin kurulabildigi ve ¢ikti niteligindeki
rassal degiskenlerin bilinmeyen 6tedl¢iimlere iligkin tahminlerin amaglandigi durumlarda,
istatistiksel bilimlerin hepsi sanal deney yoluna bagvurur. Sanal deneyle s6zde gbzlem
iretmeye, benzetim; bu yontemle istenildigi kadar ¢ok biiyiik sayilarda benzetim
verilerinden istatistiksel yakinsama yasasinin sonlu bigimi olan,

44 & X¢ DX R
( ) s58" N S Hx

ile X rassal degiskenin beklenen degerini tahmin etmeye de Monte Carlo(MC) tahmin
yéntemi diyoruz. Veri elde etme maliyetinin ¢ok diisiik oldugu durumlarda, MC tahmin
yontemi bigilmis kaftandir.

Sanal gozlem iiretme, ya da benzetim yontemi, gercek bir yigin yerine, belli bir
olasilik dagilimindan rasgele oOrneklemedir. Herhangi bir R=F(X) olasilik dagilimimin
dagilimi, standart tekdiize dagilim oldugundan, F(x) olasilik dagiliminin tersi varsa, r

standart tekdiize rassal bir degiskenin gergek yada sanal bir gézlem degeri olmak iizere,
(45) x=F7(r)
bigiminde sanal gozlem degerleri elde edilecek X rassal degiskeninin dagilimmin F(X)

olacagi aciktir[15] .
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Gergekten tek diize dagilmis bir rassal degiskenin degerini gézlemek yerine, sézde
tek diize olan bir rassal degiskenin sanal gézlem degerleri, K €[l katsayi, hel! hane

sayist ve I, bir baslangi¢ degeri olmak iizere,
(46) 1 =[K.10"r mod(10" +1)]/10"

biciminde belli bir algoritmayla {iretilerek, bir olasilik dagilimindan rasgele ornekle
yapmak, MC yontemi agisindan daha uygundur. (46)’daki algoritmaya gore iiretilecek bir

birinden bagimsiz,
(47) {rs(l),s:1(1)8|K,h,r(§1)} , {r;2>,s:1(1)s|K,h,r;2>}

tek diize dizilerinden, drnegin

(48) I:Zi(l) } W-Sin (27-cri(2))
2] W.cos(an(z))

biciminde iki degiskenli standart normal dagilimdan rasgele degerler elde
edilebilir[16],[17]. Boylece, sanal gergegin istatistiksel modelinde temel girdi niteligindeki
rassal degiskenlerin her biri i¢in, bir birinden bagimsiz, sdzde tek diize rassal degiskenlerin

degerleriyle belli bir sanal gergek, istenen sayida canlandirilabilir.

3.2. ®w’nin Monte Carlo Tahmini

Sanal bir ¢emberin (18)’deki istatistiksel genel modelinde temel girdiler; 7
Otedl¢limiiniin kendisi ve g¢emberin yarigap1 X ile 6lgme hatast H rassal degiskenleri; ¢ikti
ise gemberin ¢evresi olan Y rassal degiskenidir. © ,<X> ve o Ootedlgiimlerinin dogru
oldugu kabul edilen degerleri ile, (46) ve (48)’deki algoritmalara gére elde edilen rassal
degerler (18)’deki modelde yerlerine konarak, (42)’deki verilerin sanal degerleri,

(49) Y, =2m(X)+0,.2%, s =5(1)S
bigiminde iiretilebilir.

T, <X> ve ol otedlgiimlerinin dogru oldugu kabul edilen degerleri, (42)’deki
verilere gore elde edilen istatistiksel tahminler olabilir. Ancak, (49)’deki sanal g6zlem
degerlerinden, © 6tedl¢iimiiniin (43)’teki gibi istatistiksel bir tahminini MC ydntemiyle elde
etmek, uygulanan yontemlerin basarisimi belirleme disinda, anlamsizdir. Eger n’nin dogru

oldugu bagtan kabul edilen istatistiksel tahmini ile MC tahmini uyusuyorsa, MC sanal

deneyde islemsel ve yontemsel bir yanlis yapilmadigi sonucundan bagka mantiksal bir
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sonug ¢ikmaz. Dolayisti ile (18)’deki model, n’nin kendisini de bir girdi olarak igerdiginden,
© Otedl¢iimiiniin tahminine yonelik sanal bir deneyin istatistiksel modeli olamaz.

(18)’deki istatistiksel modelin temeli, (3)’te verilen matematiksel modeldi. ©
Otedl¢limiiniin tahminine yonelik sanal bir deneyin istatistiksel modelini kurabilmek i¢in, 7
Otedl¢limiiniin diger matematiksel tanimlarindan yararlanilabilir. Bu tanimlar arasindan,
istatistiksel modele temel olusturacak matematiksel modeldeki, m’nin disindaki tim
otedlclimlerin, gercek verilerle istatistiksel tahminlerinin elde edilebilmesi gerekir. Bu
acidan bakildiginda, (10)’daki matematiksel model, m Otedl¢iimiiniin tahminine yonelik
sanal bir deneyin istatistiksel modelini kurulmasinda temel alinabilir. Bu tanima gére w ,
birim ¢emberin alanidir. Birim ¢emberin alani ise, istatistiksel tahmini ger¢ek deneysel
verilerden elde edilebilir bir 6tedl¢timdiir.

Bu amagla, Sekil.5’deki gibi kenarlar1 birim ¢embere teget olan kare bir alanin

i¢ine rasgele atiglar yapilabilir ve gemberin igine diisen atislar sayilabilir.

x b /% (XS) )2 + (xs(z) )2

-1 0 1y, xo

Sekil 5. Kare igine rasgele ats.

Cemberin i¢ine diigen atiglarin orani, istatistiksel yakinsama yasasina gore,
deneme sayist arttikca

(50) 0 Cemberin Alan: _ &
Karenin Alan1 4

olasiligimi yakinsar. S6z konusu kare alan igine rasgele bir atisin gemberin igine diisme

olasilig1 olan @’nin ; (Xil) , Xf) ), s. rasgele atisin koordinatlar1 olmak iizere,

1 @) @) 21
Gl Y= L) 067 < s=1(1)S
0, (XS’ )2 +(x§2’ )2 >1
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biciminde tanimlanacak bir Bernoulli degiskenin beklenen degeri olup,

62 7=

i=1

MC o6rnek ortalamasinin yakinsayacagi,
(53)  er(7,) »>Ol(Y =1), =5,

degerle, MC tahmini elde ediliebilir.
Gergek bir deneyde, (42)’deki degerler dogrudan gozlem yolu ile bulunur. Deney

ciktist olan bu degerlerin (51)’deki matematiksel taniminda, (X(l) x(z)) degerleri, bir

birinden bagimsiz, (-1,1) araliginda tek diize rassal iki degiskenin degerleri olarak algilanip,
(47)’ye gore iiretilecek standart tek diize dizilerinden,
xP =2r® -1

@ _9p@
X~ =2r,7 -1

(54)

bi¢ciminde elde edilebileceginden, sirast ile (47), (54) ve (51) algoritmalari, =
otedlgiimiiniin  dogru kabul edilecek bir degerini kullanmadan, (42)’deki gozlem
degerlerinin sanal benzerleri olan (51)’deki degerleri iiretir. Bu sanal verilerden de, (52),
(53) ve (50)’ye gore, m’nin MC tahmini elde edilir.

Tasarlanan sanal bir deneyin, ancak bir bilgisayar ortaminda gerceklestirilebilecegi
aciktir. Genel amacgli programlama dillerinden birini bilen sanal deneyci i¢in bdyle bir

ortami olusturmak ise oldukc¢a kolaydir[18].

4.SONUC

Olgusal diinyadaki gozlemlerimizden yola ¢ikarak, olgu ve nesnelerin ideal bigimlerini salt
matematiksel diinyamizda soyutlayarak olusturabildigimizi, bu ideal tanimlarda yer alan
otedlclimlerin de, matematiksel yakinsama ve istatistiksel yakinsama yasalarindan
yararlanilarak tahmin edilebilecegini, ideal bir g¢emberi tanimlayan = 6tedlgiimi
cergevesinde tartistik. Benzer bigimde, giiniimiiz teknolojisinin genetik ve uzay
basarimlarinin temelinde oldugu gibi, bir birleri ile tutarli matematiksel gergeklikle
istatistiksel ger¢eklik bir araya getirilerek, son derece karmasik ve kapsamli sanal gergekler
de olusturulabilir. Boylece, olgusal diinyanin istatistiksel yaklasimla kesfedilen rassallik

yasalar1 kullanilarak tasarlanan yeni olgusalliklarin da &tedlgiimleri sanal deney
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verilerinden, Monte Carlo yontemlerle tahmin edilebilir ve rassallik yasalar1 kesfedilebilir.
Monte Carlo yontemlerle kesfedilen yeni olgulara iliskin olasiliklara dayali bilgi, yasam
giivenligi ve niteligi olumlu ydnde artacagini soyliiyorsa, sz konusu sanal ger¢ek olgusal
diinyaya aktarilir. Evrensel gergege iliskin bilissel kavrayisimiz, salt matematik dili ile
tanimlayabildigimiz matematiksel ger¢egin, diislinsel gergegi; matematiksel gercege
rassallik boyutu kazandirarak tanimlayabildigimiz istatistiksel gergegin de, olgusal gercegi
kesfetme giicii ile dogru orantili olarak giderek artmaktadir. Evrensel gercegi kavramaya
calisan tiim bilimlerin ve onun giizelligini anlatmaya ¢alisan tiim giizel sanatlarin olgusal
diinyada iirettikleri, matematiksel gercege doniistiiriilebilen diisiinsel gercekle, istatistiksel
gercege doniistiiriilebilen olgusal gercegin Ortiistiigii sanal gercekler, giderek daha genis bir
boyutta, olgusal diinyamizi ve diisiinsel diinyamizi bi¢cimlendiriyor.

Gergek ve sanal gergege iligkin bilgimizi aywran kesin bir sinir da yoktur.
Tlimevarimla ulastigimiz olgusal diinyaya iliskin genellemelerimizi, bir kuram altinda
toplarken, bu kuramin tutarliligim saglamak i¢in dogrulugu a priori kabul edilerek one
stiriilecek Onermeler, olgusal diinyadan tiimii ile kopuk yeni Onermelerle yalnizca
matematiksel olarak kanitlanabilir list diizeyde icat edilen onermeler degil, ayn1 zamanda
gelecekte deneysel yoldan da yanliglanabilir kesfedilen dnermeler olmalidir. Cagdas bilim,
gercek ve sanal gergege iliskin bilgimizi, zaman i¢inde sanal gergegi gercege doniistiirerek
ilerleyen devingen bir denge iizerinde yiiriimektedir. Bu nedenle tiim bilimlerin ortak dili
olan matematik basta olmak iizere, tiim bilimler ¢agdashgin geregi olan bu dengeyi hicbir

zaman unutmamali ve gézden kagirmamalidir.

Diisiinsel

Gereek Olgusal

Gergek

Sekil 6. “Bir sekil bin soze bedel.” -Cin
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