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LOJISTIiK HARITA ILE RASGELE SAYI URETILMESI VE ISTATISTIKi
YONTEMLERLE SINANMASI

Fatih OZKAYNAK!' ve A. Bedri OZER?

OZET

Rasgelelik giinlik yasamda insanhig kusatmstir. Glintimiizde rasgele sayilara sifreleme, giivenli
haberlesme vb. bircok alanda ihtiyag¢ duyulmaktadwr. Bunun igin sahte rasgele sayilan iireten
algoritmalar kullanilmaktadir. Ancak adindan da anlasilacag: gibi bu sayilar kestirilebilirler, ¢ok
giivenli degillerdir ve kaginilmaz olarak rakamlarin kendilerini tekrar etmeleri 6nemli bir sorun
olusturmaktadir. Bu ¢alismada kestirilebilirligin ve tekrarlama frekansinin azaltilmasi igin rasgele
say1 tretiminde kaotik bir sistem olan lojistik harita kullamilmigtir. Kullanilan yontemin gegerliligi Ki-
Kare ve Kolmogorov-Simirnov testleri ile snanmustir. Yapilan testler sonucu sahte rasgele sayilari
tireten diger yontemlere gore daha iyi sonuglar gozlenmis ve 6nerilen yontemin gegerliligi bu testlerle
gosterilmigtir.

1. GIRIS

Bilgisayar derleyicilerinde ve sistemlerde rasgele sayilara ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu
sayilan elde etmek icin rasgele say1 tretecleri kullanilmaktadir. Kullamilan bu iireteclerin
ashnda sahte rasgele (pseudo random) say1 drettikleri bilinmektedir [1]. Ureteglerde
kullanilan yéntemler bilindiginden bu sayilarin kestirilebilirlifi miimkiindiir. Giivenlikle
ilgili sistemlerde ve sans oyunlarinda bu istenmeyen bir durumdur. Sayilarin kestirilememesi
icin farkh arayislar devam etmektedir. Sahte rasgele sayilarla ilgili bir diger problemde
tekrarlama frekansimin yiiksekligidir. Ayn: sayilara birden fazla defa rastlanmamasi giivercin
deligi teoremine gére miimkiin degildir. Ornegin 0 ile 1000 aras: rasgele say1 iireten bir
tiretegten 100’den fazla say: tretilirse aymi sayilarin tekrar edilmesi kaginilmazdir. Bu
yiizden rasgele say: tiretiminde 6nemli olan miimkiin oldugunca sayilarin az tekrarlanmasidir
yani tekrarlama frekansinin azaltilmasidir.

Gelisigiizel ve tahmin edilemez davrantg gésteren sistemlere kaotik sistemler denir.
Kaosu tanimlayan yegane 6zellik, baslangi¢ sartlarina bagimliliktir. Kaotik sistem, birbirine
¢ok yakin iki noktadan birakildifinda sistemin izleyecegi yoériingeler tamamen birbiriyle
iligkisizdir, ve bu iki yoriinge gittikge birbirinden uzaklagir {2,3]. Kaosun en belirtici 6zelligi
olan baglangi¢ sartlarma bagimhihgs, ilk olarak Poincare ortaya atrmstir. Henri Poincare bu
olguyu soyle aciklamistir: “...baslangi¢ sartlarmdaki ¢ok kii¢iik farklar, sonug olgusunda ¢ok
buyiik farklar meydana getirmektedir. Baslangigtaki kiiciik hata, daha sonra devasa bir hatayi
meydana getirmektedir. Kestirim imkansiz hale gelmekte ve rastlantisal bir olguya sahip
olmaktay1z’.

Poincare’nin de degindigi gibi kaotik sistemlerde baglangi¢ sartlarina baglt olarak
kestirim imkansiz hale gelmektedir. Bu 6zellik, kaotik sistemlerin rasgele sayi tireteci olarak
kullamlabilecegi fikrini dogurmaktadir. Kaotik bir sisteme farkli baslangic sartlan
verildiginde kestirim imkansiz olacagi asikardir. Boylece sahte rasgele sayr ireten
treteclerin dezavantajlarindan biri olan kestirilebilirlik yok edilmistir.
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Onerilen kaotik say1 iiretecinin tekrarlama frekans1 da 6nemlidir. Tekrarlama frekansinm
test edilmesi i¢in istatistiki yéntemler mevcuttur. Bu cahgmada kaotik rasgele say1 tireteci
olarak basitliginden dolay: lojistik harita kullamlmistir. Fakat diger kaotik sistemlerle de
rasgele sayr Uretimi gerceklestirilebilir. Yontemin smanmasi i¢in ise Ki-Kare testi
kullamlmistir. Yine bu ¢alismada test sonuglart sahte rasgele sayr lireten ireteclerle
kiyaslanmigtir.

2. RASGELE SAYI URETIM YONTEMLERI

Rasgele say1 tiretmek i¢in bir¢ok ¢aligma yapiimistir [4]. Bunlardan en ¢ok bilinenleri
Orta Kare ve Lineer Congruental algoritmalarnidir. Orta kare algoritmasi 0000°dan 9999°a
kadar rasgele sayilar tiretmek icin herhangi bir dort basamakli say1 secip, bu saymin karesi
almir. Bu saymin ortasindaki dort basamag: ahnarak ilk basamak tek basamakh rasgele bir
say1, ilk iki basamak iki basamakli rasgele bir sayidir. Bu seklinde devam ederek yeni sayilar
elde edilir [4]. Orta kare algoritmasi Onceleri kabul edilebilir idi. Ancak, rakamlarin
kacimiimaz olarak kendilerini tekrar etmeleri 6nemli bir sorun olusturur.

Lineer Congruental algoritmasi Lehmer tarafindan tekrarlama frekansimi azaltmak icin
gelistirilmistir [5]. Bu metot, ayni zamanda rasgele say1 tiretmek icin kullanilan yontemlerin
en iyi bilinenidir. Cekirdek (baslangictaki x, degeri) keyvfi bir say1 icermek tizere

Xo+ 1= ax, + c(modm)

denklem rasgele bir say1 elde etmek i¢in bir 6nceki rasgele sayi a gibi bir sabit ile ¢arpilip, ¢
gibi bir say1 eklenip m gibi diger bir sabit ile boliimiinden kalan say1 hesaplanir. Bu sayinmn 0
ile m-1 arasinda oldugu agiktir. Bu yontem her ne kadar basit goriiniiyorsa da iyi sonuglar
elde etmek icin a, ¢ ve m parametrelerin se¢imine dikkat edilmelidir.

Lojistik harita kaosun gésterilmesi igin ayrik zamanli bir dinamik sistemdir. Smarh bir
cevredeki popiilasyonu modellemek icin gelistirmigtir [3]. Lojistik harita bir boyutludur ve
dogrusal degildir. Model:

X1 =rx(1—2)

seklindedir. Bu model, r parametresinin alacag: degere goére kaotik yada kaotik olmayan
davrams gosterecektir. Sistemin hangi dogrusal olmayan parametre degerleri i¢in, kaosa
girip girmedi8ini anlamak igin ¢atallasma divagramu kullamilmaktadir. Lojistik harita ic¢in
catallasma diyagrami asagida verilmistir.

Xn o

r parametresinin 1 ile 3 arasindaki degerlerinde sistem kaotik degildir ve tek bir denge
noktas1 vardir, sistem bu noktaya yaklasarak orada sabit kalir. r parametresinin 3 ile 3.5
arasindaki degerleri icin iki denge noktas: vardir ve herhangi birine yaklasarak orada sabit
kalir. Fakat 3.5 degerinden sonra sistem kaosa girmistir ve davranisi kestirilemez [3].
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3. RASGELELIGIN TEST EDILMESI

Rasgele say1 lireteclerinin, tirettigi rasgele say1 dizilerinin rasgelelik tanimina uygun olup
olmadiginmin test edilmesi gereklidir. Ancak bu testlerin hi¢biri tamamen iiretilen dizilerin
rasgelelige uygunlugu ispat etmez. Verilen testleri gegen bir dizi rasgele olmayan bir 6zellik
tagiyabilir. Bu nedenle yapilan testler sadece belirli bir anlamlhilik diizeyinde onerilen
yo6ntemin red edilip edilmeyecegi sonucuna varir.

Yigm tizerinde alinan 6meklerden yiginla ilgili kararlar verilmesi beklenir. Bu kararlara
istatistiksel kararlar denir. Yent bir ilacin hastaligm tedavisinde etkili olup olmadigi, bir
madeni paramin hileli olup olmadig1 veya lretilen sayilarin rasgele olup olmadigi 6rnek
verilerine dayanarak karar verilebilir. Kararlara varmak igin verilen yiginla ilgili varsayimlar
yapilmasi yararh olmaktadir. Bu sekilde dofru olan yada olmayan varsaymmlarda
“istatistiksel hipotezler” olarak adlandinhr. Hipotez testleri parametrik ve parametrik
olmayan testler olarak siniflanmaktadir. Bu ¢aligmada rasgeleligi test etmek i¢in parametrik
bir test olan Ki-Kare, parametrik olmayan test i¢inse Kolmogorov-Simirmnov testi
kullamlmgtir,

4. Ki KARE VE KOLMOGOROV-SIiMIRNOV TESTI

Ki-Kare testinde; gézlenen frekanslarm (o;), belli bir hipoteze gére elde edilen beklenen
frekanslardan (e;) 6nemli olgiide fark edip etmedigi arastirilir.
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x> =0ise gozlenen ve beklenen frekanslar tam uyumludur; z° >0ise frekanslar tam

uyumlu degildir. y* arttikca, gozlenen ve beklenen frekanslar arasindaki farklihk artar.
Kritik deger (K.D), o 6nem seviyesi ve s.d = m - 1 - r serbestlik derecesine gére hazirlanms
x kritik degerler tablosundan belirlenir. Burada m tahmin edilen parametre sayisidir.

Hesaplanan y° degeri kritik degerler tablosundaki degerden daha kiiciikse hipotez kabul
edilir veya en azindan red edilmez.
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Ki-Kare testinden daha giivenilir sonuglar almak icin bazi noktalara dikkat edilmelidir.
Kategori sayist ikiden fazla ise (r>2) her bir beklenen frekans bes veya daha biiyiik

olmahdir. Kiigiik beklenen frekanslarla galigilmast hesaplanan y° vye biiyiik katk
yapacagmdan hipotezin red edilme olasthgim arttirir.
x” testinin uygulanabilmesi igin beklenen frekanslarin 5°den biiyiik olmas: istenir.

Kolmogorov-Simirnov testi boyle bir sarta dayanmadig i¢in kolayca uygulanabilmektedir.
Test gozlenen ve beklenen degerlerin kiimiilatif nispi frekanslan arasindaki mutlak fark ile
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belirlenmektedir. Hesaplanan maksimum mutlak fark kritik degerden biiyiik ise hipotez red
edilir.
5. ONERILEN YONTEMIN TESTI

Baslangicta ¢ekirdek degeri 0.3 alinip r parametresine 3.5 ile 4 arasinda farkli degerler
verilerek 0 ile 1 arahifinda rasgele sayilar tiretilebilir. Bu ¢alismada r=3.8 degeri i¢in 0 ile 1

arasinda tretilen 1000 sayimn son iki basamagi almarak 0-99 arasinda rasgele sayilar
tiretilmistir. Test sonucu:

1m?2 A 102 1Mz 12 1m2
o210 (3-10)° @0-107 ~ (3-10)° (10-10)" _
10 10 10 10 10

98.4

100 kategori oldugundan serbestlik derecesi s.d = 100-1 = 99 dur. Bu serbestlik derecesinde
cesitli gliven degerleri igin P degerleri asagida verilmistir.

KI-KARE TESTI

Gliven 0.05 0.025 0.1 0.005
Degerleri
P 124.342 129.561 135.807 140.169

Yapilan ¢alismada hesaplanan deger 98.4 diir. Bu deger tum giiven degerlerindeki
ki-kare degerlerinden daha kii¢iik cikmusgtir.

Kolmogorov-Simimov testi igin ise gézlenen ve beklenen frekanslar arasindaki
farklarin mutlak degerleri ve kritik degerler asagidaki tablolarda gosterilmistir.

Kategori 0; Nispi o Fy € Nispi e; F. [Fo-Fel
0 8 | 8/1000=0.008 | 0.008 10 10/1000=0.01 0.0t | 0.002
1 13 | 13/1000=0.013 | 0.021 10 10/1000=0.01 } 0.02 | 0.007
2 10 10/1000=0.01 | 0.031 10 10/1000=0.01 0.03 0.001
99 10 10/1000=0.01 | 1.000 10 10/1000=0.01 1.00 0.00
Toplam | 1000 | 1 1000 '

Test sonucu hesaplanan D degeri 0.027°dir. Bu deger asagidaki kritik degerlerden daha
kiigiik oldugu i¢in tiim giiven araliklaninda hipotez uygundur.

Kolmogorov-Smimov Tablosu

Ornek D Degerleri
Boyutu
0.20 0.10 0.05 0.02 0.01
100 0.10563 0.12067 0.13403 0.14987 0.16081
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6. SONUC

Bu calismada rasgele say1 liretimi i¢in kaotik bir sistem olan lojistik harita kullanitmigtir.
Kaotik sistemler kestirilemediginden dolay1 bu gorev i¢in uygundurlar. Yapilan ¢ahsmada
tretilen sayilar, istatistiksel bir yontemler olan Ki-Kare ve Kolmogorov-Smirnov testlerine
tabii tutulmug ve tatmin edici sonuglar elde edilmistir
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