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ZAMAN SKALASINDA DINAMIK SISTEMLER

Unal UFUKTEPE', Veli DUNDAR?, Sevean KAHRAMAN?

OZET

Zaman Skalast, reel sayilarin herhangi bos olmayan kapali bir alt kiimesidir. Zaman skalasinda
kalkiliis, ilk olarak 1989 yilinda Stefan Hilger tarafindan bulunmustur, matematikte buna kisaca
stirekli ve ayrik durumlanin birlestirilmesi denir. 1990°dan beri zaman skalasi iizerinde bir gok bilim
alaninda ¢aligmalar yapilmis ve bu konu oldukca yaygin ve popiiler hale gelmistir. Biz bu ¢aligmada
siirekli ve ayrik dinamik sistemlerin zaman skalasinda genellestirilmesine yer verdik.

Anahtar Kelimeler: Zaman Skalasi, Dinamik Sistemler, Floquet
1. Giris

Son yillarda matematikgilerin  biiylik bir ilgi odag: olan Zaman Skalasi kavrami ilk
olarak 1989 yilinda Stefan Hilger’in doktora c¢alismasinda ortaya atildi. Hilgerin bu
calismasimi  matematikteki siirekli ve kesikli durumlarimin birlestirilerek genellestirilmesi
olarak agiklamak miimkiin. Ornegin diferansiyel denklemler ve fark denklemleri bu ¢alisma
ile dinamik denklemler adi altinda genelestirildi. Bu ¢aligmanm birinci béliimiinde zaman
skalasinin temel kavramlari, ikinci bolimde Zaman Skalasinda Lyapunov déniigiimii ve
kararhilik, ve dérdiincii boliimde ise Floquet kuramina yer verilmistir. Bu ¢alismada 2000
yilindan beri zaman skalasinda dinamik sistemler {izerine yapilan ¢aligmalar derlenmis ve
ornekle agiklanmmstir,

2. Zaman Skalasinda Temel Tanimmlar

Bu boliimde zaman skalasmin temel kavramlarina yer verilmistir. Ispatlar kaynaklardan
bulunabilir.

Tamun 2.1: Reel sayilann (R) herhangi kapali bir alt kiimesine zaman skalasi denir. Zaman
skalas1 T ile gosterilir.

olt)=inf{se T,s > t}

Zaman skalasinda ileri sigrama operatorii , geri sigrama operatorii

de p(t)=sup {S eT,s< t}ile tanimlanir. T = R durumunda her! € T ig:ino-(t) =t , p(t) = t,
T=Z durumunda, her €T icin o(t) :t+1, pOy=t-1 4 Eger p(t =1 iset
noktasina sol yogun, P (Z)< t ise sol sagilmis, O-(t)>t ise sag sagilmus O-(t ):t ise sag

yogun, G(t) =i= p(t) ise yogun, p(t) <t< U(t) ise sagilmis nokta denir.
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Tamm 2.2: #: T3 R olmak iizere, # (t)y = o(t) -t seklinde tamimlanan fonksiyvona
sigrama fonksiyonu denir.

Tamim 2.3: T zaman skalasimn minimum degeri m olsun. Eger m noktas: saga sagilms ise

ko

tiirevlenebilirlik bolgesi T =T~ {m} , diger durumlarda T =T dur.

T  zaman skalasinin maksimum degeri M olsun. Eger M noktas: sola sagilmis ise
k _

tirevlenebilirlik bolgesi T =T-{M} , diger durumlarda T =T du.

2.2. Zaman Skalasinda Tiirev

A
Tanm 2.4: £f:T 5 R olsun. t T* olmak tizere, f fonksiyonunun delta tiirevi / ,
herhangi bir € > 0 sayist i¢in, t noktasinin

y=(t-9d.1+3)NT , 6>0  komsulugunda

(f(e@N—f(s) = > @No@)~5)|< slo) -

Eger f fonksiyonu her t € T* noktasinda delta tirevlenebiliyorsa, f fonksiyonuna T
tizerinde delta tiirevlenebilir denir.

esitsizligi ile ifade edilir.

Lemma 2.1: f fonksivonu t noktasinda stirekli ve t, saga sa¢ilmms nokta ise f fonksivonu t
noktasmda tiirevienebilirdir ve

)~ )
VA ()
dir.
o)~ ()

A
t noktast saga sagilmus ise ). o-s
. )~ f(s
oyl Q=IO
t noktasi sag yogun bir nokta ise S t—s

dir.

£4(@0) =lim = /()

s>t

AQRIAC))
T=R aldigimzda T'=T olurve hert e T icin t—s
T =7 aldipimizda T'=T olur ve hert e T i¢cin

- tim LED SO _ JC+D =)
o(1)—>t lu([) (t +1)—t
f ve g fonksiyonlan delta tiirevlenebilir fonksiyonlar ise

(S ) )= floNg* @)+ (g )

=fe+D)-f(O)=47 )

(l)a(t) _ g -g* (/@)
g g(o()g(®)

seklinde tanimlanir.
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Tanm 2.5: f : T R fonksiyonunun sag yogun noktalarda sagdan limiti, sol yogun
noktalarda soldan limiti varsa diizenli (regulated) fonksiyondur.

Tammm 2.6: f: T — R fonksiyonu biitiin sag yogun noktalarda siirekli ve biitiin sol yogun
noktalarda limite sahip ise, f fonksiyonuna sag yogun siirekli fonksiyon denir. Sag yogun

Cu =Cu(D=C, (LK) ile gosterilir. Bununla birlikte n. tiirevi var
c:=C, (T)=C,(T,R)

olan sag yogun fonksiyonlar da ¢ -

fonksiyonlar kiimesi
ile gosterilir.
Teorem 2.1:

1) T zaman sakalasinda tamimh f fonksiyonu siirekli ise, sag yogun stireklidir.
i1) f stirekli ise, diizenli fonksiyondur.

iii) Tleri sigrama operatorii G(t) sag yogun siireklidir.
iv) Eger f diizenli ya da sag yogun siirekli ise, J°=re®) da aym 6zelligi saglar.

v) Kabul edelim ki f siirekli olsun. Eger g:T —> R diizenli ya da rd-siirekli ise fog diizenh
ya da sag yogun stirekhidir.

2.3 Zaman Skalasinda Integral

Arpy —
Tamm 2.7; f diizenli bir fonksiyon olsun. Her t€ T* igcin FA )= 1) esitligini saglayan
F fonksiyonu, f fonksiyonunun anti-tiirevidir.

Tanum 2.8: ¢ sabit bir say1 olmak tizere f fonksiyonunun belirsiz integrali

jf(t)At =F(t)+c
Tamm 2.9: Hera b€ T icin f fonksiyonunun Cauchy integrali su sekilde tanimlamr:

(7w = F(b)- F(a)

2.5. Hilger Kompleks Diizlemi

Tamm 2.10: 7 >0 olmak iizere Hilger kompleks sayilarn , Hilger reel ekseni asagidaki
sekilde tammmlanmustir.

1
C, :z{zeC:z;t——}
Hilger kompleks sayilari: h

R, Z={ZECIZ€R,Z>—-%}

Hilger reel eksent:
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1
4, = {z eC:ze R,z(——}
Hilger déniistimlii ekseni: h

]hzz{zeC: !

_1
o

Z+—

Hilger sanal dairest:

C,=C R,=R A,=¢ _ I,=iR

olarak tanimlanir. h=0 ahnirsa ve olur.

Tamm 2.11: 1>0 ye £ € C, olsun. z sayisinin Hilger reel kismu,

tzh + lf -1 arg(zh +1)

Re,(z) = Im, (z) =

h olarak, Hilger sanal kistmi da h olarak
tammlanir. Arg(z) z’nin esas argiimentini belirtmektedir. (— w <arg(z) < Ty
Tamm 2.12: p: T >R fonksiyonu
L+ u(@)p(1) # 0 e T* , kosulunu saglivorsa regresif bir fonksiyondur. Regresif ve sag

R = R(T) = R(T, R)

yogun p fonksiyonlarinm kiimesi ile ifade edilir.

Tanmm 2.13: Zaman skalasinda “ dairesel toplam > iglemi
(p®q)t) = p(t)+q(t) + u(t) p()q(t) t€Th v P4ER

olarak tamimlanir.

Teorem 2.2: (R(T, R).D) bir Abel grubudur. [3]
Bundan sonra R = (R(T.R),®) regresif grup diye adlandirilacaktir..
+ + . . k
R =R(TLR)= {p eR:l+u()p)>0eT } kiimesi pozitif regresif fonksiyonlar
(R*,®),(R,D)

ktimesidir ve nin alt grubudur. [3]

Tanim 2.14: Zaman skalasinin (8 p) fonksiyonu
__p@®)

0 p)t)= L+ () p(t) e T! ve PER

seklinde; dairesel gikarma 1glemini de

(POg)()=(p @ (Gq))(t) , t€ T* ve P4 € R olarak tammlanir.
pvq S gg iken p@q’ peq’ ep (&3 92 Olur.

2.6. Zaman Skalasinda Ustel Fonksiyon

Bu boliimde genellestirilmis zaman skalas: iistel fonksiyonu tanimlanacak ve onunla ilgili
6zellikleri verilecektir. Bu 6zelliklerin ispatlar [3] te incelenebilir

Herhangt bir zaman skalasinda genellestirilmis {istel fonksiyon tammi vermek i¢in
silindirik déniisiimi kullanilir.
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C, ::{zeszi—l}
Tanim 2.15: h>0, h ve
Z, ::{zeC:—%<Im(z)££

h } bir serit olmak tizere,

oG 2, silindirik déniisimi
& (2)= %Log(l + zh)

olarak tanimlanir. Fonksiyonun tanimindan ters silindirik fonksiyonun

@)=l 1)

h (2.2)
oldugu goriiliir. Her z€ c icin So (Z) =2 4.

2.1

Tamm 2.16: pe R olmak tizere genellestirilmis zaman skalasi tistel fonksiyonu

cres) - €, (e

t,s € T ile tammmlanir.

r,s,teT

Lemma 2.2: p,qe R ve olmak Uzere;

i) ep(t’z-) ep(T,S)___ep(t,S)
iy € (@@ _ 1+ u@®)p() ¢, :9)

iii) Eger pe R ise biitiin tET icin €, (tato) >0

) Bger [ HOPO <0 €,(00) €, (GW1e)
t

exp j p(r)dr

e,(t,s)_ . p sabit alinirsa e, (1) _ert)

e, (t,s)_[1 @+ p()

v) Eger T=R alinirsa

vi) Eger T=Z almursa

-

"
T=hZ, h>0 ve p sabit bir say1 alinirsa € (t5) =1+ hp)

dir.

Tamm 2.17: Eger pe R oandf: T >R sag yogun siirekli ise,
¥y = p)y(@)+ f(t) 2.3)

dinamik denklemine regresif denir.

Teorem 2.3: Eger (2.3) denklemi regresif ve y(t(’) Yo c Rise
yHO)=p0yO+ ) ()=, )
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birinci mertebe dinamik denkleminin tek ¢6ziimii vardir ve bu ¢cézlim

() = yoe, (L) + fe, (6,0 () f(T)AT
fo (2.5)
dir. [3]

2.5 Regresif Matrisler

Tamm 2.18: A , T zaman skalast iizerinde mxn tipinde bir matris fonksiyon olsun. A
matrisinin her bileseni sag yogun siirekli ise A matrisine sag yogundur denir. T zaman
skalasi Uzerindeki biitlin mxn matris degerli sag yogun siirekli fonksiyonlarm sintfin

Crd = Crd (T) = Crd (T;'R'”x")

ile gosterilir.

Tanum 2.19: T zaman skalasinda A nxn matris fonksiyon olsun. Eger,

I+ p(t) p(t) , her t€ T i¢in tersinirse (2.6)
A regresif matristir. Bu sekilde regresif ve sag yogun matris fonkstyonlarin smifin:

R =R(T) =R(T,R™) ile gosterecegiz.

AER ve fTR™ sag vogun vektor degerli fonksiyon olmak tizere , nx1 vektér
degerli

yH() = A0y + [() @.7)

sistemi regresiftir.

Lemma 2.3: nxn boyutlu A matrisimin regresif olmasi igin gerek ve yeter sart A(t) nin her

1<i<n i¢in A1) Ozdegerlerinin regresif olmasidir.

Tanmm 2.20: A ve B nxn matris degerli regresif fonksiyonlar olsun.
(A® B)(®) = A+ B() + £ ADB()

0 DO =~ - pOAO]" A1) = -4 - pOAO]”
aeB)=A® (e)(n), 1 T*

seklinde tamimlanir.

R nxn

Teorem 2.4: (R(T, ), D) bir grup olusturur. {3]

* S . noo. * T ..
A" | A matrisinin eslenik transpozu olsun. A€ R™ jse A" =A" dir.

Lemma 2.4: 4 ve B  kompleks degerli regresif matris fonksiyonlar olmak iizere,
asagidaki 6zellikler saglanir.

1) A regresiftir.
iy A" @B~ (A4® B)
Simdi , matris degerli
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YR =A0Y® Y =1, Liygin matis 2.8)

baslangi¢ deger problemini ele alalim.

Tanmm 2.21: (2.8) esitligindeki dinamik denklemin genel ¢6ziimiine temel (fundamental)
matris denir.

(2.8) baslangi¢ deger probleminin F=16 deki tek ¢Ozlimiine matris {stel fonksiyonu denir ve
€4 (t’to ile ifade edilir. Matris iistel fonksiyona (2.8) sisteminin gegis matrisi de denir ve

D, (t Lo ) seklinde gosterilir.

Lemma 2.5: A€ R ve A, T zaman skalasinda matris degerli fonksiyon olmak iizere
) D, 1)=D,(1,5)_D,(¢,5) , her ©>$-t€T

i@ (@(0),5) _(1+ pORD) D,(1,5)
1i1) T=R ise ve A sabitse D,01) o A (1,5) et dir.

t—t,

(—
h
iv) T=hZ , 750 ve A sabitise P4 (E10) (I +hA)

Simdi regresif nx1 vektor degerh
YO = A0y + f(@) y(t) =¥,

(2.9)
dinamik baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimiiniin tek olduguna dair bir teorem verelim.

Teorem 2.5: fo eTve 7 (t0) =¥, e R" olmak iizere regresif (2.9) dinamik baslangi¢

deger probleminin tek ¢6ziimii vardir: y:I' >R olmak tizere

W)=, (t1)y, + [@, (1,0 f ()AT

) o dir. (2.10)
Ispat: (2.10) da verilen y(t) iyt tamimlidir ve

Y=o, (r,ro){yo + f%(ro,a(t»f(r)m}
fo yazilabilir. Buradan

yA (1) = A(t)q),q(t;to){yo + J.CDA(tao-(to))f(T)AT}"“CDA(O-(t)ato)q)/t(to’o-(t))f(t)
_A@)y@)+ f()

Ayrica Yo) = Yo oldugu agiktir. Simdi de ¢oziimiin tekligini ispatlayahm. w(t) (2.9)
denkleminin baska bir ¢6ziimii olsun. () sag yogun siirekli bir fonksiyon olmak iizere

W) =D, (t,1) w(!) alalim. Bu esitlikten w(t) =@, (51)v(0) yazabiliriz.
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A@)D , (1,2,)v(t) + [ () = A w(t) + [ (2)

W)
_ADOD (1,1, )v(1) + D, (0(0),1,)v" (2)

Buradan e ()= (DA (to ’O-(T))f(f) elde
Vi) =D ,(t,,0(0) f(7)

V() = wlt,)

edilir. olmalidir.

esitliginde her iki tarafin o dan ! ye integrali alimirsa,
t
W)=y, + [@ (0,0 (F)AT

fo bulunur. w(t) =0, (1,0 esitliginde ()
yerine kondugunda

w(t) =@, (.15 )y, + [©, ¢ (0()f ()AT

esitliginden ¥ =" elde edilir.

3. Lyapunov Doniisiimii ve Kararhlik

Tanmm 3.1: Baz11-P € R sayilar1 [ € T igin, bir Lyapunov dontigtimii
LN < P (e ger LE)27 3.1)
L(z) e C.,(T,R™)

kosulunu saglayan tersinir matrisine Lyapunov doniigtimii denir.

XMt)= A()x () X(t,)=X, (3.2)

b4

regresif zaman degiskenli liner dinamik sistemi ele alalim. Bu sistemde Lyapunov déniisiimii
kullanilarak yapilan degisken degistirme igleminde o6zelliklerin korunmasi1 kararhlikla

baglantihdir.
Ix@|=VX"X@)

bl = ] = ma " x|

Jx=

X(t), nx1 vektor olmak tizere normu
2

A, mxn herhangi bir matris olmak {izere normu
dir.

Lemma 3.1: A1) her t €T i¢in  nxn tersinir bir matris olsun. Eger her t €T i¢in

A
” ( )” Sa  olacak sekilde bir @ >0 sabit sayis1 varsa, | det A() lzﬂ olacak

sekilde bir p sabit sayisi vardir.

-1
Lemma 3.2: A1) hert €T icin A7) var olan nxn tersinir bir matris ise her te T i¢in
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)"
|47 @) ™ Jdet A7)

esitsizligi saglamir. {2]

Lemma 3.1 ve Lemma 3.2 ten yararlanarak  Lyapunov doniisiimiiniin tersinin  sinirh

(3.3)

oldugunu s6yleyebiliriz. (3.2) esitsizliklerine denk olarak, her t €T i¢in 6yle p>0 vardir ki
lLol<p ' @sp

G4
esitsizlikleri saglanir.
A X)) e o
Tanim 3.2: Herhangi bir "° ve ona karsilik gelen 97 ¢ozimil i¢in,
“X(t)” < 7/“X(ZO )" , tz 2 (3_5)

esitsizligini saglayan sonlu pozitif bir 7 sabiti varsa, (3.1) zaman degiskenli liner dinamik
sistemi diizgiin kararhidir.

Teorem 3.1: Zaman degigkenli liner dinamik denklem (3.1)’in  diizgiin kararli olmasi i¢in

>,
bl €T (o 120 0

gerek ve yeter kosul, her
|@, @) <y
esitsizliginin saglanmasidir.

X2()=A0X(@) X@,)=X

Ispat: 9 ile ifade edilen (3.1) sistemi diizgiin karali olsun.
Ohalde ¥~ 0 say1s1 vardir 6yle ki,

ol Axa)]  rxe

: . .. >
-0 saglamir. Verilen herhangi Lo igin ta 21t ve

2 birim vektdr olsun. ’ ol ™7 olur.

|®, 0t )X @, 20|

X, | @t

@ (3.1) sisteminin bir ¢éziimiidiir ve ¢ zamaninda

x| _|@, ¢t X, | |, G000 | X, | < 7] X,

HCDA (tast )“ sy elde edilir.

saglanmir. Buradan

> . .. > e
te =1, noktasini genellestirerek ayni sonucu biitiin igin 121, elde edebiliriz. Sonugta

0] > ..
” A2 )” <Y bitin PloeTve 15 i¢in saglanir.

Kabul edelim ki “q)’*(t“’t‘))”sy olsun. Herhangi b ve X(tO):XO icin, (3.1) ‘in
¢Oziimii

@]l @t Xl 0, Cost)] [Xol < 71X 124,

saglar. Sonucta “X(t)” =7 "XOH elde edilir.
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Tamm 3.3: Herhangi bir o ve ona karsilik gelen X(t) ¢Oziimil icin,

[x@] <l ele.. ) 121, (3.6)

esitsizligini saglayan , —AeR" olacak sekilde pozitif Y ve 4 sabitleri varsa, (3.1)
denklem diizgiin tstel kararhdir.

Teorem 3.2: Zaman degiskenli liner dinamik denklem (3.1)’in  diizgiin tistel kararh olmas:

. >
icin gerek ve yeter kosul, her LigeT ve £214

icin

@, )| <re tt))  _semt. Ay>0
. ve

esitsizliginin saglanmasidir.

A,y>0

Ispat: (3.1) diizgiin iistel kararh olsun. Dolayisiyla 6yle — AeR" e vardrr ki,
herhangi Lo ve X(t)) =X, i¢in

”X(t)” = “X(to)“7 €2 (I’ZO), 21, saglanir. fa 210 glacak sekilde ”X” =1 olan
X vektorii alalim.

[ @40 t) X, |0, oot X [ 220
X(t,)) =X, (3.1)’in bir ¢6ziimiidir ve Lo zamaninda

HX(ZG ) - “q)A (ta L )Xa :”cDA (taoto )“ ”X" < ”X“ 7e_s(L:1o) saglamr ve

buradan

< >
”(DA(t"’to) ”_}/ e (tt) elde edilir. ta 21 noktasimi genellestirerek aym

D, Jo)“ <ye_,(t,t,)

> .. e
sonucu biitlin r21t icin elde edebiliriz. Sonug olarak “

-AeR* ve A,y >0 olacak sekilde “q)A(ZJo)“SVe—A(tJo)

Lty eT i¢in saglansm. Herhangi ‘o ve Xle)= X, igin, (3.1) “in ¢6ztimi
@O [l @)Xl o to)] 2| < |Xofpe-a uto) 221,

“X(t)lll < HXON}/e—/1 (t.1,) elde edilir.

saglanir.

esitsizligi her
saglar. Sonugta

1 nxn
Teorem 3.3: Her €T i¢in ters: var olan L) e €, (T,R™) matrisi ve liner dinamik
sistem (3.1) den A(t) matrisi alalim. ,reT

ZMt)=G()Z(t) . Zn=1I

olmak lizere

(3.7
G(t) L (DAL~ L7 ()L (1) 3.8)
sisteminin gecis matrisi
O (t,7) L ()D(t,7)L(7) dir. (3.9)
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} hxn
ispat: Tanimdan G(t) e C,(T,R
X(@0)y=L"(t)D,(t,7)L(r)
X()=1

) dir. Herhangi bir 7 € T igin
(3.10)

tammlayalim. £ =7 icin oldugu agiktir. (3.10) esitligint diizenleyip, t’ye goére

tiirevini alirsak

L)X (@) L L7 ()X (1) @ (¢, x0) L) _ADD ,(1,7)L(7)

L7 ()X (1) _ AD (¢, 7)L(7) _L* ()X ()
AW, (¢, 7)L() - L*(OL (D, (t,7)L(2)
_[40) - L*OL" 0]® ,(1,7)L(7)

Esitligin her iki tarafini L ®) ile ¢arpip (3.8) ve (3.10)’ u kullanirsak
X2 = 040LO -7 O O 0P @ 0LE)
= 04a0)0) - 7 O O O (o))
=G(1)X(2)
Bu esitlik her hangi T € r igin gecerlidir. Yani X° (t)= G(t)X (t) denkleminin ge¢is matrisi
Pty L O ,(1,7)L(r) dir. (3.7) denklemindeki baslangi¢ degeri birim degilse,

Z(t,)=2Zy#1 X(2) :(D(;(t,f) Z, dir.

yani ise ¢oziim

3.1 Diizgiin Kararhhgin Korunmasi

_ 7
Teorem 3.4: Zn=L (X1 Lyapunov doniistimii olsun. (3.1) sisteminin diizgiin
kararli olmast igin gerek ve yeter sart

2= wa0t0-L" 0L 020 4,

denkleminin diizgiin kararli olmasidir.

(3.11)

. _7-!
ispat: (3.1) ve (3.11) denklemieri ile 2(0=L OX®) gsnisimu  birbirleriyle
baglantilidir. Teorem 3.1 den iki gegis matrisi arasindaki baglant

— -1
Dotty)=L7(1) P, (010) L)) Gitii ile ifade edilir. (3.1)in dizgin karars

Lt

> : . .
oldugunu kabul edelim. r=t olmak tizere her ©%0 € T icin Gyle bir y>0 vardir ki

nCDA (1’10 )u =y dir. Teorem 3.5’ten

n

00t =l O i) L] - @ o, ol L] =y

elde edilir. ”q)G (.2, )” <7 oldugundan (3.11) diizglin karalidir.Karsit1 da benzer sekilde
gosterilir.
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3.2. Diizgiin Ustel Kararliiin Korunmasi

gt
Teorem 3.5: Z@)=L" ("X Lyapunov déniisiimii olsun. (3.1) sisteminin diizgiin {istel
kararh olmasi igin gerek ve yeter sart
20 =| I 0AOLO-L 01020 4,
, fo)=2o 3.11)
denkleminin diizgiin iistel kararh olmasidir.

q)c;([:to) =L (P, ([,to )L(t,)

Ispat: Teorem 3.3’den esitligini yazabihliriz. (3.1)

. .. . >
sisteminin diizglin tistel kararli oldugunu diisiinehm. Dolayisiyla t21, olmak iizere her

i €T Ay >0 vardir ki,

igin AeR’ saglayan
”q) ez )” <7 (bl) esitsizligi saglanir. Teorem 3.7°den
[ @t )] =L OD, ()L (,))
oo, o)l e
"
: n € (t>to) =7c€-a (t,to) elde edilir. "cDG (t’to)” =7cé-a (tato)
oldugundan (3.11) diizgiin iistel kararhdir. Karsiti da benzer sekilde gosterilir.

4. Zaman Skalasinda Floquet Teoremi

Tamm 4.1: P €[0,0) olsun.

€T iken t+peT

ii) p(t) = +D) herteT

kosullar1 saglamyorsa | zaman skalasi p-periyodiktir.

Bir A:T—>R™ pnxn matris degerli fonksiyonu her € T igin A1) = At + p)
esitligini sagliyorsa p-periyodiktir. Bu boélimde zaman skalasinin p-periyodik oldugunu
kabul ediyoruz.

Homojen Denklem: Zaman degiskenli regresif liner dinamik

X2(1) = A X (@) . X)) =X, 4.1

baslangi¢ deger problemini ele alahm. Burada her € T icin A1) e R(T,R™) ve p-
periyodik olsun. Genellikle A(t)’nin periyodu s6z konusu zaman skalasiin bir tam katidir.
Kolaylik olmasi agisindan A(t)'nin ve zaman skalasimn periyotlarm: egit kabul edecegiz.

Teorem 4.1: T p-periyodik bir zaman skalas: ve ReR(T,C™) olsun.

Z*(r)=RZ(1) Z(ty) =2, (42)

dinamik matris baglangi¢c deger probleminin ¢6ziimii pozitif yénde p-periyotludur. Yani, her
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teT e ke N, olmak iizere

ep(t,t,) = e, (t +kp,t, +kp) saglanir.

Ispat: (4.2)'nin tek ¢ozimii er(t:10)Z, dir. [3]
e (t,t,)Z, =Re, (1,t,)Z,
€r (t’to)lmo Zy =eplty,1,)Z, = Z,

Simdi de er(t,1) = ex(t+hp.t + kp) oldugunu gorelim. Bunu igin ex(t +kp,ty +kp)Z,
‘in (4.2)’nin bir ¢6ztimi oldugunu gosterelim.

e (t+hpty +kp)Zy = Rey (¢ +kp,t, +kp)
ex(t+hp.ty +kp)| = eyt +hp,ty +Ip)Z, = Z,

thp=ty+kp
(4.2)’nin ¢oziimii tektir [3]. Dolayisiyla, her { € T ve kenN, olmak lizere

ep(t,t,) = e, (t +kp,t, +kp) 4.3)

saglanir.

Teorem 4.2 (Zaman Skalasinda Birlestirilmis Floquet Teoremi): @

eR(p+to>t0) = q)A(p_*-l‘oal‘())

4, (4.1) sisteminin
gegis matrisi olmak lizere esitligini saglayacak sekilde nxn

boyutlu sabit bir ReC™ matrisi olsun. A(t) p-periyodik olmak lizere ge¢is matrisi, her
t,teT

1¢in

O, = L(t)ey(t, )L (1) (4.4)
olarak yazilabilr. Burada L) e C:d (T.R™) matrisi p-periyodik ve her ! € T igin
tersinirdir.
Ispat: er(P+15,1,) =D (p+iy,1,) (4.5)

esitliginde her iki tarafin dogal logaritmasim alarak veya D, matrisinin p. kokii bulunarak
sabit R matrisi elde edilebilir. R matrisi kompleks degerli olabilir.

L) =D ,(1,1,)ex (1,1,) (4.6)

L(t)e C' (T,C™)

olacak sekilde L(t) matrisi tanmimlayalim. Tanimdan veher €T igin

tersinirdir. Buradan
D ,(t,t,) =L({t)e,(t,t,)
D ,(t,,t Y=ex (L1 L () = e, (t,,1)L7 (1)
D ,(7,8) = L(0)e, (r,0)L7' (¢)
©,(1,7) = L)ey (1.7 )L (1) iddiasm kamtlar.

L(t) matrisinin p-periyodik olarak gostererek ispati tamamlayacagiz. (4.6) esitliginden ve
Teorem 4.1 ten

elde edilir veBildiri.doc
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L(t+ p) =D (2 + p,ty ey (t+ p.t,)
D, +p.ty + P)D (1, + Pty e (ty,t + p)
D+ 1y + P)DP,(ty + pity)eg (Lo,ty + Pleg (L, + pst+ p)
_D,(t+ poty + PP (1, + poto)eg (ty + Poto)er(ty + pot + p)
_O©,(t+ p,ty+ pleg (t+ p,t, + p)
_D,(+p,t, + pey (t,t,)
alirsak, @t +p) matrisi
D (11, + p) = AL YD (', 1, + p) = A(t + p)D@ ,(t + p,t, + p) = A)D ,(t + p,t, + p)

matris dinamik denkleminin
q)A(tvato + p)]

t'=t+p

=@ (t+ p,t, +p)}t,='0 =@, (t, +p,t, +p)=1
D, (t,t))

t'=to+p
baglangic kosulundaki bir ¢Oziimiidiir. aynt dinamik denklemin bir baska
¢cOzimidiir. Coziimiin tekliginden D+ pty+p) D, (1:1) dir. Béylece

4.1 Ornek (Siirekli Zaman Skalas1): Zaman skalas1 olarak T=R alalim, regresif zaman

degiskenli matrisin periyodu 27 olan

A1) = -1 0
- sin(t) 0

-1 0
o=y 07O
X (t)=|sin(z) O

olsun.

denklem sisteminin gegis matrisi

e’ 0
D ,(1,0) = 1 e (cos(?) + sin(?)) 0
2 2

R matrisi Teorem 4.2 den

o )
. ' 1 -2
e (27,0)= =@, (27,0)= - c 5

saglar ve
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1 -1 0
=—1Imh® , (27,0)=
. 27 A( ) 1 0
R 2
seklinde hesaplanir. Ayrica
e’ 0 , e 0
eR r_ » e'Rt — p
1 e 1 1 e 1
2 2 ve 2 2

Tekrar Teorem 4.2 den, 2n periyotlu L'@) matrisi
L(t)=D (1,00, (¢,0)

=®,(t,00e "
t 0lle 0

e
1 e (cos(t) +sin(?)) 0 1 e .
=2 2 2 2
e 0
1 (cos(?) +sin(?)) |
=L2 2
elde edilir.
Zaman skalasi olarak stirekli bir kiime (reel sayillar kiimesi) aldigimizda yani

O ,(27,0)

H(6) =0 oldugunda, R'matrisini hesaplamak igin matrisinin dogal logaritmasi

1 1
— - —(mo,(27,0))
almir ve 27 ile ¢arpilir. Bu 6rnekte R'= 27 olur. Genellestirirsek T=R ve
, 1
R'= —(InCDA (to + pato))
A(t) matrisinin periyodu p olmak tizere, p dir.
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