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Bu tezde, K ve K4 modal mantiklarinin sonlu Henkin yontemiyle ve
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ABSTRACT
ON MODELS OF The MODAL LOGICS K AND K4

Onur KAHRAMAN

We prove the models obtained for the modal logics K and K4 by the
finite Henkin method is isomorphic to the ones obtained by filtration
in this thesis. For that purpose we use modal completeness of K, K4

and canonical models.
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Boliim 1
Giris

Verilen bir S modal mantiginin saglamlik teoremi bu mantikta sonlu adimda
tiiretilebilen her formiiliin, bir S gatidaki bir diinyada(noktada) dogru oldugunu
ifade eder. Tamlik teoremleri ise, saglamlik teoreminin tersidir ve bir S catidaki
bir diinyada dogru olan herhangi bir formiiliin o mantikta bir tiiretimi oldugunu
soyler|6].

Saglamlik ve tamlik teoremleri birlikte kullanildiklarinda herhangi bir mantik-
ta tiiretilebilirlik kavrami ile gegerlilik kavraminin denk oldugunu ifade ederler[5].
Saglamlik teoremlerinin ispati bir formiiliin tiiretiminin uzunlugu tizerinde tiime-
varimla yapilirken tamlik teoremleri farkh sekillerde kamtlanabilir[1]. Kripke'nin
orjinal ispati modal tablo sistemini kullanir[7]. Normal form teoremlerini kullana-
rak tamlik ispat1 yapmak bir diger etkili yontemdir[8]. Modal tamlik teoremlerinin
ispat1 ise kanonik model etrafinda odaklanir[4].

Saglamlik ve Tamlik teoremlerine dayali olarak ilerleyen bu tez, girig boliimii da-
hil alt1 boliimden olusmaktadir. Ikinci boliimde énermeler mantigi ve modal manti-
g temel kavramlar tammlanmistir. Ugiineii ve dordiineii boliimde K ve K4 mo-
dal mantiklar: icin saglamlik ve tamlik teoremleri ispatlanmistir. Besinci bolimde
K ve K4 modal mantiklarinin sonlu Henkin yontemiyle ve filtreleme yontemiyle

elde edilen modal modellerinin izomort olduklar: kanitlanmistir.



Boliim 2
On Bilgiler

Bu boliimde tezin okunabilirligini kolaylastirmak amaciyla bazi temel tanim
ve kavramlar verilmistir. Buradaki tiim bilgiler [1], [3], [4], [5], [6], [7], [9] ve [10]

da bulunabilir.

2.1 Onermeler Mantigi

Onermeler manti her muhakemenin ya dogru ya da yanhs oldugu var-
sayimina dayali en temel muhakeme modelini temsil eden bir mantiktir. Diger
mantiklarin cogu bu mantik tarafindan kapsanir ya da dili yeni baglaclarla zen-

ginlestirilerek onun tizerine insa edilir.

Tanim 2.1. £, onermeler mantiginin dili asagidaki sembollerden olusur:
(i) Onerme degiskenleri: p, q,7,...
(i) Onerme baglaclary: V, A, —, <>, -, L
(ii1) Yardimer semboller: (, ).
Lo dilinin formiilleri veya Lo-formiiller agsagidaki gibi tanimlanir:
(a) Lo’'daki tiim degiskenler ve L sabiti birer Lo-formiildiir.
(b) ¢ ve P Lo-formiiller ise ¢ V1), ¢ A, ¢ — 1, ~@’lerde Lo-formiillerdir.
(¢) Lo'daki sembollerin bir dizisi bir formildiir gerek ve yeter kosul(gyk) bu

dizi (7) ve (4i)nin sonlu kez uygulanmasinin bir sonucudur.



Onerme degiskenleri p, q,r, ... ve formiiller ¢, ... ile gosterilecektir. Ly di-
lindeki tiim degiskenlerin kiimesi VarL, ve Ly’daki tiim formiillerin kiimesi For L
ile gosterilir.

Onermeler mantigimin tiiretim kurallar asagidaki gibidir:

Modus Ponens(MP): ¢ ve ¢ — 1 formiillerinden ¢ tiiretilebilirdir.

Yerine yazma(Substitution): ¢’den bir g tiiretilebilirdir; burada bir s ye-
rine yazmasi(YY) VarLq'dan ForLy’a bir dontigiimdiir ve ¢, ¢'nin karmagikhg
iizerinde tiimevarimla agagidaki gibi tanimlanir:

Her p € VarLy i¢in p, := s(p);

1l,:=1

O € {V,A, =, &} icin (pOY), 1= O

ve (—p)s := —pg dir.

Ly dilindeki bir mantik MP ve YY tiiretim kurallarina kapali herhangi bir
Ly C ForLy kiimesidir.

Tanim 2.2. T' bir formiil kiimesi ve ¢ bir formiil olsun. ¢ formiilii I'dan tire-
tilebilirdir (T' F ¢) gyk ¢ = @, olacak sekilde bir ¢1, ..., ¢, formiil dizisi vardir
oyle ki, her bir ¢ i¢in

e va bir aksiyom,
e va [nin bir elemana,

e ya da daha onceki ¢;’lere bir tiiretim kurali uygulanarak elde edilmistir.

Yukaridaki gibi tanimlanan bir dizi, ¢’'nin I'’"dan bir tiiretimi olarak adlandirilir.
I' bog kiime ise, yukaridaki dizi ¢’nin bir tiiretimi olarak adlandirilir ve - ¢ ile

gosterilir.

Tanim 2.3. Semantik gerektirme bagintisi =, p’nin karmagikligr tizerinde tiime-
varimla asagidaki gibi tanimlanir;

(i) M = L gergeklenmez,

(i) M = p gyk her p € Lg icin, p € M,

(iii) M = ¥ A x gyk M |E ¢ ve M = x,

(iv) M E ¥V x gyk M = 9 veya M = x,



(V) MEY = x gyk M E ¢ ise M | x.
M E ¢ gergeklenmiyor ise, M £~ ¢ yazilir ve p, M’de yanhstir veya M, ¢

icin bir karsi modeldir denir.

' bir formiil kiimesi oldugunda, I" |= ¢ ifadesi T" igin her model ¢ iginde bir

modeldir anlamindadir ve I', ¢’yi semantik olarak gerektirir diye okunur.

gu)rnek 2.1. Herhangi bir formiil i¢in ¢ — ¢’'nin bir tiiretimini yapiniz.
Ispat.

L (po — (p1 = p2)) = ((po = p1) = (po — p2)) Totoloji
202 ((g=9)29) = (g2 (0= 0) = (g2 9) 1YY

3. po — (p1 = po) Totoloji
4= ((p—=9) =) 3YY

5.((p = (p—= )= (p—¢)) 2,4 MP

6. 0 — (¢ = p) 3YY

7.0 =@ 5, 6 MP

F o — ¢'dir. X

Teorem 2.1.1. [Tiiretim Teoremi][10] I" 6nermeler mantig1 dilindeki herhangi
bir formiil kiimesi, ¢ ve t onermeler mantiginda iki formiil olsun. I';¥ F ¢ ise
I'Ey — ¢ dir.

Ispat. @’nin tiiretiminin uzunlugu tizerinde tiimevarimla yapilir. 1, @9, ..., ©p,
¢ = @p'nin TU{y} den bir tiiretimi olsun. Her ¢ € {1,2,3,...,n}i¢in I' F ¢ — ;
oldugunu gostermek gerekir.

@; bir aksiyom veya [’da bir formiil ise,

1. ¢4 Onciil

2. po — (p1 = po) Totoloji
3. i = (Y — i) 2YY
4.9 = @; 1,3 MP

O halde T' ¢ — ¢, ’dir.

e ¢; =1 ise, ornek 2.1. den ¢ — ’dir. 1 — ¢;.

S TEY — g dir.



® ©;, p;ve pr = p; — p;, MP ile elde edilmigse bu durumda Idan tiimevarim
hipotezi ile I' = ¢ — (¢; = ¢;)’dir. Bu durumda I' = ¢ — ¢, (po — (p1 —
p2)) — ((po — p1) — (po — p2)) totolojisini kullanarak Y'Y ve iki defa MP
uygulanirsa I' F ¢ — ¢; elde edilir.

o ¢, = 8, p; bir aksiyomdur ve 1 — ¢;'nin I"dan tiretimi i¢in ¢, ve
yukaridaki tiiretimde 1., 2., 3. ve 4. adimlar1 kullanarak I' - ¢ — ¢; elde

edilir.

Teorem 2.1.2. ¢, Ly dilinde yazilmig bir formiil olsun. F ¢ ise, = ¢ dir; yani
@’nin bir tiiretimi var ise, ¢ bir totolojidir.

Ispat. [10] X

Teorem 2.1.3. ¢, L, dilinde yazilmig bir formiil olsun. |= ¢ ise, F ¢ dir; yani ¢

bir totoloji ise, ¢’nin bir tiretimi vardir.

Ispat. [10] X

2.2 Modal Mantik

Modal mantik Aristo’nun “olasidir” ve “gereklidir” kelimelerini iceren durum
analizleri ile baglamistir. Bu kavramlar dogal ve teknik dillerde genis calisma
alanlar: bulmustur. Modal mantigin bir matematik disiplini olarak kabul edilmesi
C.I.Lewis’in 1918 tarihinde yaptigi “Survey of Symbolic Logic” adli ¢alismasiyla
gerceklesmistir. Lewis onermeler mantigina “olanaksizdir” anlamindaki birli [
operatoriinil ve “kesin gerektirir” anlamini ifade eden ikili operator < operatoriini
ekleyerek yeni bir aksiyom sistemi gelistirmigtir[1]. 1932 yilinda Lewis’in diiglince-
lerinden hareketle Lewis ve C.H.Langford modal mantigin modern anlamdaki
ilk aksiyomatik sistemlerini tanimlamiglardir[9]. Bu aksiyomatik sistemler 1959
yilindan basglayarak verilen semantik karekterizasyonla daha anlamli hale gelmisler-
dir. Bu anlamdaki semantik karekterizasyon ilk olarak Saul Kripke tarafindan ve-

rilmistir. Modal mantik 1918 den giliniimiize bir matematik disiplini olmasinin

5



yaninda gerek bilgisayar bilimcilerin gerekse dil bilimcilerin tizerinde calistig

onemli bir bilim dal olmustur[1].

Tanim 2.4. Temel modal dil, elemanlar1 p,q,r,... olan énerme degiskenlerinin
bir kiimesi ®, Boole baglaglar1 V, A, —, <+, —, T, L ve birli bir modal operator
olan O (box) kullanilarak elde edilir.

Temel modal dilin iyi olusturulmus formiilleri asagidaki kural ile verilir,

pu=p|L|-p|eVe|Op

Burada p, ®'nin bir elemanidir.

O operatoriiniin dual operatorii ¢ (diamond)’dir ve agsagidaki gibi tanimlanir
Op =~y

Burada onerme degiskenleri kiimesi ® sayilabilir sonsuz bir kiimedir.

2.3 K Modal Mantigi

Bu kesimde Kripke semantigine veya bagintisal semantige gore saglam ve tam

bir modal mantik olan minimal K mantiginin sintaksi ve semantigi tanitilacaktir.

Tanim 2.3.1. Kripke mantig1 K agsagidaki formiilleri iceren ve Modus Ponens(MP)
ile Gereklilik Kurali(NR) altinda kapali olan en kii¢iik formiil kiimesidir:

e Modal dildeki tiim onermesel totolojiler,
e ((p = ¢) — (Op — ) (Normallik aksiyomu).

e Tiiretim kurallari:

Modus Ponens: £:£=%

<

Gereklilik Kurali; £

O *

K’ya normal modal mantik da denir.



Tanim 2.3.2. Fg ¢ olabilmesi i¢in gyk ¢’'nin son terimi oldugu formiillerin bir
dizisinin olmasidir oyle ki dizideki her bir formiil ya K’'nin bir aksiyomudur ya da
dizideki onceki formiillerden tiiretim kurallarindan birinin kullamilmasiyla tiire-
tilmistir.

gu)rnek 2.2. (OpAOy) — O(pAe) formiilit Kripke mantigi K da tiiretilebilirdir.
Ispat.

LEe—= (Y= (pAY)) Totoloji

2.F0(@—= (¥ = (¢ AY))) 1 Gereklilik Kurali

3.F0(p —q) — (Op — Og) K’nin aksiyomu

4. F0@ = (= (pAY) = (Op =0 = (¢ AY))) 3YY

5. F0p — O — (e A1) 2,4 Modus Ponens

6. - O(p = (e A9)) = (Op = O(e A ) 3YY

7.F Op — (Oyp — O(eAY)) 5,6 Onermesel Mantik

8. F (OpAy) — O(p A) 7 Onermesel Mantik
Fx (Op Ay) — O(p A ) dir. X

Tanmim 2.3.3. L, K normal modal mantigini genisleten bir aksiyom taslagi kiimesi
olsun. S ve U iki formiil kiimesi ve ¢ herhangi bir formiil olsun. Son adimi ¢
olan bir formiil dizisi varsa ¢’ye S ile U’dan tiiretilebilirdir, denir ve bu durum
S kL U — ¢ ile gosterilir. Burada S’ye global onciiller kiimesi ve U’ya da lokal
onciiller kiimesi denir. ¢’nin tiiretimini veren dizideki global kisimdaki formiil
va L’nin bir elemaninin bir ornegidir veya S’nin bir elemanidir ya da onceki
formiillerden MP veya NR tiiretim kurallar: ile elde edilir. Lokal kisimdaki her
bir formiil ya L’nin bir elemanin bir 6rnegidir veya U’nun bir elemanidir ya da

MP ile onceki formiillerden elde edilir.

Teorem 2.3.1. [K igin Tiiretim Teoremi]| ¢1,...,p,,7 ve x K dilindeki
formiiller olsun. Bu durumda @1, ..., ., ¥ Fg x ise, ©1,..., 0, Fx ¥ — Y dir.

Ispat. O1y-e s Pn, ¥ FK x Olsun. ¢q,..., 0, Fx ¥ — x oldugunu gostermeliyiz.
Bu durumda x; ¢1, ..., ¢n, % ile K’'nin teoremleri olan 64, ...,6,," ler sadece MP

kullanilarak tiiretilebilirdir. Bu durumda 6y,...,0,,,01,...,0n, % F x tliretimi



onermeler mantiginda bir tiiretimdir ve onermeler mantig1 tiiretim teoremi ile

asagidakini yazabiliriz.

FO—= (0= (o (O — (01 = (02 = (.- (o0 = (0 = X)) --2)),

O halde 6nermeler mantigi i¢in saglamlik teoreminden yukaridaki formiil bir to-
tolojidir ve bu nedenle K’nin bir aksiyomudur. Ciinki, Fg 64,...,Fk 6, dir ve

MP’nin m-kez uygulanmasindan

Fk 01— (. (on = (0 = X)) .. )

elde edilir. Tekrar n-kez MP uygulanirsa 1, ..., ¢, Fk ¥ — x elde edilir. X

2.4 Modal Cat1 ve Modeller

Bu kesimde temel modal dil i¢in ¢at1 ve modeller tanmitilarak bir formiiliin bir

modelde gerceklenmesi kavrami verilecektir.

Tanim 2.5. Temel modal dil igin bir Kripke catiss F = (W, R) ikilisidir dyle ki
(i) Bostan farklh W kiimesi ¢atimin evrenidir ve elemanlari noktalar veya
diinyalar olarak adlandirilir.
(i) R, W ftizerinde bir ikili bagintidir.

Catilar bagintisal yapilardir.

Tamm 2.6. Temel modal dil i¢in bir model M = (F,V) ikilisidir. Burada F te-
mel modal dil i¢in bir ¢at1 ve V bir fonksiyondur. ®’deki her bir 6nerme degiskeni p
i¢cin V(p), Wnun bir alt kiimesidir. Bir bagka deyigle V : ® — P(W), p’yi V(p)’ye
gotiiren bir doniigtimdiir. Burada P(W), W’nun kuvvet kiimesi ve V(p) modelde
p onerme degiskeninin dogru oldugu noktalarin kiimesini gosterir ve P(W) nin
bir alt kiimesidir. V fonksiyonu bir dogruluk deger atamas: olarak adlandirilir.

M modeline F catisindan elde edilen model denir.

Tamim 2.7. w, M = (W, R, V) modelinde bir nokta olsun. M modelinde w
noktasinda bir ¢ formiiliiniin gerceklenmesi (veya dogru olmast) indaktif olarak

asagidaki gibi tanimlanir:



M,wE=p gyk w € V(p), burada p € ®,

MwlE L gvk L higbir zaman saglanmaz,

MwE —p  gyk M,w = ¢ ger¢eklenmez,

M,w E @V gyk M,w | ¢ veya M, w = 1,

M,w k= Op  gyk wRwv olacak gekilde her v € W igin M, v = .

Bu tanima ek olarak, { operatorii iceren bir formiil i¢in bir modelde gerceklenme
agsagidaki gibi verilir. M, w = Q¢ gyk wRv olmak tizere bir v € W igin M, v |= ¢.

Bir M modelindeki w diinyasinda ¢ gerceklenmez ise, ¢ formiilii w’da yanligtir

denir ve M, w F~ ¢ seklinde yazlir.

V dogruluk deger atamasi onerme degiskenlerinden keyfi formiillere genisletilebilir.

¢ formiiliiniin dogru oldugu diinyalarin kiimesi olarak V' (¢) asagidaki gibi tamimlanir;

Vip) =A{w | M,w = ¢}

Tanim 2.8. (i) ¢ formiili F catisindan elde edilen bir (F,V) modelinde ve
bir w diinyasinda dogru ise ¢’ye, F catisinda w diinyasinda gecerlidir, denir ve
F,w = p ile gosterilir.

(ii) F catisimn her bir diinyasinda ¢ formiilii gecerli ise, F ¢atisinda ¢

formiilii gegerlidir, denir ve F = ¢ ile gosterilir.

Tanim 2.9. (i) M = (W, R, =) modeli ¢’yi gergekler, M |= ¢ seklinde yazilir
ve agagidaki gibi tamimlamr: M | ¢ < her w € W i¢in w = ¢’dir.

(i) F catisinda ¢ formiilii gegerlidir, F | ¢ seklinde yazilir ve agsagidaki gibi
tammlanir: F = ¢ < F catisindan elde edilen her M modeli i¢in M = ¢'dir.

(4ii) C bir gatilar simifi olsun. C gatilar siifinda ¢ formiilii gegerlidir, ¢ ¢
seklinde yazilir ve agagidaki gibi tamimlanir: ¢ ¢ < her F € C gatist igin
F = pdir.

(iv) Bir ¢ formiilii gegerlidir, = ¢ seklinde yazilir ve agagidaki gibi tamimlanir:
E ¢ < her F catisi igin F = 'dir.

(v) Bir ¢ formiilii " onciiller kiimesinden semantik olarak elde edilir, T’ = ¢
seklinde yazilir ve agagidaki gibi tanimlanir:

I' E ¢ & her M modeli ve w € W olmak tizere her ¥ € T i¢in w |= v ise
w [ p'dir.



Ornek 2.3. Agagidaki gibi tamimh M = (W, R, V) modelinde (i) ¢Cp formiiliiniin
wy diinyasinda dogru, (i7) ¢0p — p formiiliiniin bu modelde gergeklenemez, (4ii)
O(p A —r) formiiliiniin wy diinyasinda dogru ve (i) Og formiiliiniin bu modelde
gergeklenebilir oldugunu gosterelim. F = ({wy, wy, w3, wy, ws}, R) catisi goz

oniinde bulunduralim, burada w;Rw; gyk j = ¢ 4 1 seklinde tanimlansin:

F catisinda dogruluk deger atamasi V, V(p) = {wa, w3}, V(q) = {w1, wa, w3, wy, ws}
ve V(r) = () olarak tanimlansin. Bu durumda M = (F, V) modelinde agagidakiler

vardir;
M, w; E OOp ¢iinkit wiRwy ve M,wy = Op'dir. Ote yandan wyRws ve
M, w3 = pdir.

M, wy = OOp — p ¢linkit M, w; | OOp iken M, w; P~ p’dir.

M, wy | O(p A =) ¢linkit woRws ve M, w3 = p ve M, ws B~ rdir.

Mow; Eq, Vi =1,23,4,5 oldugundan M = O¢’dur. Clinkii wy, we, w3
ve wy'de (g dogrudur ve ws bir 6lii noktadir(dead end). Boyle bir noktada [g
agikar olarak dogrudur(herhangi bir [’ Ii formiil herhangi bir modelin herhangi

bir 6lii noktasinda dogrudur).

Ornek 2.4. O(pV q) = (Op V Oq) formiilii tiim ¢atilarda dogrudur.

ispat. F herhangi bir cati, w bu catida bir nokta ve V bu cati {izerinde bir
dogruluk deger atamasi ve F,w = Q(p V ¢q) olsun. Bu durumda F,w = Op V Oq
oldugunu gostermemiz gerekir. O(p V ¢)'nun w’ daki dogruluk tanimindan bir v
noktasi vardir dyle ki wRwv ve F,v = pV ¢’dur. Ancak v = pV gise yav = p
ya da v | ¢’dur. Bundan dolay1 ¢’in dogruluk tammmindan ya w = Op ya da
w | ¢Og¢’dur. Bu nedenle, w = Op V O¢’dur. X

Ornek 2.5. OOp — Op formiilii tiim catilarda gecerli degildir.

ispat. Bunu gostermek i¢in bu formiilii yanhiglayan bir F ¢atisi ve bir V dogruluk

deger atamasi bulmaliyiz.
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F=WR),W={0,1,2} ve R = {(0,1), (1,2)} seklinde tamiml bir ¢at

olsun ve V, F {izerinde V(p) = {2} ile tamiml bir dogruluk deger atamasi olsun.

Ce
—e
Ne

Bu durumda F,0 = OOp gyk F,1 E Op'dir(0, 1’e baglantih oldugundan).
gyk F,2 E p’dir(1, 2’ye baglantih oldugundan). Ancak F,0 £ Op ¢linkii 0, 2 ile
baglantili degildir.

. O0p — Op formiilii tiim catilarda gegerli degildir. X

Ornek 2.4.1. (OpAQgq) — O(pAq) formiilii herhangi bir Kripke catida dogrudur.
Ispat. Bunun igin herhangi bir F catisinda bir w noktasmda bu formiiliin dogru
oldugunu gostermemiz gerekir. F,w = Op A Og olsun. F = O(p A ¢) oldugunu
gostermeliyiz. F,w = Op A Og oldugundan F,w = Op ve F,w | Og ve 'in
dogruluk tanmimmindan her v noktasi igin dyle ki wRv, F,v = p ve F,v | ¢'dur.
Bundan dolay1 her v noktasi i¢in F,v = p A ¢’dur. O halde F,w | O(p A ¢)’dur.
Bundan dolay1, = (Op A Og) — O(p A g)’dur. X

2.5 K4 Modal Mantigi

Bu kesimde saglam ve tam bir mantik olan K4 modal mantiginin sintaks ve

semantigi tantilacaktir.

Tanim 2.5.1. K4 modal mantigi K'ya 4 aksiyomunu ekleyerek elde edilir:
o 4: [lp — Ullp.

Tanim 2.5.2. K4 i¢in bir Kripke gatis1i R bagintisinin gegisli oldugu bir (W, R)
ikilisidir. Sembollerle her x,y, z € W i¢in xRy A yRz — x’Rz’dir.

Teorem 2.5.1. (W, R) catisinda Op — [OOp’'nin gegerli olmasi i¢in gyk R

bagintisinin gecisli olmasidir.
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ispat.

(=): W, R) bir Kripke ¢at1 olsun. Op — OOp formiiliiniin (W, R) de gegerli
oldugunu varsayalim. wRx ve xRy olsun. wRy oldugunu gostermeliyiz. Dogruluk
deger atamasi W {izerinde her z € Wicin V(p) = {z | wRz} seklinde tanimlansin.
Bu durumda w | Op’dir. wRy olmadigini varsayalim. Bu durumda y & V(p)'dir.
2Ry oldugundan dolayr z = Op’dir. wRz oldugundan dolayr w = OOp’dir. Bu
nedenle, w = Op — O0p’dir. Bu (W, R) catisinda Op — OOp’nin gegerliligi ile
bir ¢eligkidir. Bu durumda wRy ve R bagintis1 gegislidir.

(<): R bagintist gegigli olsun. V keyfi bir dogruluk deger atamasi, w = Op ve
wRx olsun. Eger xRy ise ge¢islilikten wRy ve y = p’dir. Bu sonugla z = Op’dir.
Bu yiizden w = OOp ve bu durumda w | Op — OOp’dir. (W, R) catisinda
Lp — OCp gegerlidir. X

Ornek 2.6. OOp — Op formiilii gecisli catilar simfinda dogrudur.
ispat. F gecigli bir ¢ati, w bu catida bir nokta ve V dogruluk deger atamasi
olsun. F,w = QOp oldugunu varsayalim. F,w = Op oldugunu gostermeliyiz. Bu
durumda, varsayimdan Oyle u ve v noktalar: vardir ki wRu, uRv ve F,v | p'dir.
R'nin gegigliliginden wRv’dir. Bundan dolay1r F,w = Qp’dir.

o O0p — Op formiilii gecisli gatilar sinifinda dogrudur. X

Tanim 2.100 M = (W, R, V) ve M' = (W' R',V') iki model olsun. M’den
M"ye bir f: M — M’ fonksiyonu asagidakileri saglarsa bir homomorfizmadir,
denir:

(i) Her bir 6énerme degiskeni p ve w € M noktasi i¢gin w € V(p) ise
f(w) € V'(p)dir.
(i) Her w,v € M igin wRw ise f(w)R'f(v)dir.

Ornek 2.7. M = (W, R,V) ve M’ = (W, R,V modelleri asagidaki gibi

tanimh iki model olsun.

o W= {x1,29, 23}, R = {(21,23), (22, 23)}, V(p) = {z1, 22} ve V(q) = {z3}.
e W ={y, 1}, R' = {(y1,92)}, V'(p) = {51} ve V'(q) = {v2}.
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[ W —=Wve f(x1) = f(x2) = y1 ve f(x3) = yo ile tamumh f fonksiyonu bir
homomorfizmadir.

Ispat. f’nin bir homomorfizma oldugunu géstermek icin Tamm 2.7. (i) ve (ii)
kogullarimi sagladigini gostermemiz gerekir.

(i) x1 € V(p) olsun. f(x1) € V'(p) oldugunu gostermeliyiz. f fonksiyonu ve
V'(p)'nin tammindan f(x;) =y, € V/(p)'dir.

zo € V(p) olsun. f(xs) € V'(p) oldugunu gostermeliyiz. f fonksiyonu ve
V'(p)'nin tammindan f(xe) =y, € V/(p)’dir.

x3 € V(q) olsun. f(x3) € V'(q) oldugunu gostermeliyiz. f fonksiyonu ve
V’(¢)'nun tammindan f(z3) = y2 € V'(g)’dur.

(ii) x1Rxs olsun. f(z1)R'f(x3) oldugunu gostermeliyiz. f fonksiyonunun tani-
mindan f(z1) = y; ve f(x3) = yo'dir. R"’niin tamimindan y;R'ys’dir. Bu nedenle
f(xz) R f(x3)'dir.

x9Rxs olsun. f(x2)R' f(x3) oldugunu gostermeliyiz. f fonksiyonunun tanimin-
dan f(xz3) = y1 ve f(x3) = yo'dir. R"niin tammindan y;R'y,’dir. Bu nedenle
f(xo)R' f(x3)'dir.

.. [ fonksiyonu bir homomorfizmadir. X

Tamm 2.11. f : M — M’ homomorfizmasina asagidakileri saglarsa kuvvetli
homomorfizma denir.

(i) Her bir énerme degiskeni p ve w € M olmak {izere w € V(p) olmasi i¢in
gyk f(w) € V'(p) olmasidir.

(i) Her w,v € M olmak tlizere wRwv gyk f(w)R'f(v) olmasidur.

Bijektif kuvvetli homomorfizmaya bir izomorfizma denir. Bir M modelinden
M’ modeline izomorfizma varsa bu iki model izomorfturlar denir ve M = M’ ile

gosterilir.

Ornek 2.8. M; = (W, Ry, V) ve My = (W5, Ry, V) modelleri asagidaki gibi

taniml iki model olsun.

o Wi = {x1, 29,23} (21 # 29 # 3 # 21), R1 = {(21,23), (22, 23)}, dogruluk
deger atamast Vi(p) = {x1, z2} ve Vi(q) = {x3} olsun.
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o Wy = {y1.v2,y3} (1 # Y2 # ys # 1), Ra = {(v1,93), (Y2, y3) }, dogruluk
deger atamasi Va(p) = {y1,y2} ve Va(q) = {ys} olsun.

g: Wi = Wyve g(x;) = s, (1 = 1,2,3) ile tamimh g fonksiyonu bir izomor-
fizmadir.

Ispat. ¢'nin bir izomorfizma oldugunu gostermek icin Tamm 2.8. (i) ve (ii)
kosullarini sagladigini yani kuvvetli bir homomorfizma oldugunu ve ayrica bijektif
oldugunu gostermemiz gerekir.

() (=): 21 € Va(p) olsun. g(z1) € Va(p) oldugunu gostermeliyiz. g fonksiyonu
ve Va(p)'nin tamimindan g(x1) = y; € Va(p) dir.

xo € Vi(p) olsun. g(zo) € Va(p) oldugunu gostermeliyiz. g fonksiyonunun ve
Vo(p)'nin tanimindan g(zs) = yo € Vo(p)'dir.

x3 € Vi(q) olsun. g(x3) € Va(q) oldugunu gostermeliyiz. g fonksiyonu ve
Vo(g)'nin tammindan g(z3) = ys3 € Va(q) dir.

(<): g(z1) = y1 € Va(p) olsun. z; € Vi(p) oldugunu gostermeliyiz. Bu
durumda Vi (p)’nin tammindan x; € V;(p)'dir.

g(x2) = yo € Vao(p) olsun. x5 € Vi(p) oldugunu gostermeliyiz. Bu durumda
Vi(p)'nin tammindan x4 € V3 (p)'dir.

g(x3) = ys3 € Va(q) olsun. x3 € Vi(q) oldugunu gostermeliyiz. Bu durumda
Vi(g)'nun tammmindan z3 € V4 (q)’dur.

(i) (=): z1Ryz3 olsun. g(z1)Rag(x3) oldugunu gostermeliyiz. g fonksiyonu-
nun tammindan g(z1) = y; ve g(x3) = y3'dir. Ry'nin tammindan y;Roys’dir. Bu
nedenle g(z1)Rag(x3) dir.

TRy 23 olsun. g(xs)Rag(23) oldugunu gostermeliyiz. g fonksiyonunun tanimin-
dan g(x2) = yo ve g(x3) = ys'dir. Ro'nin tammindan y»Roys’dir. Bu nedenle
9(2)Rag(x3) dir.

(<): g(x1)Rag(x3) olsun. z1Rixs oldugunu gostermeliyiz. Bu durumda
Ri’in tanimindan xR,z dir.

9(22)Rag(x3) olsun. z9R w3 oldugunu gostermeliyiz. Bu durumda R4 ’in tanimin-
dan xoR;xs3 dir.

O halde ¢ fonksiyonu kuvvetli bir homomorfizmadir.

Simdi ¢ fonksiyonunun bijektif oldugunu gosterelim.
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g fonksiyonu 1-1 dir: z1, 29 € W) ve 1 # x2 olsun. g(x1) # g(x2)'dir. y1 # v
oldugunu gostermeliyiz. Wy 'nin tanimindan y; # yo’dir.

T, X3 € Wy ve 1y # x3 olsun. g(xs2) # g(x3) oldugunu gostermeliyiz. W, nin
tanimindan y, # y3’dir.

x3, 11 € Wy ve x3 # 11 olsun. g(x3) # g(z1) oldugunu gostermeliyiz. W, nin
tanimindan ys # y; dir.

g fonksiyonu ortendir: y; € Ws olsun. 3z; € W oyle ki g(x;) = w1, (1 = 1,2, 3).
Eger x; = 1 secilirse g fonksiyonunun tamimindan g(z;) = y; dir.

y2 € Wy olsun. dx; € Wy Oyle ki g(x;) = yo, (1 = 1,2, 3). Eger x; = x5 segilirse
g fonksiyonunun tanmmindan g(zs) = yo'dir.

Y3 € Ws olsun. Jx; € W, oyle ki g(x;) = ys, (i = 1,2, 3). Eger z; = 3 segilirse
g fonksiyonunun tamimindan g(z3) = ys'dir.

.. g fonksiyonu bir izomorfizmadir ve dolayisi ile M; modeli M5 modeline

izomorftur. X
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Bolum 3

K ve K4 Modal Mantiklar: icin

Saglamlik Teoremleri

Herhangi bir modal mantigin sintaks1 ve semantigi arasindaki iligkiler saglamlik
ve tamlik teoremleri ile verilir. Herhangi bir modal mantigin saglamlik teoremi o
mantikta tiiretilebilir olan bir formiiliin gecerli oldugunu soyler. Bu boliimde K
ve K4 modal mantiklarinin saglam oldugu kanitlanacaktir. Bu boliimdeki tiim

bilgiler [1], [4], [5] ve [8] de bulunabilir.

Tanim 3.1. C catilarin (ya da modellerin) bir smifi olsun. Bir normal modal
mantik S, C'ye gore saglamdir denir, S C S¢ (denk olarak; her ¢ formiilii ve her
F el (yada M €C) igin Fg ¢ ise, F | ¢’dir (va da M = ¢)) ise. S modal

mantig1, C’ye gore saglam ise C’ye S ic¢in bir ¢atilar sinifidir denir.

Teorem 3.1. [K i¢in zayif saglamlik teoremi] Fk ¢ ise, = ¢’dir.
ispat. ispat @'nin tiretiminin uzunlugu tizerinde tiimevarimla yapilir.

Temel adim: p’nin tiiretiminin uzunlugunun 1 ve Fg ¢ oldugunu varsayalim.
Bu durumda, ¢ ya bir aksiyom ya da bir totolojidir.

¢ bir totoloji ise, = ¢ oldugu asikardir. Ciinkii tiim totolojiler her modelde
gecerlidir.

o, O — 8) — (Oa — 0Op) seklinde bir formiil olsun. M modelindeki
herhangi bir w diinyasi i¢in, M,w = O(a — ) — (Oa — 0OF) oldugunu

gostermeliyiz.
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M,w E O — p) ve M,w | O« oldugunu varsayalim. M,w = Of
oldugunu gostermeliyiz. Bu durumda, M modelindeki herhangi bir w’ diinyasi
i¢in, wRw' ve M, w' = (a — B) ve M, w' |E «, yazlabilir ki her v’ igin MP ile
M, w' = pdir. Glinkit wRw', M, w = Of’dir. Bundan dolayi = ’dir.

Timevarim hipotezi: ¢’nin tiiretiminin uzunlugu n+1 olsun ve teorem
n uzunluktaki tiiretimler icin saglansin. Teoremin MP ve NR i¢in saglandigim
gostermeliyiz.

Teoremin ¢ — ¢ ve 1) i¢in dogru oldugunu varsayalim. 1) — ¢ ve ¥ oldugundan
MP ile ¢ elde edilir. |= 9 — ¢ ve = 4’yi timevarim hipotezinden biliyoruz. Her
M, w i¢in, M, w = ¥ — ¢ ve M, w = 1¢’dir. Bundan dolayr her M, w i¢in MP
ile M, w = ¢’dir.

Teoremin ¢ i¢in dogru oldugunu varsayalim. Bu durumda F ¢ oldugundan
NR ile F Og’dir. = Op oldugunu gostermeliyiz. Bu amagla herhangi bir M, w
icin M, w £ Oy alahm. Bu durumda, bazi w' € W igin, wRw' ve w' p£ ¢'dir.
Bundan dolay1r M, w'" = ¢ ve sonra = ¢’dir. Bu bir ¢eligkidir. O halde = Og’dir.
X

Teorem 3.2. [K igin saglamlik teoremi] o1, ..., 0, Fx ¥ ise, p1, ..., E ¥
dir.
Ispat. ©1,. .., Pn F 1 oldugunu varsayalim. Bu durumda K’daki tiiretim teore-

minden:

S017§027"'7§0n|_¢
90179027"'79011—1'_ (Spn_),gb)

o1 E s = (. (o1 = (o = ¥)))..0)
For = (02— (. (oot — (@ — ¥))) ... ) dir.

K i¢in zayif saglamhk teoremi kullamilarak = ¢1 — (g2 — (... (pn_1 —

(pn — 1)) ...) elde edilir. Bunun anlami her M ve w € W i¢in,
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Mow @1 = (2 = (- (Pn-1 = (o = ) -
M,wE g1 = Mw @ = (o (o1 = (o = 9))) - )
Miw =1 ve Miw = o = Miw E o3 — (o (@ne1 — (@n — ) ... ) dir.

Bundan dolay, her w € M igin eger M, w | o1, M, w = @, ..., M w = ¢,
ise M, w = 9 dir. Bunun anlami da ¢, @9, . . ., @, = ¢ dir. X

Teorem 3.3. [K igin kuvvetli saglamlik teoremi] A g ¢ ise, A | ’dir.

Ispat. A bk ¢ oldugunu varsayalm. Her tiiretim sonlu oldugundan ¢’nin tiire-
timi A’dan sadece sonlu sayida onciil icerebilir. Bu nedenle sonlu, en az bir
A" C A vardir 6yle ki A’ Fg @’dir. A”ntin formiilleri 1, s, ..., %, olsun. Bu
durumda tn, s, ..., ¢, Fk @’dir. O halde saglamlik teoreminden (teorem 3.2.)
1,19, . ..,y E @’dir. Bundan dolay1 A | ’dir. X

Teorem 3.4. [K4 igin zayif saglamhk teoremi| Fg4 ¢ ise, ¢ tiim gegisli
catilarda gecerlidir.

Ispat. Fkq ¢ ve (W, R) catisiin gegisli oldugunu varsayalim. ¢nin (W, R) da
gecerli oldugunu gostermeliyiz. ispat @’nin tiretiminin uzunlugu tizerinde tiime-
varimla yapilir.

Temel adim: p'nin tiiretiminin uzunlugu 1 ve Fgy4 ¢ oldugunu varsayalim.
Bu durumda, ¢ ya bir aksiyomdur ya da bir totolojidir.

Eger ¢ bir totoloji ise, ¢'nin gecerli oldugu asikardir ¢tinkii tiim totolojiler
tiim modellerde gecerlidir.

o, O(a = ) — (Oa — 0Op) seklinde bir formiil olsun. Her bir M, w igin,
M, w E O(a — 8) = (Oa — Op) oldugunu gostermeliyiz. M, w E O(a — )
ve M,w E Oa oldugunu varsayahm. M, w &= OB oldugunu gostermeliyiz. Bu
durumda, M modelindeki her w’ i¢in, wRw' ve M, w’ | (a = ) ve M, w' | «
dir. MP ile her w' igin M, w’ = 8 yazabiliriz ¢linkit wRw', M, w = OF’dir. Bu
nedenle = ¢’dir.

@, Up — UUp bigiminde bir formiil olsun. Her M modelindeki her w diinyasi
icin, M, w = Op — OOp oldugunu gostermeliyiz. Bu teorem 2.5.1 den agikardir.
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Timevarim hipotezi: ¢'nin tiiretiminin uzunlugu n+1 olsun ve teorem n
uzunlukta tiiretimler i¢in saglansin. Teoremin MP ve NR i¢in saglandigini goster-
meliyiz.

Teoremin ¢ — ¢ ve ¥ igin dogru oldugunu varsayalim. Timevarim hipote-
zinden biliyoruz ki = ¢ — ¢ ve = ¢’dir. Her M, w i¢in M,w E ¥ — ¢ ve
M, w = 1’dir. Bu nedenle her M, w i¢in, MP ile M, w = ¢’dir.

Teoremin ¢ i¢in dogru oldugunu varsayalim. Bu durumda NR ile - Ly saglanir.
E Og oldugunu gosterelim: Bir M, w i¢in, M, w = g olsun. Bu durumda, bir
w € W igin wRw' ve w' ¥ ¢'dir. Bu nedenle M, w’" f£ ¢ ve = ¢’dir. Bu bir
geligkidir. Bundan dolay1 = Op'dir. X
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Bolum 4

K ve K4 Modal Mantiklar: icin

Tamlik Teoremleri

Tamlik teoremleri verilen mantiktaki formiilleri gercekleyen modellerin var
oldugunu gosteren teoremlerdir ve bu nedenle model olusturmaya dayalidir. Bu
modelleri olusturmanin farkli yontemleri vardir. Bu boliimde bu modelleri elde
etmenin iki yontemi verilecektir: Sonlu Henkin yontemi ve filtreleme yontemi. Bu
boliimdeki tiim bilgiler [1], [2], [5] ve [8] de bulunabilir.

Bu boliimde S bir modal mantigi ve I', S dilinde yazilmig formiillerin kiimesini

gosterecektir.

Tanim 4.1. S bir modal mantik olsun.

(a) S’nin bir C gatilar simfina gore kuvvetli tam olmasi igin gyk

® f=¢ ¢ ise, ® kg ¢ olmasidir. Ozel olarak C = {F} ise S’ye F catisima gore
kuvvetli tamdir denir.

(b) S’'nin C gatilar smifina gore tam olmasi i¢in gyk her sonlu formiil kiimesi
® i¢in (a) kosulunun saglanmasidir.

(¢) S modal mantig ile karakterize edilen ¢atilar simfi Char(S)={F| her ¢ € S
igin, F = ¢} ile verilir ve Char(S) ile gosterilir.

(d) S modal mantiginin tam(kuvvetli tam) olmasi i¢in gyk C =Char(S) olmak

tizere (b) ((a))'mn saglanmasidir.
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4.1 Kanonik Model

Bu kesimde maksimal tutarli formiil kiimelerinden model olusturma yontemi

olan kanonik model yontemi anlatilarak, kanonik model teoremi ispatlanacaktir.
Tanim 4.1.1. Bir I' kiimesi S-tutarli olmasi i¢in gyk I' ¥s L olmasidir.

Tanim 4.1.2. I'min maksimal S-tutarh olmasi icin gyk I' C IV olacak sekilde bir

S-tutarh IV kiimesinin olmamasidir.

Tamim 4.1.3. Kanonik model Mg, ((Ws, Rs), Vs) modelidir ve agagidaki gibi
tanimlanir:

(i) Wg = {I" | I maksimal S-tutarhdir},

(i) Rs = {(I', ") | ¢ € I'" her ¢ igin 6yle ki Cp € T'},

(#1) Vs(p) = {T' € Wq | p € T'}(veya denk olarak I' = p gyk p € T).

Tanim 4.1.4. ['nin bir teori olmasi icin gyk I' = ¢ ve ¢ € I' denk olmasidir.

Lemma 4.1.1. I'nin maksimal tutarh olmasi i¢in gyk I''nin tutarl ve her ¢ icin
¢ ¢ I'ise, ' U {p} tutarsiz olmasidir.
ispat.

(=): I maksimal tutarli, " tutarli ve her ¢ i¢in ¢ ¢ I" olsun. Tanim 4.1.2. ile
I' tutarll ve tutarll bir IV kiimesi yoktur oyle ki I' C I'’dir. O halde I" kiimesi
tutarsizdir. I'"’nii I' U {p} olarak segebiliriz ¢iinkii ¢ ¢ I’dir. Bu nedenle I' U {¢}
tutarsizdir.

(«<): T tutarl ve her ¢ igin ¢ & I' ise I' U {¢} tutarsiz olsun. I'nin maksimal
tutarl oldugunu gostermeliyiz. Varsayimdan I' tutarli ancak I' maksimal tutarh
olmasin. Bu durumda bir I kiimesi vardir 6yle ki I'" maksimal tutarhdir. Her ¢
i¢gin ¢ ¢ I’dir. O halde I'"'nii ' U {¢} olarak secersek bir celigki elde edilir. Bu

nedenle I" maksimal tutarhdir. X

Lemma 4.1.2. I" maksimal tutarh bir kiime olsun. Asagidakiler vardir:
() pelgyk'Fs ¢
(i) Tel
(iii) L ¢T
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() ~p el gykp gl

(V) pANY el gvkp el vep €T
(vi) pVip el gyvk p €T veyap € T
(vii) p > eT gyk p ¢ T veya ¢ € T

(viii) @ <> ¥ € T gyk ¢ € T" gerek ve yeter kogul ¢ € T.
ispat.

(i)(=): T Fg ¢ oldugunu varsayahm. ¢ ¢ I' oldugunu gostermeliyiz. Eger
['Fg pise DU {—p} Fs o A—p'dir, glinkii o A =g bir geligkidir ve I'U {—p} ¥ L
yazilabilir. O halde Tanim 4.1.1."den I'U{—} 'nin tutarl bir kiime oldugu goriiliir.
Ve sonra Lemma 4.1.1. ile de = € T" ve I"'nin maksimal tutarhligindan ¢ ¢ Idir.

(<): T Fs ¢ oldugunu varsayalim. ¢ € I' oldugunu gostermeliyiz. ¢ ¢ T’
olsun. Bu durumda, T'U{¢} tutarsizdir. Ciinkii I' maksimal tutarhidir. Bu nedenle
tanimdan I'U{¢} Fg L’dir. Tiiretim teoremi ve de I' =g ¢ — 1 ve MP ile I' - L
elde edilir. O halde I', S-tutarsizdir. Bu bir ¢eligkidir. Bu nedenle ¢ € Idir.

Sop el gyk I g 'dir.

(ii) T ¢ T oldugunu varsayalim. I" maksimal tutarh oldugundan T" U {T}
tutarsizdir. TU{T} Fg L’dir. Bu durumda, tiiretim teoremi ile I' g T — L dir.
Bu nedenle Tanim 4.1.1. ile I' Fg L ve I''nin tutarsiz bir kiime oldugu elde edilir.
Bu bir celiskidir. Bu nedenle T € I"dir.

(ii) L € I' oldugunu varsayalim. Lemma 4.1.2. (i)’den I' g L yazabiliriz.
Tanmim 4.1.1. ile T', S-tutarh ise, I' ¥¢ L oldugunu biliyoruz. Bu bir celigkidir.
Bundan dolay1r L ¢ Idir.

(iv)(=): = € T've ¢ € T oldugunu varsayalim. Lemma 4.1.2. (i)’den T kg —¢
ve I' Fg ¢ oldugunu biliyoruz. Bu nedenle I' =g = A ¢ ise, ' g L’dir. Lemma
4.1.2. (i)’den, L € I"dir. Bu Lemma 4.1.2. (7i) ile bir geligkidir. Bu nedenle
@ & Idir.

(<): ¢ ¢ T oldugunu varsayalim. =@ € T' oldugunu gostermeliyiz. I" mak-
simal tutarli oldugundan I' U {¢} Lemma 4.1.1. ile tutarsizdir. Bundan dolayu,
F'U{e} F L ve tiiretim teoremi ile I' - ¢ — 1’dir. Bu nedenle, I' - —¢ ve Lemma
4.1.2. (i) ile -~ € I"dur.

(v) (=): p A € T oldugunu varsayalim. Lemma 4.1.2. (¢)’den T - ¢ A¢)’dir.
Ayn1 zamanda ¢ A Y F ¢ ve ¢ A = 1 oldugunu biliyoruz. Bu nedenle, I' - ¢ ve
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['F ¢’dir. O halde Lemma 4.1.2. (i)’den ¢ € T" ve ¢ € Idur.

(<): ¢ € T've tp € T olsun. Bu durumda Lemma 4.1.2. (ii)'den I' - ¢ ve
[' F ¢’dir. Bunedenle, ' g @ A¢’dir. O halde Lemma 4.1.2. (¢)’den ¢ A € Tdir.

(vi) (=): ¢ Vi € T oldugunu varsayalim. ¢ € I' veya ¢ € T oldugunu
gostermeliyiz. ¢ ¢ T' ve b ¢ T' oldugunu varsayalim. Bu durumda —p € T ve
—p € Vdir. Lemma 4.1.2. (iv)'den I' Fg —p ve I' Fg =t Lemma 4.1.2. (i)’den
I'Fg ~pA—pise, T' g = (o V1)) elde edilir. T Fg ¢ V1) oldugundan I'nin tutarsiz
oldugu celigkisi elde edilir. O halde ¢ € I' veya ¢ € ["dir.

(<): p € T veya ¢ € T oldugunu varsayahm. ¢ V ¢ € T oldugunu goster-
meliyiz. I' Fg ¢ ve I' Fg 9 oldugundan T' g ¢ V ¢’dir ve Lemma 4.1.2. (i) ile
eV e I'dr.

(vii) (=): ¢ = ¥ € T oldugunu varsayalim. I" kg —p veya I' g 9 oldugunu
gostermeliyiz. Bunun i¢in ki ¢ € T ve ¥ ¢ T' oldugunu varsayalim. Bu durumda
p €T ve ) €l Lemma 4.1.2. (iv)’'den T Fg ¢ ve I Fg =) Lemma 4.1.2. (i)’den
I'Fs o A—)ise, I' g = (—p V) elde edilir. T' kg ¢ — 1 ile I"’min tutarsiz oldugu
geligkisi vardir. O halde ¢ ¢ T" veya ¢ € ["dir.

(<): ¢ ¢ T veya ¢ € T' oldugunu varsayalm. ¢ — ¢ € T' oldugunu
gostermeliyiz. ' Fg =@ veya [' g ¢ oldugundan I' Fg ¢ V —¢’dir. Bu nedenle
Lemma 4.1.2. (7) ile ¢ — ¢ € I"dur.

(viii) @ <> = (@ = ) A (¥ = @) oldugundan Lemma 4.1.2. (v) ve Lemma
4.1.2. (vii) ile bu agikardur. X

Lemma 4.1.3. " maksimal tutarli bir kime ise, I' bir teoridir.
ispat. I" maksimal tutarl bir kiime olsun. I'’'nin bir teori oldugunu gostermeliyiz.

(i) T F ¢ olsun. Ve p & T" oldugunu varsayalim. I" maksimal tutarl oldugundan
I'U {¢} Lemma 4.1.1. ile tutarsizdir. Bu nedenle I' U {¢} - L ve sonra tiiretim
teoreminden I' - o — L | I' = =y elde edilir. Varsayimimizdan I' = ¢ oldugunu
biliyoruz, bu I''nin bir tutarl kiime olmasiyla celisir. Bu nedenle ¢ € I'dir.

(i) ¢ € T olsun. Ve I" ¥ ¢ oldugunu varsayalim. I'nin maksimal tutarlihgindan,
I' - —¢’dir. Bu durumda Lemma 4.1.2. (i) ile =¢ € T' ve bu I'nin tutarhlig: ile
gelisir. Bu nedenle I' F ’dir.

.. I bir teoridir. X
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Lemma 4.1.4. [Lindenbaum Lemmasi] I'; S-tutarli bir kiime olsun. Bu du-

rumda bir maksimal S-tutarli IV kiimesi vardir oyle ki IV D I"dur.
ispat. I', S-tutarh kiime olsun. IV D T" olacak sekilde bir maksimal S-tutarl I”

kiimesinin var oldugunu gostermeliyiz. Dilimizdeki tiim formiilleri ¢q, ¥s, ..., ¥p, ...
seklinde numaralayalim. n ftizerinde tiimevarimla I'g, 1,5, ..., T, ... formiil

kiimelerinin monoton dizisini agagidaki sekilde tanimlayalim:

FOZF

( IhoiU{¢n}  bu kilme S-tutarh ise

Hernzli(;infn:{
1 Loy U{—,} aksi halde

I = Upso I'n.

ispat i¢ adimdan olusacaktir.

[lk olarak n tizerinde tiimevarimla her n icin I'),’nin S-tutarh oldugunu kanitla-
yacagiz.

n =0 icin 'y = I"dir ve S-tutarhdir.

Biz n i¢in I',’nin S-tutarli oldugunu varsayalim. I',,,;’i g6z oniinde bulun-
duralm. Eger T',y1 = T U {11} ise, T'oq tamm geregi S-tutarhdir. Eger
Lhir = Ty U {01} ise yine tamm geregi Iy, U {101} S-tutarsizdir. O halde
Iy U{tYp}t B L ve Tiretim teoreminden T',, + 4,1 — L’dir. Bu nedenle
Ly b~ paq...()

[y41’in S-tutarsiz oldugunu varsayalim. O halde ',y = T',,U{—,, 1 } F L dir.
Tiiretim teoreminden I',, F =,y — L ve I', F ==, 1 dolayisiyla I',, F 9,41
dir. ... (i)

(i) ve (ii) ile I';,’nin S-tutarsiz oldugu goriiliir bu bir ¢eligkidir. Bu nedenle
['y41, S-tutarh ve her n i¢in I');, S-tutarhdir.

Ikinci olarak I"’niin S-tutarh oldugunu ispatliyoruz. I”’niin S-tutarsiz oldugunu
varsayalim. Bu durumda ¢, @9, . .., @ € IV vardir 6yle ki 1, s, ..., ¢ F L'dir.
Burada ¢ € T'y,, w2 € I'y,, ..., ¢ € I'y, olacak sekilde nq,no, ..., ng’lar vardir
ciinkli I' = U,,50 Iy dir. m = max{nq, no, ..., n;} olsun. Bu durumda I'y,, C Ty,
I, €Iy, ..., I'n, €1y, ve bu nedenle @1, ¢s, ..., ¢, € I'y,’dir. Boylece I'y, = L
ve bu da I'),’nin S-tutarsiz oldugunu soylemeye denktir. Bu bir celigkidir.

- I, S-tutarhdar.
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Uciincii olarak I'’niin maksimal S-tutarh oldugunu kamthyoruz. ¢ keyfi bir
formiil ve ¢ & IV olsun. n, ¢ = 1, olacak sekilde bir dogal say1 olsun. 1, & I
ve bu nedenle ¢, & T',’dir. Bundan dolay1 I';,_; U {4, } S-tutarsiz ve dolayisi ile
IV U {9y} de S-tutarsizdir. O halde Lemma 4.1.1. ile I'" maksimal S-tutarhdir. X

Lemma 4.1.5. [Dogruluk deger atamas1 Lemmasi] Her maksimal S-tutarli
I' kiimesi icin agagidakiler vardir.

() TFrspavkpel

(i) p €T gyk = ¢ T

(i) pANp el gyvkpeT verp €T

(i) Op € T gyk VIV(T'RsIY = ¢ € TV).

Ispat. Lemma 4.1.2.°de (4),(ii) ve (4ii) kosullarim ispatladik.

(iv) (=): Op € T oldugunu varsayalim. Her I" i¢in I'RgI"” olsun. Kanonik
model iizerinde Rg’in tamimindan ¢ € I"dir.

(<): VIVIT'RsI” = ¢ € I") oldugunu varsayalm. Oy € T' oldugunu
gostermeliyiz.

Op ¢ T oldugunu varsayalim. I'y = {¢ | Oy € T'} U {—¢} olsun. I'y’in
S-tutarli oldugunu gostermeliyiz. I'y, S-tutarsiz ise {¢ | Oy € '} b ¢’dir. Tiire-
timlerin sonlulugundan vy, 1., . . ., ¥, ’ler vardir 6yle ki [y, Ty, ..., O, € T ve
W1, e, ...,y B ’dir. Tiiretim teoremi ile F 1 — (Yo — (... (Y — @))...)dir
ve NR ile O(¢p1 — (¢ — (... (¥, — ¢))...)) € I"dir. Normallik aksiyomu ve
MP ile O(tpy — (Y3 — (... (¥n — @))...)) € I' ... Op € T elde edilir ki bu
bir ¢eligkidir. Bu nedenle I'y, S-tutarhdir. I'y” e Lindenbaum lemmas1 uygulayarak
I D I'; olacak sekilde bir IV maksimal S-tutarl kiimesinin var oldugunu biliyoruz.
Bu nedenle —¢ € I'"’dir. Diger yandan her ¢ i¢in [y € T ise ¢p € I'’dir. Bu
nedenle I'"'RgI"”’dir. Bu sekilde maksimal tutarli bir I kiimesi buluruz oyle ki
'Rl ve —p € T"dir. Ancak VIV(I'RsI” = ¢ € I”) ve bu bir geligkidir. Bu
nedenle Ly € Idur. X

Lemma 4.1.6. [Truth Lemmasi] I' = ¢ olmasi igin gerek ve yeter kosul ¢ € T’
olmasidir.

ispat. Ispat ¢'nin karmagikhig1 {izerinde tiimevarimla yapilir.
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¢ : p bi¢giminde olsun. Bu durumda Tamm 4.1.3. (éii)’den I' =p gyk p € T
dir.

@ : =) bi¢iminde olsun. Teorem 1% i¢in dogru olsun. Bu durumda —¢ € T’
gyk ¢ & Idir. Truth lemma ile ¢ & T gyk T" }£ ¢’dir. Tlimevarim hipotezi ile de
[ gyk T' = —p'dir.

@ Y A x biciminde olsun ve teorem ) ve Yy ic¢in dogru olsun. ¥ A xy € T’
gyk ¢ € T've x € T, Lemma 4.1.5. (4i)’'den gyk I' =9 ve T' | x, tiimevarim
hipotezinden gyk I' = ¢ A x'dir.

@ : [y biciminde olsun ve teorem v igin dogru olsun.

(=): T | Oy olsun. v € T oldugunu gostermeliyiz. I, TR sI” olacak sekilde
maksimal tutarh bir kiime. Bu nedenle I'" }= ¢)’dir. Tiimevarim hipotezi ile ¢ € T”
gyk I |= 9 ve boylece ¢ € T"'dir. O halde VI"(I'RgI” = ¢ € I”) ve Lemma 4.1.5.
(iv)’den Oy € Tdir.

(«<): Oy € T olsun. I' = Oy oldugunu gostermeliyiz. I, TRsI” olacak sekilde
bir maksimal tutarl kiime olsun. Lemma 4.1.5. (iv)’den ¢ € I” ve tiimevarim

hipotezi ile I |= 1) elde edilir. O halde VI"(I'RsI" = IV | ¢) ve I' | Oy’dir. X

Teorem 4.1.1. [Kanonik Model Teoremi| Herhangi bir normal modal mantik
S kanonik modeli Mg’ ye gore kuvvetli tamdir.

ispat. I"nin S modal mantiginda tutarh bir kiime oldugunu varsayalim. Linden-
baum lemmasi ile I''y1 genigleten bir maksimal tutarli kiitme I'* vardir. Her ¢ € T'*
icin Truth lemmadan Mg, T'* = @’dir. Ozel olarak her ¢ € I' icin Mg, I'* k= ’dir.
O halde Mg, I'* |= I"dur. X

Teorem 4.1.1.7in ispat1 agsagidaki teoremin var oldugunu gosterir.

Teorem 4.1.2. [S-Tutarlilik Teoremi] ®, S-tutarli bir formiil kiimesi ise, bir
F catist ve F catisinda bir dogruluk deger atamasi vardir oyle ki her ¢ € ® igin
F, w E 'dir.

ispat. ®’nin S-tutarli oldugunu varsayalim. Lindenbaum lemmasi ile & C T’
olacak sekilde orada bir maksimal S-tutarli I" kiimesi vardir. Her ¢ € ® icin

w E ¢ oldugunu gostermeliyiz.
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Tanim 2.7. (v)’den ® = ¢ gyk her M ve w € M igin her ¥ € ® olmak iizere
w = 1 ise w | ¢'dir. Truth lemmasi ile her ¢ € &, & C T gyk I' = ¢’dir. Bu
durumda, 3F 6yle ki Jw € W ve Vy € ® igin w | ¢'dir. X

Tanim 4.1.5. Bir S mantigina S’nin tiim teoremleri, kanonik catisinda gecerli

ise kanoniktir denir.

Teorem 4.1.3. K tiim catilar sinifina gore kuvvetli tamdir.

ispat. K’nin tiim catilar simifina goére kuvvetli tam oldugunu gostermek icin
Q =cpark) ¥ ise, her ¢ € @ igin ¢ Fk ¥ oldugunu gostermeliyiz.

d Kk 1 ise, U {—} K-tutarhdir. ® U {—}’ye S-tutarhlik teoremini uygu-
layalim. Bu durumda 3F, 3V ve Jw € W oyle ki Vo € & U {9}, w | ¢'dir.
—1p € PU{—} oldugundan w = - ’dir. Bu nedenle w £ 9 ise,  F~cpark) ¥'dir.
X

Teorem 4.1.4. Bir S modal mantiginin kanonik modeli Mg olmak {iizere

(i) Ms =8,

(i) ® Fg 1 ise, bir w € Mg icin w = ® ve w P~ ’dir.
ispat.

(i) T' E* ¢ gyk her M i¢in Vi) € T olmak iizere M | 9 ise, Tamm 2.7.
(v)’den M = ¢’dir. Bundan dolay1 S =* ¢ gyk her =g icin Vi € S olmak {izere
Mg = 1) ise, Mg = ¢’dir. Bu nedenle Mg = S’dir.

(ii) ® Fg ¥ ve w = @ olsun. w £ ¥ oldugunu gostermeliyiz. ® ¥ 1) ise
PUS Fk ¥ oldugunu biliyoruz. Simdi K i¢in kuvvetli tamlik teoremini uygularsak;
istenen M modeli olarak M y1 alabiliriz. Bu nedenle ®US F~cphark) % oldugunu
gostermeliyiz. Bunu gostermek i¢in ® US U {1} nin tutarh oldugunu gostermek
durumundayiz. Bu durumda, bir F ve w € W vardir dyle ki her ¢ € USU{—)}
icin w = ¢’dir. Aym zamanda —¢ € @ US U {0} gyk w |E - gyk w P~ ¢’dir.
X

Teorem 4.1.5. K4 tiim gecisli catilar simifina gore kuvvetli tamdr.
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ispat. K4'in tiim gegisli ¢atilar siifina gore kuvvetli tam oldugunu gostermek
icin Teorem 2.5.1.°e gore (W4 Ry4) nin gecisli oldugunu gostermek yeterlidir.
Bu nedenle I'y, 'y, s € W¥4 icin Ty Rkal's ve I'yRik4l's oldugunu varsayalim.
'y Rk4l's oldugunu gostermeliyiz. Ly € I'y olsun. I'y maksimal tutarli bir kiime
oldugundan Uy — UUe’yi igerir ve Teorem 2.5.1. ve MP ile Llp’yi de icerir.
'y Rk4l's oldugundan, Up € I'y’dir. Rk4'tin tanmimini uygulayarak ¢ € I's elde
edilir. Bu nedenle I'1 Ry 41'5’dir. X

4.2 Sonlu Model Ozelligi

Bir modal mantigin tam olup olmadigini arastirma yollarindan biri de mantigin
sonlu model 6zelligine sahip olup olmadigini belirlemektir. Sonlu model 6zelligini
saglayan her modal mantik tamdir. Sonlu model 6zelligi, herhangi bir modelde
gerceklenebilir olan bir modal formiiliin sonlu bir modelde gerceklenebilir oldugunu

ifade eder[6], [9].

Tanim 4.2.1. Bir modal mantik S’nin sonlu model 6zelligine sahip olmasi i¢in
gerek ve yeter kogul ¥g ¢ seklindeki her ¢ formiilii igin bir M = W, R, E)
modelinin var olmasidir oyle ki

(i) W sonlu bir kiimedir,

(i) M = S'dir ve

(i) M £ p'dir.

Tamim 4.2.2. Bir formiiller kiimesi ’ya her ¢, ¢’ formiilleri icin asagidakiler
saglanirsa alt formiiller altinda kapalidir denir:

PV P eEXise p e X ve ¢ €3

€ Yise ¢ € X

Op € X ise ¢ € X

Lo € X ise ¢ € X dur.

Ornek 4.2.1. ¥ = {0, —p, =), oV 1p, Op, b} formiiller kiimesi alt formiille-

rine kapali bir kiimedir.
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Tanim 4.2.3. Bir formiil kiimesi & asagidaki iki kogulu saglarsa yeterli olarak
adlandirilir:
(i) ¢ € ® ve ¢ formiilii ¢ formiliiniin bir alt formiilii ise, ¥ € @,

(i) ¢ € ® ve ¢ degillenmis bir formiil degilse - € ®’dir.

Ornek 4.2.2. ® = {p, —p} formiiller kiimesi yeterli bir kiimedir.

4.3 Sonlu Henkin Yontemi

Kesim 4.3 ve 4.4’de modal formiillerin gerceklenebilirligi i¢in sonlu model
olusturmanin iki yontemi anlatilacaktir. Bunlardan birincisi ilgili mantigi saglayan
sonlu bir modelin se¢imine dayanan Henkin yontemi iken ikincisi filtreleme yonte-
midir.

S bir modal mantik ve ® Tanmim 4.2.3.’deki gibi tanimli bir formiil kiimesi

olsun.

Tanim 4.3.1. ® sonlu ve yeterli bir kiime olmak iizere M modeli (W& RE), VE)
modelidir ve agagidaki gibi tanimlanir:

(1) W& = {T' | T, ®de maksimal S-tutarhdir},

(11) RE = {(I,T') | ¢ € I her ¢ icin dyle ki Oy € T'},

(iii) T = p gyk p € [dur.

Tanim 4.3.2. & ve I', I' C & olacak sekilde iki formiil kiimesi olsun. I', ®’de
maksimal S-tutarhdir gyk I', S-tutarhdir ve I' C IV olacak sekilde S-tutarli IV C ®

yoktur.

Lemma 4.3.1. [S i¢in Lindenbaum lemmasi| ® yeterli bir kiime ve I' C @,
S-tutarl ise I''min ®’de S-tutarl maksimal genislemesi I vardir.

Ispat. ®'nin formiillerinin bir numaralamsi(sonlu da olabilen): 1y, ws, . . ., thn, . . . (1).
n lzerinde tiimevarimla monoton dizi I'g, 'y, s, ..., T, ... (2)’yi agagidaki gibi

tanmmlayalim. 'y, I'1, Ty, ..., Ty, ..., dizisi ®’de S-tutarhdir.
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L U{Yni1},  S-tutarh ise
LpU{ni1}, TnU{¥ni1} S-tutarsiz ve

‘nin ilk sembolii — baglacini
Hern > Oicin, ')y = Yn1 )
igermiyorsa

LoU{Y 1}, TnU{¢p} S-tutarsiz ve

Upp1 = _‘?MH—l ise
Eger (1)’in uzunlugu k ise (2)'nin uzunlugu k+1’dir.

NS

S-tutarh kiimelerin bu dizisi ®’nin alt kiimelerinin bir monoton dizisidir.
I, (2)’deki tiim terimlerin birlesimi olarak tanimlayalim. A¢ik olarak IV C ®
ve I' C I'"dir. Eger (2) sonluise I'y CT'y C --- C T'y ise IV = I'y’dir. TV, T'nin

aranan genislemesidir. X

Lemma 4.3.2. [S igin sonlu dogruluk deger atamasi lemmasi] ® sonlu ve
yeterli bir formiil kiimesi ve I' kiimesi ®’de maksimal S-tutarli ise, her ¢ € ® icin
asagidakiler saglanir:

(i) ~p € Dise, "€l gyk ¢ ¢ T,

(ii) oV € DPise, pVp el gyk p € ' veya p € T,

(7ii) Op € @ ise, Op € T gyk VIV(T'RI = ¢ € TV).
ispat. ® yeterli bir formiil kiimesi ve I', ®’de maksimal S-tutarl olsun.

(i) =@ € @ olsun.

(=): =@ € T oldugunu varsayalim. ¢ ¢ I' oldugunu gostermeliyiz. ¢ € T
olsun. Bu durumda, Lemma 4.1.5. ile ¢ A ¢ € I”dir. Bu nedenle, I' = L ve bu
[min tutarlihgina bir geligkidir. O halde ¢ ¢ Idir.

(<): ¢ € T oldugunu varsayalim. —p € I" oldugunu gostermeliyiz. I' maksimal
tutarh ve ¢ ¢ T' oldugundan I" U {¢} tutarsizdir. Bu durumda, I', ¢ = L’dir.
Tiretim teoremi ile ' F ¢ — L ve I' F (= VvV L) dir. Boylece I' - —p ve T' bir
teori oldugundan —¢ € I"dir.

(i) ¢ V9 € ® olsun.

(=): p Vo € T oldugunu varsayalim. ¢ € I" veya ¢ € I" oldugunu gosterme-
liyiz. o V¢ = ¢ veya ¢ V 1 F 9 oldugunu biliyoruz. ¢ V¢ € I' oldugundan I' - ¢
veya I' - ¢’dir. Bu nedenle, ¢ € " veya ¢ € I’dir, ¢iinkii I' bir teoridir.
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(«<): p € T veya ¥ € T oldugunu varsayalim. ¢ V¢ € I' oldugunu gosterme-
liyiz. I' bir teori oldugundan I' - ¢ veya I' = % ve bu nedenle I' F ¢ V ¢’dir. O
halde ¢ V9 € I"dir.

(ii) Op € ® olsun.

(=): Op € T oldugunu varsayalim. Her IV i¢in I'RgI"” olsun. Kanonik model
tizerinde Rg’in tanmimindan ¢ € Idir.

(<): VI"(I'RsI” = ¢ € T”) oldugunu varsayalim. Oy € T' oldugunu goster-
meliyiz.

Op ¢ T oldugunu varsayalim. I'y = {¢ | Oy € T'} U {—¢} olsun. I'y’in
S-tutarli oldugunu gostermeliyiz. I'y, S-tutarsiz ise {¢ | Oy € '} b ¢’dir. Tiire-
timlerin sonlulugundan ¥y, ¥, ..., ¥, ler vardir oyle ki [hpy, Uy, ..., Ly, € T
ve Y1, Yo, . .., Py, F @'dir. Tlretim teoremi ile - ¢y — (o — (.. (Y = @))...)
dir ve NR ile O(¢; — (g — (-.. (¥ — ¢))...)) € I"dir. Normallik aksiyomu
ve MP ile O(¢p2 — (3 = (.. (Y0 = ¢))...)) € I' ... Op € T elde edilir ki bu
bir geligkidir. Bu nedenle I';, S-tutarhdir. I'y’e Lindenbaum lemmas1 uygulayarak
I D TI'y olacak sekilde bir IV maksimal S-tutarll kiimesinin var oldugunu biliyo-
ruz. Bu nedenle —p € I"’dir. Diger yandan her ¢ igin (i € T ise ¢ € I'dir.
Bu nedenle I'RgI"’dir. Bu sekilde maksimal tutarhh bir I kiimesi buluruz oyle
ki IRgI” ve —p € I"dir. Ancak VI"(I'RsI” = ¢ € IV) ve bu bir geligkidir. Bu
nedenle Ly € Idur. X

Onerme 4.3.1. [S i¢in sonlu tutarlilik teoremi] ® sonlu yeterli bir kiime ve
I', ®’de S-tutarli ise, bu durumda bir dogruluk deger atamasi vardir oyle ki bir
sonlu F ve w € W ve her ¢ € I" i¢gin w | ’dir.

ispat. ® sonlu yeterli bir kiime ve I', ®’de S-tutarli olsun. S i¢in Lindenbaum
lemmasindan bir maksimal S-tutarli IV € ® vardir ve I'min bir genisglemesidir.
Lemma 4.1.6. ile I" = ¢ gyk ¢ € I"’dir. Ayn1 zamanda I |= ¢ gyk her w € W
i¢in w = ’dir. Bu ispat1 tamamlar ¢iinkii I' C T"’dur. X

Teorem 4.3.1. K sonlu model ozelligine sahiptir.
Ispat. ¥, ¢ olsun. Bu durumda {—¢} kiimesi K-tutarhdir. ® kiimesi {—¢}’nin

geniglemesi olan en kiigiik yeterli kiime ve I' = {—¢} olsun. Onceki énerme ile
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istenen sonug elde edilir ¢iinkii w = —¢’dir. Bundan dolay1 w (£ ¢’dir. X

4.4 Filtreleme Yontemi

Bu kesimde bir modelin evrenini sonlu sayidaki denklik simiflarina indirgeme

yontemi olan filtreleme yontemi anlatilacaktir.

Tamim 4.4.1. M = WV, R,V) bir model ve ¥ bir alt formiile kapali formiille-
rin kiimesi olsun. ~y, M’nin diinyalar: iizerinde bir baginti olsun ve su sekilde
tammlansin: w ~y v gyk ¥’daki her ¢ igin: (M, w = ¢ gyk M, v | ¢).

~y bir denklik bagimtisidir. |w|x, vasitasiyla ~x’ya gére M’nin bir w diinyasimin
denklik smifin1 belirleriz , bunu |w| seklinde gosteririz.

Wy = {|wls : w € W} olsun. ML, W/ RS, VF) biciminde bir modeldir dyle
ki asagidakiler saglanir:

(i) W/ = Wy/dir,

(ii) wRw ise |w|R/|v|dir,

(iii) |w|R/|v| ise, her ¢ € 2 olmak iizere M, v = ¢ ise M, w = O¢'dir.

(iv) V/ asagidaki gibi tanimlanir; Y’daki her énerme degiskeni p icin w = p
gvk |w| € V7 (p)dir.

Burada (iii) kosulu denk olan (iii’) tarafindan degistirilebilirdir.

(i) |w|R7|v] ise, her (¢ € ¥ olmak iizere M, w = O¢ ise M, v = ¢dir.

Yukaridaki gibi tanimlanan ./\/lg, > araciligiyla M’nin bir filtrelemesi olarak

adlandirilir ve M/ ile gosterilir.

Ornek 4.4.1. M = (N, R, V) modeli olsun. Burada R = {(0,1), (0,2), (1,3)} U

{(n,n+1) | n =2}, ve V(p) = {N\{0}} ve V(q) = {2}dir. ¥ = {Op, p} olsun.
¥ alt formiile kapali bir kiimedir. A" modeli N' = ({| 0 |,| 1 [},{(| 0 ],| 1 ]),

(1], 1)EV) ve V' (p) ={] 1]} olarak tanimlansin. A" modeli M modelinin 3

araciligiyla bir filtrelemesidir.
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Sekil 4.1: A modeli, M modelinin bir filtrelemesidir.

Teorem 4.4.1. [Filtreleme Teoremi] M/(= (Wx, R/, V/)) modeli bir alt
formiile kapali 3 kiimesi araciligi ile M modelinin bir filtrelemesi olsun. Bu du-
rumda ¢ € ¥ herhangi bir formiil ve w € M herhangi bir diinya olmak iizere M,
w = ¢ olmasi icin gyk M7, |w| = ¢ olmasidir.

ispat. ispat ¢’nin karmasikligl tizerinde tiimevarimla yapilir.

¢ : p bigiminde olsun. Bu durumda Tamim 4.4.1. (iv)’den w [ p gyk
w] € VI (p).

¢ : —p bi¢iminde ve teorem ¢ i¢in dogru olsun. Bu durumda M, w = —¢ gyk
M, w [~ o gvk M7, |w| £ ¢, tiimevarim hipotezinden gyk M7, |w| = —¢’dir.

¢ : ¢ V1 bigiminde ve teorem ¢ ve 1 igin dogru olsun. M, w = ¢ V ¢ gyk
M,w | ¢ veya M,w = ¢ gvk M/ |w| = ¢ veya M7, Jw| | 9, tiimevarim
hipotezinden gyk M/, |w| |= ¢ V ¢ dir.

¢ : Ug biciminde ve teorem ¢ icin dogru olsun.

(=): M,w = Op olsun. M/, |w| = Oy oldugunu gostermek istiyoruz.

M, w = Op gyk Yo € W, wRw dyle ki tiimevarim hipotezi ile M, v = ¢ gyk
M7 || E . Tamim 4.4.1. (ii)’den Vo € W ve |v| € W/ olmak iizere wRwv ise
|w| RS |v| oldugunu biliyoruz. Bundan dolay1, M7, |w| = Oy dir.

(<): M/ |w| = Op olsun. M, w |= Oy oldugunu gostermek istiyoruz. Karsit
ters ile ispathiyacagiz. O halde M,w [ Op olsun. M/, |w| ¥ Oy oldugunu

gosterecegiz.
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M, w b= Op gyk v € W, wRw dyle ki tiimevarim hipotezi ile M, v [~ ¢ gyk
M || E @'dir. Jv € W ve |v] € W/ olmak iizere Tamm 4.4.1. (ii) ile wRv ise
|w|RS |v|’dir. Bundan dolay1, M7, |w| = Oy dir.

¢ : O biciminde olsun teorem ¢ i¢in dogru olsun.

(=) M,w | Qp olsun. M/, |w| | Op oldugunu gostermek istiyoruz. Bu
durumda, Jv € M: wRv, M,v = 'dir. Tiimevarim hipotezi ile M/, |v| = ¢
dir. Tamm 4.4.1. (ii) ile wRwv ise |w|R/|v| oldugunu biliyoruz. Bundan dolay1,
M |w| = Opdir.

(<) M7 |Jw| | Op olsun. M, w = Op oldugunu gostermek istiyoruz. Bu
durumda, J|v| € M7 igin |w|RS|v| ve M7, Jv| E ¢’dir. Ciinkii ¢ € ¥, tiimevarim
hipotezinden M, v |= ¢’dir. O halde tamim 4.4.1. (iii)’den, M, w = Q¢p'dir. X

Lemma 4.4.1. f(x)R*f(y) & '/ (f(x) = f(o'), f(y) = f), 2’ Ry’) olsun.
Bu durumda M?, M’in ¥ vasitasiyla bir filtrelemesidir. M?*, en kiiciik filtreleme
olarak adlandirilir.

Ispat. R* bagmtismmn filtreleme tanmmmm (ii) ve (iii) kogullarmi sagladigin
gostermeliyiz.

(ii) filtrelemenin tanmimindan asikardir.

(iii) f(x)R?f(y) olsun. R¥’in tammindan z’ ve y" aliriz 6yle ki f(x) = f(2'),
fly) = f(y), Ry’dir. Op € ¥ olsun. M,z = Op olsun. Ancak f(z) = f(2)
bu durumda M,z = Op & M, 2’ = Op. Bu nedenle M, 2’ | Op. Ancak
2Ry’ bu durumda M,y = ¢. Ancak f(y) = f(y') bu durumda M,y E ¢ <
M,y E ¢'dir. X

Lemma 4.4.2. |z|RIy| & (VOp € L)(M,z = Op = M,y E ¢) olsun. Bu
durumda MY, M’in X vasitasiyla bir filtrelemesidir. MY, en biiyiik filtreleme
olarak adlandirilir.
Ispat. R bagmtisin tanim filtrelemenin tanimmdan kosul (ii) ve (iii)’yi sagladi-
g1 gostermeliyiz.

(ii) 2Ry olsun. Oy € ¥ ve M,z = Oy olsun. Bundan dolay1 M,y = ¢’dir.
Bu nedenle (Vlp € X)( M,z E Op = M,y | ¢)dir. R nin tanimindan
|z|R9]y| olur.
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(iii) filtrelemenin tanmimindan asikardir. X

Onerme 4.4.1.

1.R? C R9dir.

2.Herhangi bir R/ &yle ki R® C R/ C RY ayn1 zamanda ¥ vasitasiyla M’in
bir filtrelemesidir.

3. RS bir filtreleme ise R C RS C R9dir.

Ispat. 1. f(z)R*f(y) olsun. O halde lemma 4.4.1.’den (V0p € 2)(M,y | ¢ =
M,z | Qp)dir. Ancak (VOp € )M,y E ¢ = M,z | Qp) dogrudur ise
f(@)RIf(y), ¢inki f(z)RIf(y) gyk RY nin tamimindan (VOp € X)(M,y E ¢ =
M,z | Qp)’dir. Bu nedenle R* C RYdir.

2. R* C R/ C RY olsun. R’in bir filtreleme oldugunu gostermeliyiz.

(ii) 'nin dogrulamasi: Ry ve f(z)R*f(y) olsun. f(x)R/ f(y) oldugunu goster-
meliyiz. f(z) = f(z), f(y) = f(y), 2Ry, bu durumda f(z)R’ f(y)"dir.

(iii) 'nin dogrulamasi: f(z)R/ f(y) olsun. Bu durumda f(z)R? f(y)’dir. R? nin
tanimindan ; (VOp € X)(M,y | ¢ = M,z | Op)'dir. Bu nedenle RS bir
filtrelemedir.

3. R/ bir filtreleme olsun. f(z)R/ f(y) olsun. Bu durumda R*’in tanimindan,
f(2") = f(z), f(v) = f(y), 2Ry dir. RS bir filtrelemedir, bu durumda filtreleme
tanim (ii)’den f(z')R f(y')’dir. Bu nedenle f(z)R’f(y)’dir. O halde R* C R/
dir.

f(x)R f(y) olsun. R/ bir filtreleme oldugundan, filtreleme tanimi (iii)’den,
VOp € )M,y E ¢ = M,z = OQp) --- () yazabiliriz. (x)'dan ve R nin
tammindan, f(z)RYf(y)'dir. Bu nedenle R/ C R9dir. X

Teorem 4.4.2. M bir model, > alt formiillere kapali formiiller kiimesi ve W,
Mde ~y, vasitasiyla olusturulan denklik siniflarimin bir kiimesi olsun. R, Wy 'da
ikili bir bagint1 olsun ve su sekilde tanimlansin:

|lw|R!v| gyk her ¢ i¢in O € ¥ ve M, v = ¢V Q¢ ise M,w = Q¢'dir.
R bagtisi gecisli ise (Wy, RY, V) bir filtrelemedir ve R! bagintisi gecislidir.
Ispat. R gecisli olsun. (Wy, RY, V/) bir filtreleme ve R! bagimtisinin gecisli oldugu-

nu gostermeliyiz.
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|lw|R v| & (VOp € B)(M,v E oV Op = M, w = Q) dir.

(i) wRv ise |w|R!|vdir. wRv olsun. ¢¢p € ¥ ve M,v | ¢ V Q¢ olsun.
M, w E O¢ olsun. Bundan dolay1 M, w | [O=¢’dir. Bu nedenle M,v = —¢ =
M,v E Q¢'dir. u bir diinya olsun oyle ki vRu, M,u = ¢. Biz biliyoruz ki R
geciglidir. Bu nedenle wRu, M, w = Q¢’dir ve bu bir ¢eligkidir.

(iii) |w|R'v| = (VO¢ € D) (M, v |E ¢ = M,w = Q¢) oldugunu gostermeli-
yiz. |[w|R'|v| olsun. ¢¢ € ¥ ve M, v = ¢ olsun. M, v = ¢ V Q¢’dir. Bu durumda
Rbnin tanmmindan M, w = O¢’dir. Bu nedenle (Wx, Rt V/) bir filtrelemedir.

(*) R* bagmtisinin gegigli oldugunu gosterelim: |w|R*|v| ve |v|R*|u| ise |w|R*|ul
dir. |w|R!|v| ve |v|R!|u| olsun. |w|RYu| oldugunu gostermeliyiz. Her Q¢ € X
igin, M,u E ¢V 0¢ olsun. M,w E O¢ oldugunu gostermeliyiz. |v|R'|u| ve
M,u | ¢V Q¢ ise M, v | Q¢’dir. Bundan dolay1 M, v = ¢ V ¢@'dir. |w|R|v|
ve M,v = ¢V O ise M, w | O¢’dir. Bu nedenle R' bagintist gecislidir. X

Teorem 4.4.3. K4 sonlu model ozelligine sahiptir.

Ispat. ¥4 ¢ olsun. O halde {—¢} kiimesi K4-tutarhdir. ® kiimesi en kiigiik
yeterli kiime olsun 6yle ki {—¢} € ®’dir. Lindenbaum lemmas ile bir I' D {=¢}
vardir ve I" maksimal K4-tutarlidir. O halde ® vasitasiyla kanonik modelin filt-
relemesi R'’yi alahm. Bu durumda, Teorem 4.4.1. ile = € ® i¢in, Mgy, I E =
gyk M., |T| = —¢’dir. O halde M, |T'| b= ¢’dir. X
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Bolum 5

Yeni Sonuclar

Bu boliimde K ve K4 modal mantiklarinin iki farkli yontemle elde edilen

modellerinin izomorf oldugu kanitlanmaktadir.

5.1 K Modal Mantig icin Sonuclar

Tanim 5.1. Kanonik model My, ((Wk, Rk), =) modelidir ve asagidaki gibi
tanimlanir:

(i) Wi = {I" | I'" maksimal K-tutarhdir},

(11) R = {(T,T%) | ¢ € T, her ¢ i¢in dyle ki Oy € T')’dir},

(7i) T" = p gyk p € T"dur.

Tanim 5.2. Mj5 modeli (Wg, R%), ) modelidir ve asagidaki gibi tanimlanir:
(1) Wg = {I"' | T, ®’de maksimal K-tutarhdir},

(i) Ry = {(T'1,Ty) | (VOp € @)(Op € Ty = ¢ € I'y)},

(ii) T = p gyk p € [Vdur.

Tamm 5.3. MY = (WJ. RY., E) modeli ®’ye gore kanonik model M ’nin en
biiyiik filtrelemesidir ve agagidaki gibi tanimlanir: W = {|I"|s : I" € Wi }dir.
(i) WE = Wy dir.
(ii) TIRxTY ise IR (TS| dir.
(iif) [T1[R%(T%] < (VOp € ®)(My, I | Oy = Mg, T | o).
(iv) ®’deki her énerme degiskeni p i¢in I = p gyk |IV] € V9(p)’dir.
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Teorem 5.1. ¢, sonlu ve yeterli bir kiime olsun. Mg, K Modal Mantiginin
kanonik modeli, Mﬁ 1 Ve M modelleri Mc'nimn @ kiimesine gére sirasiyla sonlu
Henkin yontemiyle ve en biiyiik filtrelemesi ile elde edilen modelleri olsun. Bu
durumda My = M dir.
Ispat. ./\/lgﬁn ile MY modelinin izomorf olduklarini yani ./\/lgﬁn ile MY arasinda
bijektif kuvvetli bir homomorfizmanin oldugunu gostermemiz gerekir.

g : ME i~ M fonksiyonu g @ T' = |I"[¢ biciminde tanimlansm. Bu
sekilde tanimli ¢’nin bir fonksiyon oldugunu gostermeliyiz. Bunun icin asagidaki

lemmalara ihtiya¢ vardir. Burada I, Wy 'min elemanidir 6yle ki I' C I'’dir.

Lemma 5.1.1. I', ®’de maksimal K-tutarli kiime olsun. Bu durumda bir A
kiimesi vardir oyle ki I' € A ve A maksimal K-tutarli kiimedir.

ispat. I', &’de maksimal K-tutarli kiime olsun. Bu nedenle aciktir ki I', K-tutarh
kiimedir. Lindenbaum lemmasindan bir A kiimesi vardir oyle ki I' € A ve A

maksimal K-tutarhh kiimedir. X

Lemma 5.1.2. I", ®’de maksimal K-tutarl kiime olsun. A; ve Ay kiimeleri 6yle
kilI' C Ay, I' € Ay, Ay ve Ay maksimal K-tutarlhi kiimeler olsun. Bu durumda
Ay ~g As’dir.
ispat. I', ®’de maksimal K-tutarlh kiime olsun. I' € Aq, I' € Ay, Ay ve Ay
maksimal K-tutarli kiimeler olsunlar. A; ~g Ay oldugunu ispatlamaliyiz. Yani
(Vo € &)Wk, A1 E ¢ gyvk Wk, As |E @) olmalidir. Wi, Ay = ¢ gyk ¢ € Ay
olsun. Varsayalim ki W, As F£ ¢ gyk ¢ ¢ Ay gyk —¢ € A, olsun.
l.ped=pecAgvgkp &A= -p ¢l = pel"dir(l', ®’de maksimal
K-tutarli kiime ve ¢, ¢ € ® olsun. Bu durumda ¢ € ' < —¢ ¢ [Vdir).

2. —p ¢ D, p € D, D yeterli bir kitmedir. Bu durumda ¢ = - ’dir. =1 € Ag
gyk ¢1 ¢ Ay gyk o1 ¢ T gyk ¢ = —p; € Ddir(py € @, 1 € D). ¢ € Ay ve
= € Ay’dir. Bu bir geligkidir. Bu nedenle ¢ € Ay gyk My, As = ¢'dir.

Bu nedenle Ay ~g As’dir. X

O halde lemma 5.1.1. ve lemma 5.1.2.den I' ~~ A ~~ |Als yazlabilir ve
[' — |Alg’dir. Bu nedenle g, Mgﬁn’den M ye bir fonksiyondur.
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Simdi g : M n M, fonksiyonunun bir kuvvetli homomorfizma oldugunu
gosterelim. Bunun i¢in kuvvetli homomorfizma tamminin (i) ve (4i) siklarim
gergekleyelim.

(1) Her bir énerme degiskeni p ve I' € M¥ 1, Kiimesi igin, I' € Vie(p) gyk

g(T") € V9(p) oldugunu gostermeliyiz. Burada iki durum séz konusudur:
e Durum 1: p € .
e Durum 2: p ¢ .

Durum 1: p € .

(=): p bir 6nerme degigkeni ve T, M 1, den bir eleman olsun. I' € Vi (p)
olsun. g(T") € V9(p) oldugunu gostermeliyiz. I' € V& (p) gyk Vi (p) 'nin tanimindan
I' E p yazabiliriz gyk p € IV (I' C TV) gyk kanonik model tanimi (éii)’den IV = p
gyk filtreleme tanimi (iv)’den g(T") = [IV| € V9(p)’dir.

(<=): p bir énerme degiskeni ve I', M5 . “den bir eleman olsun. |I| € V(p)
olsun. I' € Vg (p) oldugunu gostermeliyiz. |I'| € V9(p) gyk filtreleme tanimi
(iv)’den ®’deki her onerme degigkeni p i¢in IV = p gyk p € TV gyk p € T (T,
®’de maximal K-tutarhidir) gyk sonlu Henkin yontemi tammi (ii7)'den I' = p
gyk V& (p)nin tammmindan T’ € Vi (p) dir.

Durum 2: p ¢ .

I, ®’de maksimal K-tutarli kiime, I' C ® ve p ¢ ® ise p ¢ T olsun. Bu
durumda I' ¢ VE(p)'dir. p ¢ ® ise VI(p) = (’dir. Filtreleme tanmimi (iv) ile
g(T') ¢ V9(p)'dir. O halde I" € Vi (p) gyk g(T') € VI(p)'dir.

(i) M, modelinden alinan her I'; ve T'y eleman igin ThRE T2 gyk g(I'1) R g(T's)
oldugunu gostermeliyiz.

(=): I', Iy € Mﬁm ve T''RET, olsun. Burada T'y ve 'y, ®de maksimal
K-tutarh kiimelerdir. g(T'1)R%g(I'2) oldugunu gostermeliyiz. Asagidaki iki denk-
likten otiirit My, I} E O ise Mg, T, | ¢ oldugunu gostermeliyiz.

IDR%IDy| & (Ve € @) (Mg, T | Op = Mg, I |= ¢). TIRET: gyk
(VOp € ®)(Op € Ty = p € Ty).

'y €T oldugundan I'y = I',N® ve I'y C I, oldugundan I's = I',N®’dir. I} ve
I', maksimal K-tutarl kiimeler oldugundan sirasiyla (Vi) € ®)(¢ € I'y < ¢ € T)

39



ve (Vi € ®)(¢p € Ty & ¢ € T') yamlabilir. Bu durumda agagidaki vardir.
(VO e ®)(Oy e I'; & Oy € 1) (i € N).

Op € ® ve Mg, T, E Op olsun. Bu durumda Oy € T')’dir. Bu nedenle
Oy € I'y’dir. R 'nin tanmmindan, ¢ € I'y’dir. Ancak ¢ € ®, bu nedenle ¢ € T,
= Mg, T, = @'dir.

(<): Op € & ve Op € T’y oldugunu varsayalim. Varsayimdan Ce € T ’dir.
Mg, T E Op ise, Ry min tammimdan Mg, T, = ¢ = ¢ € I')dir. Bu durumda
@ € @ ise ¢ € I'ydir. O halde g fonksiyonu kuvvetli bir homomorfizmadir.

Simdi ¢g'nin bijektif oldugunu gostermeliyiz.

g fonksiyonu 1-1’dir: I'; ve I'y, ®’de maksimal K-tutarh kiimeler ve I'; # I'y
olsun. g(I'1) # g(I's) oldugunu gostermeliyiz. I'; # 'y = 4 formiilii aliriz oyle ki
(v eTy verp ¢Ty) veya (v € Ty ve ¢ ¢ T'y)dir.

Durum 1: ¢ € Ty C ® ve ¢ ¢ T'ys C ® olsun. I"} ve I', kitmeleri I'; C I'-
maksimal K-tutarhh ve I'; = I, N @ olacak sekilde iki kiime olsun. Bu durumda
'y C I oldugundan ¢ € T, v € ® ve ¥ ¢ T'y ise ¢ ¢ I'y’dir. Dolayisiyla
My, T E U, Mg, T b, b € & ve (I &g 1Y) dir. Bu nedenle [T| # [T, ’dir.

Durum 2: ¢p € Ty, C ® ve ¢ ¢ 'y C ® olsun. I"} ve I', kitmeleri I'; C I'-
maksimal K-tutarhh ve I'; = I, N @ olacak sekilde iki kiime olsun. Bu durumda
P eTlydir. p € dvep &1y ise v ¢ I')dir. O halde Mg, T | o, Mg, Ty B 9,
Y € @ ve (I') #e I'y)dir. Bu nedenle [I)| # |T,|'dir ve dolayisiyla g, 1-1 bir
fonksiyondur.

g fonksiyonu ortendir: Bunun igin her |[I| € WY, olmak fizere g(T') = |T”|
olacak sekilde en az bir I' € W2 oldugunu gostermeliyiz. I' = IV N & olarak
tanimlansin. Bu durumda

(*) T C d’dir.

(%) I, K-tutarhdir ve I' C I'dir (I"da aym zamanda K-tutarhdir).

(***) Iy C o, I' CTI'y (I, K-tutarhdir) olsun. I' = T'; oldugunu gostermeliyiz.
[’ # T'y oldugunu varsayalim. ¢ € ®, ¢p € T';, T' C T’y ise ¢ ¢ I''dir. Bu durumda
—p € I'ise ~p € IV ve —p € T’y elde edilir. Bu bir celigkidir. Ve dolayisi ile ¢

orten bir fonksiyondur. O halde g fonksiyonu bir izomorfizmadir ve

K ~ g .73:
My, = M dir.
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5.2 K4 Modal Mantig: icin Sonuclar

Tanim 5.4. Kanonik model My, ((Wxk4, Ri4), =) modelidir ve agagidaki gibi
tanimlanir:

(1) Wiy = {I" | I" maksimal K4-tutarhdir},

(i) Ria = {(T},T%) | ¢ € T her ¢ i¢in dyle ki O € T dir},

(7i) T" = p gyk p € T"dur.

Tanim 5.5. M5y modeli (Wgy, R%4), Vivs) modelidir ve agagidaki gibi tanimlanur:
(1) W, = {T'| T, ®’de maksimal K4-tutarhdir},

(i) Ry = {{T1,Ta) | (VOp € ®)(p € Ty veya Qp € Ty = Op € T1)},

(ii) T = p gyk p € [Vdur.

Lemma 5.2.1. I'R%,T'; ve [oyRE I3 ise I'1RE,T'5'dir.

Ispat. TyR%, Iy ve [yRE, T olsun. Bu durumda I''R%,I's < (VOp € ®)(p € I's
veya Qp € I's = Qp € T'y) oldugunu gostermeliyiz. QO € ® olsun. ¢ € I's veya
Oy € T'3 olsun. Bu durumda I'yR$,I'3’iin tammmindan Q¢ € I'y’dir. Bu nedenle
p € Ty veya Op € I'y’dir. Bu durumda Q¢ € I'y’dir. Bu nedenle R%, gecislidir.
X

Tamm 5.6. M%, = Wi, R, |E) modeli ®’ye gore kanonik model M g4’tin
bir filtrelemesidir ve asagidaki gibi tanimlanir: W = {|I"|s : I" € Wiy} 'dir.

(i) Wi, = Wy dir.

(ii) TiRxaly ise |Th|RY,| TS| dir.

(iif) |T1[R%4IT5] & (VOp € @) ( Mk, Th | oV Op = Mia, T Op).

(iv) ®’deki her 6nerme degiskeni p icin IV |= p gyk [IV] € V/(p)'dir.

Teorem 5.2. ®, sonlu ve yeterli bir kiime olsun. M g,, K4 Modal Mantiginin
kanonik modeli, ng}m ve M., modelleri My nin ® kiimesine gore sirasiyla
sonlu Henkin yontemiyle ve filtreleme yontemiyle elde edilen modelleri olsun. Bu

K4 ~ t 97:
durumda My' = M, dir.
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Ispat. Mﬁ;‘m ile MY, modelinin izomorf olduklarini yani ng}m ile MY, arasinda
bijektif kuvvetli bir homomorfizmanin oldugunu gostermemiz gerekir.

I Mﬁ;‘m — M., fonksiyonu f : T' — |I”|¢ bigiminde tammlansin. Bu
sekilde tanimli f'nin bir fonksiyon oldugunu gostermeliyiz. Bunun icin asagidaki

lemmalara ihtiyag vardir. Burada IV, Wy, iin elemamdir 6yle ki I' C I'’dir.

Lemma 5.2.2. I', ®’de maksimal K4-tutarlhh kiime olsun. Bu durumda bir A

kiimesi vardir oyle ki I' € A ve A maksimal K4-tutarlh kiimedir.

ispat. I', ®’de maksimal K4-tutarli kiime olsun. Bu nedenle aciktir ki I', K4-
tutarh kiimedir. Lindenbaum lemmasindan bir A kiimesi vardir oyle ki I' C A ve

A maksimal K4-tutarh kiimedir. X

Lemma 5.2.3. I', ®’de maksimal K4-tutarh kiime olsun. A; ve Ay kiimeleri dyle
kiI' C Ay, I' C Ay, Ay ve Ay maksimal K4-tutarli kiimeler olsun. Bu durumda
Ay ~g Ay 'dir.

ispat. I', ®’de maksimal K4-tutarli kiime olsun. I' € Ay, I' € Ay, Ay ve Ay
maksimal K4-tutarli kiimeler olsunlar. Ay ~¢ Ay oldugunu ispatlamaliyiz. Yani
(Vo € D)Wk, A1 = ¢ gyk Wk, Ay = @) olmalidir. Wiy, Ay = ¢ gyk ¢ € Ay
olsun. Varsayalim ki Wiy, Ao = ¢ gyvk ¢ & Ay gyk —p € Ay olsun.

1. p € ®=¢pe A gyvk ¢ ¢ Ay = —p ¢TI = O halde ¢ € I"dir(T,
®’de maksimal K4-tutarhh kiime ve ¢,—¢ € ® olsun. Bu durumda ¢ € I' &
- ¢ IVdir).

2. —p & ®, p € D, P yeterli bir kitmedir. Bu durumda ¢ = = ’dir. =1 € Aq
gvk o1 & A1 gyk o1 ¢ T gyk ¢ = =gy € D'dir(p1 € @, ~p1 € @). p € Ay ve
= € Ay’dir. Bu bir geligkidir. Bu nedenle ¢ € Ay gyk My, As = ¢'dir.

Bu nedenle Ay ~g As’dir. X

O halde lemma 5.2.2. ve lemma 5.2.3.den I' ~~ A ~» |Als yazlabilir ve
I' = |Alg’dir. Bu nedenle f, M ’den M ye bir fonksiyondur.
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Simdi f : Mﬁj}m — M., fonksiyonunun bir kuvvetli homomorfizma oldugunu
gosterelim. Bunun i¢in kuvvetli homomorfizma tamminin (i) ve (4i) siklarim
gergekleyelim.

(i) Her bir énerme degiskeni p ve ' € Mﬁj}m kiimesi i¢in, I' € Vi, (p) gyk

f(T) € V/(p) oldugunu gostermeliyiz. Burada iki durum séz konusudur:
e Durum 1: p € .
e Durum 2: p ¢ .

Durum 1: p € ®.

(=): p bir 6nerme degiskeni ve T', M7 "den bir eleman olsun. I € Vi, (p)
olsun. f(I') € V/(p) oldugunu gostermeliyiz. I' € VE,(p) gyk Vi, (p) nin tanimin-
dan T" = p yazabiliriz gyk p € I (I' C I') gyk kanonik model tamim (ii7)’den
[" = p gyk filtreleme tanimi (iv)’den f(T') = |T7| € V7 (p)dir.

(<): p bir 6nerme degiskeni ve I', Mﬁj}m ’den bir eleman olsun. [I'| € V/(p)
olsun. I' € V&,(p) oldugunu gostermeliyiz. [I'| € V/(p) gyk filtreleme tanim
(iv)’den ®’deki her 6nerme degigkeni p igin IV = p gyk p € IV gyk p € T' (T, ®’de
maksimal K4-tutarhdir) gyk sonlu Henkin yontemi tanimi (4i)’'den I' = p gyk
Ve, (p)iin tammmidan I' € Vg, (p) dir.

Durum 2: p ¢ .

I, ®’de maksimal K4-tutarli kiime, I' C ® ve p ¢ ® ise p ¢ T' olsun. Bu
durumda T' ¢ VE,(p)dir. p ¢ ® ise V/(p) = ('dir. Filtreleme tanmm (iv) ile
f(T) ¢ V/(p)dir. O halde T € V,(p) gvk f(T') € V/(p)'dir.

(i) Mﬁ;‘m modelinden alinan her T'; ve T'y elemanlan igin, [''R$, Iy gyk
f(TRE,f(T3) oldugunu gostermeliyiz.

(=): TYR%,Ty olsun. Burada I'y ve I'y, ®’de maksimal K4-tutarli kiime-
dir. |T|R%,4|T%| oldugunu gostermeliyiz. Burada I'} ve T', maksimal K4-tutarh
kiimelerdir ve sirasiyla I'y ve I'y’'nin birer genislemesidir. Asagidaki iki denk-
likten otiiri Mgg, I = ¢ V Op ise Mgy, I} E Op oldugunu gostermeliyiz.
DY RYlTs| & (VO € @)(Mia, T = o V Op = My, T | Op). T1R% I &
(VOp € @)(p € I'y veya Qp € 'y = Qp € I').
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'y € I oldugundan I'y = Ty N ® ve 'y C I, oldugundan I'y = T, N ®’dir.
I, ve T, maksimal K4-tutarh kiimeler oldugundan sirasiyla (Vi) € ®)(¢ € T'; <
v eT)) ve (Vi € D) (Y € Ty & 1p € TY) yazalabilir. Bu durumda asagidaki vardir.
(VO € ®)(Qy € Ty & O € TY) (i € N).

Qp € ® ve Mgy, T = @V Op olsun. O halde Truth lemmasindan ¢V e € T
dir. O halde ¢ € T, veya Q¢ € I') (I'y'nin maksimalliginden). I'y C T ve ¢ € ®
sahibiz yani ¢ € 'y veya Qp € I'y'dir. RE,’iin tammmindan Oy € I'; elde ederiz.
[’y C I sahibiz. Bu nedenle Q¢ € I',’dir. Bundan dolay1 M g4, I} | O¢’dir.

(<) (VOp € D) Mpgs, T, E oV Op = My, T E Op) dogru olsun.
LRy & (VOp € @)(p € Ty veya Op € Ty = Op € I'y) oldugunu gostermeli-
yiz. Qp € ® olsun. ¢ € I's veya QO € I'y olsun. Ciinkii I'y C T')’dir. ¢ € T, veya
Op € T, sahibiz. Bu nedenle ¢V O¢ € I')’dir. Bu durumda Mgy, I, = ¢V Og’dur.
Bundan dolay1 Mgy, T} E Op’dur. Bu nedenle Op € I')’dir. Ancak Q¢ € ®’dur.
O € I'yN® = I'y’dir. Bundan dolay1 Oy € I';’dir. O halde f fonksiyonu kuvvetli
bir homomorfizmadir.

Simdi f'nin bijektif oldugunu gostermeliyiz.

f, 1-1 fonksiyondur: I'y ve I'y, ®’de maksimal K4-tutarli kiimeler ve I'; # 'y
olsun. f(T'y) # f(I'y) oldugunu gostermeliyiz. I'y # I'y = ¢ formiilii aliriz 6yle ki
(v eTy verp ¢Ty) veya (v € Ty ve ¢ ¢ T'y)dir.

Durum 1: ¢ € Ty C ® ve ¢ ¢ T'ys C ® olsun. I"} ve I', kitmeleri I'; C I'-
maksimal K4-tutarli ve I'; = I'; N ® olacak sekilde iki kiime olsun. Bu durumda
¢ € T} oldugundan ¢ € ® ve ¢p ¢ T'y ise ¢ ¢ T, dir. Dolayisiyla My, I} | 9,
Mg, T b, b € @ ve (T g I')’dir. Bu nedenle |I| # [T dir.

Durum 2: ¢p € Ty, C ® ve ¢ ¢ 'y C ® olsun. I"} ve I', kitmeleri I'; C I'-
maksimal K4-tutarli ve I'; = I'; N ® olacak sekilde iki kiime olsun. Bu durumda
Y eTydir. € ®verp ¢ I'yise ¢ I')’dir. O halde My, T, = 0, Mgy, T B 0,
Y € O ve (I} #g I',)'dir. Bu nedenle |I'}| # |I'|’dir ve f, 1-1 fonksiyondur.

[ fonksiyonu ortendir: Bunun igin her |IV| € Wi, olmak iizere f(I') = |I”|
olacak sekilde en az bir I' € Wy, oldugunu gostermeliyiz. I' = I N & olarak
tanimlansin. Bu durumda

(*) T C d’dir.

(**) T", K4-tutarhidir ve I' C I'"dir(I"da aynm1 zamanda K4-tutarhdir).
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(T € &, T' CTI'y (I'1, K4-tutarhdir) olsun. I' = 'y oldugunu goster-
meliyiz. I' # 'y oldugunu varsayalim. ¢» € ®, ¢p € I'y, ' C T'y ise ¢ ¢ I'dir. Bu
durumda —p € I'ise ¢ € I" ve =) € I'; elde edilir. Bu bir celigkidir. Dolayisiyla

[ fonksiyonu ortendir. O halde f fonksiyonu bir izomorfizmadir ve

K4 ~ t 97
M, = Mg, dir.
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Bolum 6

Sonuc

Normal modal mantiklar belli tiiretim kuralari altinda kapalilik kosulunu
saglayan mantiklardir. Bu mantiklar sintaktik ya da semantik olarak ozellestirile-
bilirler. Sintaksi verilen bir mantiktan semantik karekterizasyonu veya tam ter-
sini elde etmek miimkiin midiir, sorusunun yanit1 evet’dir. Bu tiirden sorularin
yanitlar: saglamlik ve tamlik teoremlerinin hangi yontemlerle kanitlandiklarina
dayanir. Kanonik model, Henkin ve filtreleme yontemlerinin kullanildigi bu tezde
K ve K4 modal mantiklarinin saglamlik ve tamlik teoremleri ispatlanmistir. Ayrica
bu mantiklarin kanonik modelleri araciligi ile belli bir ¢atilar sinifina gore kuvvetli
tam olduklar1 gosterilmistir. Kuvvetli tam olan modal mantiklar tamdir ancak,
tersi dogru degildir. Ornegin Godel Lob(GL) modal mantig1 tam oldugu halde
kuvvetli tam degildir. Bu durumda, GL mantiginin bu tezde verilen yontemlerle
elde edilen modelleri izomorf mudur? Peano Aritmetiginin modal mantig1 ola-
rak bilinen GL ile temel modal mantiklardan biri olan S4’iin bu tezde verilen
yontemlerle elde edilen modellerinin izomorf olup olmadiklar1 ayr1 bir arastirma

konusudur.

46



Kaynakca

[1] Blackburn, Patrick, Maarten de Rijke, and Yde Venema, Modal Logic, Cam-
bridge University Press, 2001.

[2] Boolos, George. The Logic of Provabilitiy, Cambridge University Press, 1996.

[3] Burris, Stanley N. Logic for Mathematics and Computer Science, Prentice

Hall, 1998.

[4] Chellas, Brian F. Modal logic an introduction, Cambridge University Press,
1980.

[5] De Jongh, Dick, and Frank Veltman, Intensional Logics, preprint, 1999.

[6] De Jongh, Dick, and G. Japaridze, The Logic of Provabilitiy, Handbook of
Proof Theory, 2-3, Elsevier, 1995.

[7] Fitting, Melvin. Modal Proof Theory, Handbook of Modal Logic, Elsevier,
2007.

[8] Rubin, Jean E. Mathematical Logic: Applications and Theory, Saunders Col-
lege Publishing, 1990.

[9] Rybakov, Vladimir V. Admissibility of Locical Inference Rules, Elsevier Sci-
ence B.V., 1997.

[10] Zakharyaschev, Michael, and Alexander Chagrov, Modal Logic, Oxford Uni-
versity Press, 2001.

47



OZGECMIS

16 Temmuz 1983 yilinda Istanbul’da dogdu. Dr. Resit Galip ilkégretim Okulu’'ndan
1994 yilinda, Resat Tardu Ilkogretim Okulu'nun Ortaokul béliimiinden 1997
yilinda, Ismail Riistii Olcay Yabanci Dil Agirhkh Lisesi'nden 2001 yilinda mezun
oldu. 2001-2008 yillar1 arasinda Istanbul Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik
Boliimii'nde lisans egitimini tamamladi. 2009 yilinda Istanbul Kiiltiir Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik-Bilgisayar Anabilim Dali'nda yiiksek lisans
programina basladi. 2010 yilinda Mensucat Santral Anadolu Lisesi’'nde matematik
ogretmeni olarak c¢aligti. 2011 yilinda Bulgaristan’da ERASMUS 6grencisi olarak
bulundu. Halen Istanbul Kiiltiir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik-

Bilgisayar Anabilim Dali'nda yiiksek lisans egitimine devam etmektedir.

48



