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ONSOZ

Tez konusunu segmemde yardimei olan ve diizenli bir gsekilde beni ¢caligmaya tegvik
eden, tez caligmasinin her bir adiminda ¢ok emegi gecen, matematikle hayata bak-
manin giizelligini fark ettiren ve her konuda destek olup yol gosteren cok degerli
tez danigmani hocam Dog¢. Dr. Onur Baysal’a, degerli boliim bagkanimiz Prof.
Dr. Mert Caglar’a, yardimmi hicbir zaman esirgemeyen Dr. Ogr. Uyesi Ugur
Gontlli hocama, yiiksek lisans egitimim siiresince katkisi olan tiim boliim hoca-
larima, desteklerini hichir zaman esirgemeyen dostlarima ve aileme, tez donemi-

min yogun bir zamaninda hep yanimda olan degerli esime sonsuz tesekkiirler.
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SEMBOL LISTESI

Ck(Q) . Q bolgesinde, k. mertebeye kadar tiirevleri stirekli
fonksiyonlar uzay1.
C>(Q) : Q) bolgesinde, her mertebeden tiirevleri siirekli

fonksiyonlar uzayn.

Cr(Q) . Q) bolgesinde, test fonksiyon uzay.

LP(2) . ) bolgesinde, p. kuvveti integrallenebilir fonksiyonlar uzayi.
L>(Q) Q bolgesinde, h.h. siirh fonksiyonlar uzayi.

H%(Q) . ) bolgesinde, k. mertebeden Hilbert-Sobolev uzayi.

HE(Q) Q bolgesinde, C5°(€2) uzayinin H* normundaki kapanig.
H=k(Q) : Q bolgesinde, L*(Q) uzaymm || - ||_x normundaki kapanigi.
Lu o (r(2)Uge)we — (J(x)u,) ifadesine esit differansiyel operator.

LP(0,7;X) : (0,7) iizerinde p. mertebeden integrallenebilir X degerli

fonksiyonlar uzay1.

— : Giigli(normda) yakinsama.
- . Zayif yakinsama.
—* . Zayf* topolojide yakinsama.
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Bu yiiksek lisans tezinde, ilk olarak L. Euler ve D. Bernoulli ta-
rafindan modellenen bir boyutlu dogrusal siki kenetli kiris denkleminin
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Galerkin yaklagimina dayanmaktadir. Bu yaklasim temel olarak verilen
dogrusal diferansiyel denklemi, ¢6ziimii sonlu boyutlu uzaylarda ara-
yan bir ayrik probleme déniistiiriir. [1] ¢caligmasinda sunulan sonuglarin
iizerine onemli yenilikler kattigimizi iddia etmiyoruz, ancak burada il-
gilenen arastirmacilar icin daha ayrintili hesaplamalar, agiklamalar ve
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ABSTRACT

A RESEARCH ON SOLVABILITY OF THE DYNAMICAL
EULER-BERNOUILLI BEAM EQUATION

Servet INAN

In this master thesis, we investigate solvability property of the one
dimensional rigid clamped linear form of the beam equation possed by
L. Euler and D. Bernoulli. In detail, considered dynamical initial and
boundary value problem here includes coefficients in general suitable
spaces and moving-point loads in negative order Sobolev spaces which
required in realistic engineering applications. By using the generalized
solution theory combined with homogeneous-Dirichlet boundary con-
ditions, we represent each proof steps with all details for the existence
and uniqueness properties of the solution of the problem which firstly
obtained in the study [1]. The technique we used in this thesis is based
on Galerkin approach which transforms a linear differential equation
to discrete problem defined on finite sets of basis functions. We do
not claim any significant improvements over the work in [1], however,
further detail calculations, explanations and numerical verifications are

provided here for interested researchers.
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BorLuwMm 1
GIRIS

Euler-Bernoulli kirig teorisinin ilk gegerli modellemesi Daniel Bernoulli ve Le-
onhard Euler tarafindan 1750 yilinda gelistirildi. Daha once Leonardo da Vinci,
Galileo Galilei ve Jacob Bernoulli bu teori iizerinde cahstilar, ancak girigimleri
baz1 acilardan yetersiz veya eksikti. Bu teorinin 6énemi ilk olarak 19. ytlizyilin son-
larinda Eyfel Kulesi’'ni tasarlamak igin kullanildiginda ortaya ¢ikti. Daha sonra
elastik titregsim ve burkulma problemleri ile ilgili bircok miihendislik yapisinin
modellenmesi ile 6on plana ¢ikmig ve ilgili alanlarda biiyiik pratik oneme sahip
olmustur. Bu alanlara ornek olarak makine, bina ve ugak miihendisligi ile yer bi-
limleri ve petrol endiistrisi verilebilir. Vibrasyon problemleri [2]'nin ¢aligmasindan
baslayarak son iki ylzyildir aktif bir aragtirma alani olmustur. Konu ile alakal
[4], [5] ve [6] caligmalar én plana gikmaktadir. Bu alandaki en yaygin modeller,
yukarida belirtilen tiim bilimsel alanlarda temel model olarak kabul edilen klasik
Euler-Bernoulli kirig teorisine dayanmaktadir.

Diiz probleme ek olarak, son zamanlarda kirig denklemi ile ilgili ters prob-
lemler teorisi farkh tipte siir ve ek kosullar (6lgtimler) ile énem kazanmigtir
(7], [8], [9], [10] ve [11]. Bu problemler sadece matematikgiler i¢in degil, ayni za-
manda miithendisler ve diger bilim dallarinda calisan aragtirmacilar i¢in de giincel
ve ilgi gekicidir. Aslinda, ters problemler iizerinde caligsan aragtirmacilar, diiz
problemin genellegtirilmiy (zayif) ¢dziimiiniin tekligini, varhgimi ve baz siirek-
lilik 6zelliklerini bilmeleri gerekir. Bir dizi ¢aligma ikinci mertebeden lineer kismi
ttirevli denklemler (KTD)’ler i¢in bu 6zellikleri ele almasina karsin ([3], [13]), li-

teratiir aragtirmamizda dordiincii mertebeden KTD’ler tizerine kapsamli ¢aligma



kargimiza ¢ikmamaktadir. Ayrica, elimizdeki bilgilere gore parametreleri denkle-
min fizigine uygun uzaylarda olan Euler-Bernoulli kirig denkleminin genel formu
icin de bu yonde kapsamli bir ¢aligma bulunmamaktadir. Bu amagla, istenen
sonuclar1 kanitlamak icin dinamik problemlerde varlik ve teklik ispatlarinda bir
standart olan Galerkin teknigine bagvurulmugtur. Kisaca bu yontem, ¢oziimii sonlu
boyutlu fonksiyon uzaylarinda arama ve sonra limitlere ge¢me fikrine dayanmak-
tadur. Ilgilenen arastirmacilar, parabolik ve hiperbolik K'TD tiirleri icin bu yonte-

min tiim ayrintilarii [3]’te bulabilirler. Degigken katsayili homojen olmayan siki

w w|x:0 =0 w‘x:l =0

Sekil 1.1: Problemin geometrisi: siki kenetli kirig modeli.

kenetli Euler-Bernoulli kirisi i¢in asagidaki problemi inceliyoruz (modelin geomet-

risi sekil 1.1’de gosterilmistir):

p(x)wy + n(@)w, + (r(2)Wer)ee — (J(2)wy), = &E(z, 1), (2,t) € O,

w(0,t) = w,(0,t) =0, w(l,t) =w,(l,t) =0, t € (0,7), (1.1)

w(z,0) = p(x), w(x,0) =q(z), =€l
Burada Q := (0,1), Q7 := Qx (0,T) ve w(z, t) deformasyon fonksiyonu, {,7" € R*
olmak iizere Q7 bolgesinde tanimhdir, £(z, t) ise yik dagilimim modeller. Ayrica,
E > 0 olmak iizere r(xz) = E x I(x), esneklik modiilii, I(x) > 0 kesitin eylemsizlik
momenti, p(x) kirigin kiitle yogunlugu, n(x) > 0 ve J(z) > 0 sirasiyla soniimleme
katsayisini ve ¢ekis kuvvetini gosterir.

Ek olarak asagidaki kogullar1 da varsayiyoruz:

p € Hi(0,1), ¢ € L*(0,1) ve J,n,r,p€ L=(0,1) (12)
O<ro<r(z)<r ve 0<py<plx)<p foral zel '

Bu kosullara gore, p = 1 varsaymak genelligi bozmayacaktir. Burada H*(Q), k.
dereceden Hilbert-Sobolev uzay1 ve HE(2), C5° test fonksiyon uzaymin H*(Q)
Sobolev uzaymmda ki kapanigini temsil eder. Ayrica simetrik bilineer fonksiyoneli
a: H*(0,1) x H*(0,1) — R agagidaki gibi tanimlanir:

a(w,v) 1= (rwg, Ve ) + (Jwy, vy), (1.3)

2



Burada (-, -) parantez gosterimi L?(0, [) igindeki standart i¢ garpimi igin kullanilir.
Daha sonra, problem (1.1) kismi integrasyon yoluyla agagidaki varyasyonel forma

doniistiiriilebilir.:Her ¢ € (0,7] ve v € Hg(0,1) igin,

(W7(t),v) + (fW'(t),v) + a(W(2),v) = (E(t), v)
W(0) =p, W'(0) =g,

(1.4)

Burada gosterilen [W(t)](x) := w(x,t) ve [2(t)](z) := £(x,t) Banach degerli temel
dontigtimler sirasiyla W : [0,T] — H(0,1) ve = : [0,T] — L*(0,1) eslemeleriyle
tanimlanirlar.

Klasik teoride, sag taraftaki terim genellikle ¢ € L?(Qr) (veya esdeger olarak
= e L*(0,T; L*(0,1))) [3], [13] oldugu varsayilir, fakat bu varsayim gergek miihen-
dislik uygulamalarindaki gereksinimleri bazi 6zel durumlarda karsilayamaz. Bu-
rada incelenen genellestirilmis ¢oziim teorisi, ilgili bu terimi asagidaki negatif

mertebe Sobolev uzaymdan se¢gmemize izin verir.
=€ L*0,T; H2(0,1)) (1.5)

Burada H2(0,1) uzay1 H2(0,1) uzaymm dualidir (H2(0,1) = H2(0,1)*). Ayrica
H=%(0,1) D L*(0,1) D H?(0,1) oldugundan agiktir ki L*(0,T; H=2(0,1)) D
L*(0,7T; L*(0,1)).

Z € L*(0,T; H2(0,1)) terimini negatif mertebeli Sobolev uzaylarindan segmek
dinamik Euler-Bernoulli kirig denkleminin miihendislik uygulamalar1 acisindan
onemlidir. Bu miihendislik uygulamalar: hareketli nokta kaynak yiikleri ile ilgili
miihendislik problemlerin modellenmesinde ortaya ¢ikar. Bu modeller, kopriiler
iizerinde hareket eden araclari, tren raylarini ve ayrica borularin i¢inde akan
sivilart igerir (bkz. [19, 20] ve buradaki referanslar). Boyle bir problemin basit bir
ornegi, harmonik olarak salinan kuvvet fonksiyonu &(z,t) = Fycos(wt)d(z —1/2),
frekans1 w ve bitytikligii Fy [18] olan Euler-Bernoulli kiriginin iyi bilinen hare-
ketli osilator modelidir. Daha gelismis hareketli nokta yiik modelleri, kaynak te-
rimi &(z,t) = S0, pr(2)d(z — 7, — vt) tarafindan belirlenen asenkron nokta
yiiklerini igerir. [3]’te incelenen, parabolik ve hiperbolik KTD’lerde buradaki ha-
reketli nokta kaynak genellemesine yer verilmemistir.Bu sebeple bu calismadaki

amacimiz bu boslugu ilgili kirig denklemi i¢in incelemektir.



W (t) ¢Oziimiini ve tiirevlerini uygun uzaylarda ele almak i¢in (1.1) problemi

asagidaki gibi ifade edilmelidir.

Wy = :nwt + (wa)ai—i_f - (rw:(::r)xx

(.
-~ -~

m n

Burada tiim ¢ € (0,7 igin W”(t) = m(t,-) + n(t,-) ifadesinin H~2(0,1)’ye ait
oldugunu goriiyoruz. (-,-) : H=2(0,1) x H2(0,1) — R eslemesi H~%(0,1) ve HZ(0,1)
arasindaki ikili eglegtirme igin kullanilir.

Yukaridaki tanimlara ve gosterimlere dayanarak, problem (1.1)’in genellegtirilmig

(zayif) ¢oziimiiniin tanimi su sekildedir.

Tanim 1.0.1. Asagidaki kosullar saglayan W : [0, T] — HZ(0,1) fonksiyonuna
problem (1.1)’in genellestirilmis ¢ézimidir denir:

(a) W e L*(0,T; HZ(0,1)), W' € L*(0,T; L*(0,1)) ve W" € L*(0,T; H=2(0,1));
(b) h.h. t € (0,T] igin,

(W"(t),v) + (W'(t),v) + a(W(t),v) = (E(t),v) Yo € H(0,1),
(c) W(0) = p ve W(0) = q.
Kaynak [3] deki §5.9 Teorem 4’e gére,
W e C([0,T]; L*(0,1)) ve W' e C([0,T]; H2(0,1))

olarak yazilabilir.



BoOoLUM 2

SONLU BOYUTLU ALTUZAYDA GALERKIN
YONTEMI VE DUZGUN SINIRLAMA

Bu boliimde, yaklasik problem dizisi iizerine Galerkin metodunu ele aliyoruz.
Oncelikle diizgiin {¢; : i € N} fonksiyonlarmmn L?(0,!)’nin ortonormal tabam
ve HZ(0,1)’'nin ortogonal tabam oldugunu farzedelim (ayni zamanda H}(0,[) nin
ortogonal tabanidir). Ornegin, asagidaki 6zdeger probleminin zayif ¢oziimii olarak
¢; € H2(0,1) secilebilir:
" (x) = Nigi(z), Va € (0,1).
Bu ozfonksiyonlar, asagidaki gibi normallegtirilebilir:
(4, (%5]) =0;; Ve (Cb;/, ijﬁ) = Aidi.

Bu iglevlerin normallestirilmemis agik bi¢imi [14]’te bulunabilir. Ashnda, bu 6z-
fonksiyonlar HZ(0,1) uzaymda a(-,-) i¢ garpimi tarafindan bir ortogonal taban
olugtururlar. Sabit n i¢in, H2(0,) nin n boyutlu altuzay1 V;, := span{¢1, ¢s, ..., o, }

seklinde tammlanabilir ve W, (t) := w,(z,t) € V,, h.h. t € [0,7T] i¢in asagidaki

formda bir Galerkin yaklagimi aranir.
i=1

Burada W,,(¢)'nin (1.4)’iin benzer analogunu saglamasi icin w,, ;(t) katsayilarim
buluruz. Yani:
h.h. t € [0,7] i¢in agagidaki denklem saglanmahdir. Her v € V,, i¢in,

(WR @), v) + (W, (1), v) + a(Wa(t),v) = (Z(1), v),

n

5



Burada IT,, : L?(0,1) — V,, ortogonal bir izdiigiimii belirtir oyleki, h € L?(0,1)
icin:

h =Y hi¢; burada h; = (h,¢;) dir.
i=1
Bu nedenle {¢1, @9, ..., ¢, } tarafindan gerilen n boyutlu V;, altuzayinda W (¢)nin

W,(t) olan bir yaklagik ¢éziimiinii ariyoruz.

Teorem 2.0.1. (1.2) ve (1.5) kosullar: saglansin. O zaman n = 1,2,3, ... i¢in
(2.2)'nin (2.1) formuna sahip tek bir ¢ézimi vardar.

Kanat. {¢; : i € N} kiimesi L?(0,1)’nin bir ortonormal tabani ve (2.1)’in W, (t)
formu oldugundan asagidaki ifadeyi elde ederiz.

(W, ¢,) Zw )¢, ) = Wi (2). (2.3)

ve ayrica
(WWr/La%) = Zw;,z(t)("?@a@) ve CL n;(b] anl (bl:(bj) (24)
=1

a;; = al(¢i, ;), ni; = (MPs, ;) ve &(t) := (E(¢), ¢;) seklinde tanimlansin. Her
Jj=1,..,n, (2.2) i¢in v = ¢; segilerek homojen olmayan sabit katsayill dogrusal

ODE igin asagidaki problemi ifade eder:

t) + Z[m,jw;,i(t) + a; jwn,i(t)] = ;(t) for t € (0,77,

(2.5)
wn,j(o) = (p7 ¢j)7 U};L](O) = (Q7¢j)
Bu lineer adi tiirevli denklemler (ATD) sistemi W, = (W1, e+ Wyp)T vektor
bi¢iminde yazilabilir
W (t) + MW, (1) + NWa = €(1) for te(0,T), (2.6)

baglangic kogullart W, (0) = [(p, ¢1), -, (p, $a)]” ve Wa(0) = [(q: ¢1), -+ (g, ¢n)]T
olsun. M = [n;ilnxn ve N = [a;|nxn sabit matrisler ve ? = [&, - &) €
L*(0,T;R™) oldugundan, ATD lerin standart teorisini takiben denklem (2.7) nin
W, € CY([0,T];R™), W, € C([0,T]; R*) ve W” € L*(0,T;R"™) olacak sekilde tek
bir ¢6ziimii vardir. Bu nedenle (2.2)ye kargilik gelen yaklagik ¢oziim mevcuttur,

benzersizdir ve agagidaki ifadeye aittir.

W, € C*([0,T);V,,), W! € C([0,T);V,) ve W/ € L*(0,T;V,,).



(1.1)’in zayif ¢oziimiine yakinsayan W, ’in yaklagik ¢6ziimiiniin alt dizisinin bir
limitini gostermek igin, agagidaki Gronwall [3] esitsizliginin diferansiyel formunu

belirtmeliyiz.

Lemma 2.0.2. y : [0,7] — R} mutlak siirekli bir fonksiyon olsun, z(t) ve w(t)
[0,T] tzerinde t € [0,T] i¢in asagidaki esitsizligi saglayan negatif olmayan iki

surekli fonksiyon olmak tizere,

Y () < w()y(t) + 2(1).

Bu durumda tim t € [0,T] i¢in

y(t) < elowis)ds {y(O) + /Ot z(s)ds} :

saglanar.
Simdi agagidaki diizgiin yaklasimi ispatlamaya haziriz.

Teorem 2.0.3. W,, (2.2)nin tek ¢ozimi olsun. O zaman C = C(I,T,n,r,J)
(sadece belirtilen sartlara bagl) olacak sekilde bir sabit vardur, dyle kin = 1,2, ...

icin asaqudaki esitsizlik gecerlidir:

trel%(?%{](HWT,L(t)H%Q(OJ) + ||Wn(t)||?{§(0,l))+HWZLI||%2(0,T;H_2(07l))

< (1B s0m + 1Plgon + el )27

Kamat. (2.2) denklemini wy, ; ile garpip j = 1 : n toplamini alalim, bu durumda

her ¢t € (0,7T] igin asagidaki egitlik elde edilir.
(W (@), W (£)) + (nW(2), W (1)) + a(Wa(t), Wi(t) = (E(t), W, (1)), (2.8)
Riesz teoremine gore, tiim ¢ € (0,7) igin

(E@0), Wo(1) = (v, W, (1)) ve [1mllmzo0 = IE@r-—200
olmak tizere v; € H3(0,1) seklinde tek bir eleman vardir.
Ayrica agagidaki ozellikleri (2.8)’e uygularsak;

W), W (1)) = 2 4

2(1) = 5 WOl Ve alWalt), Wi(6) = 5-5a(Wa(t), Wa()

n

7



Cauchy - Bunyakovsky - Schwarz (CBS) esitsizligi ile asagidaki ifadeyi elde ederiz.

d
= WOl +aWa®). Wa()] + IIVAIWL(0)[F20,
< 2WO)llon |l 0n- (29)

Devammda ||v|[ 200 < [[v4ll2000) = [E(®)]] 1200
d
o W20 + alWa(). Wal)] + VWOl

< 2[WrOllr2oplIEOr-200) (2-10)
elde edilir.
Bu yaklagimda, ||\/nW),(t)]]3- (o) Soniimleme terimi atlanabilir ve sag taraftaki
terim agagidaki gibi Young esitsizligi ile ayrilabilir.
d —
= WOl + aWalt). Wa(®)] < IV 0120 + IEO |20y (211)

Ayrica, bi-lineer a(.,.) formu HZ(0,1) iizerinde bir norm tanimladig igin,

%(||Wé<t)“%2(0,l) + a(Wa(t), Wa(1)))
(WAl + alWa (1), Wa () + IE@)1-20,) (2-12)

elde edilir. Simdi z(¢) = ||Z(¢)|[3-2 o W(t) =1 ve y(t) = HWé(t)H%Q(OJ) +

a(W,(t), W,(t)) varsayimlariyla Gronwall esitsizligini Lemma 3’e uygulayalim,
esitsizlik (2.12) asagidaki ifadeye doniigiir:
WOl + a(Walt), Wa(t))
t
e (IWL0) o+ a(W0). Wal0) + [ IZO s

r(z) ve J(z) katsayilarimin (1.2) tizerindeki varsayimlar sayesinde, a(W,,(t), W, (1))

terimi alttan C||W,,(t) ile ve a(W,,(0), W,,(0)) terimi iistten C||W,,(0)

||H2 (0,0) ||H2(Ol

ile C, C € R" icin smirlandirilabilir.
W Ollz200 + CHWaOFz00
t
< ¢ (HWv;(O)H%?(O,l) + C||Wn(0)”12qg(o,1) +/ HE(t)’l%I?(O,l)dt) :
0

Projeksiyon ||} (0)|[z2¢0) < |lq]]r2(0,) esitsizliginden dolayi, yukaridaki hesap-
lama agagidaki gibi yazilabilir

W20 + IWa®llz00 < Cre'(lallZ2ou + 1Pl az00 + 1E 202282 00))-
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Sonra t € [0, 7] tizerinden maksimum alinarak asagidaki ifade elde edilir.

/ 2 2
wax (WOl + IWal0)l00)
< Gy [||Q||%2(0,1) + ||p||§{g(o7z) + HEH2L2(O,T;H—2(O,Z))} (2.13)

Diger taraftan, eger herhangi bir @ € Hg(0,1) elemamm ||| g2(o) = 1 ile alirsak,
ve V, uzaymi span{¢;}", olarak tammlayip, ¢ € V, ve ¢ € V.- olmak iizere

w = ¢ + 1 seklinde w gosterilebir, sonrasinda
(Wi (1), @) = (Wi (t),d) = (E(t), 0) — a(Wa(t), ¢) — (W, (t),0)  (2.14)

elde edilir. Hg(0,1)’de Pisagor teoremini kullanarak, ||¢|[y2(,) < 1 ve CBS esit-

sizliklerini elde ederiz ve (2.14) asagidaki ifadeye doniistir.
(W2 (@), )] < Cr (IE =200 + IWa®)lluzon + 1Wa)l|z20p ) -
H~2-normuna tekrardan bakalim
0] =20 := sup{{v, @) : @ € H{(0,1) ile ||w|| 200 = 1}.

Sonra w € H{(0,1) tizerinden ||w||g2y = 1 ile son esitsizligin supremumu

alinarak ve 0’dan T"”ye her iki tarafin karesini alirsak, agagidaki ifadeyi elde ederiz.

T
IV B oo = [ WOl -~
0

IN

T
c, / EO 201 + IWal)l Bz 0y + WL Bago e
0

< 62<||E||%2(0,T;H—2(0,l)) + ||P\|12qg(o,1) + ||q||%2(o,1))

Bu esitsizlik (2.13) ile birlestirildi ve C' = Cy + Cy almarak (2.7)’deki istenilen

sonu¢ elde edilir. O



BoLuM 3

COZUMUN VARLIK VE TEKLIK
OZELLIKLERI

Cahgmanin bu bélimiinde, (1.1)’in zayif bir ¢dziimiiniin varligim ve tekligini
kanithyoruz. Ashinda, varhik kismindaki ispat teknikleri, [15] ve [3]'de kapsaml

olarak ele alinan hiperbolik durum i¢in kullanilan benzer fikirlere dayanmaktadir.

3.1 Varlik Teoremi

Onceki boliimde elde edilen W, vaklagik ¢oziimleri ve bunlarm tiirevleri sayesinde
sirasiyla L>°(0,T; H2(0,1)) ve L°(0,T; L*(0,1)) ve L?*(0,T; H2(0,1)) igindeki
{W,}, {W} ve {W/} dizileri i¢in bir simirhlik 6zelligi elde edildi. Fonksiyonel ana-
lizin sonuglarindan, eger yaklasik ¢oztimlerin dizisi bir yansimali Banach uzayinda
sinirlandirilmigsa, o zaman bu sinirli dizinin zayif yakinsak alt dizisi var olan ve
(1.1)’in zayif ¢oziimiine yakinsayan zayif én kompakt oldugunu soyleyebiliriz. Sa-
dece {W} yansimali Banach uzaymin 6zel formu olan Hilbert uzayinda sinirh
olmasina ragmen, {W,} ve {W’} yansimal olmayan L>’da smirhdirlar. Ote yan-
dan zayif*-topoloji, ikili Banach uzaylarinda dizilerin istenen yakinsama ozelligi
i¢in ¢ok kullanigh bir aragtir. Ayrintili olarak, V' bir Banach uzayiysa, duali olan
V" uzaymdaki herhangi bir kapali birim kiire zayif*-kompaktir (bu, zayif* topolo-
jide kompakt anlamina gelir) [16]. Bu sonug Banach-Alaoglu teoremi olarak bilinir
ve zayif* topolojinin en 6nemli 6zelliklerinden biridir. Bu teoremin dizi versiyonu
(2.7)’deki diiz yakinsamasi nedeniyle zayif*-limit durumunda {W, } ve {W} dizi-

lerinin yakinsak alt dizilerinin oldugunu belirtir . Bizim durumlarimizda, {W, } ve
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{W!} igin karsihk gelen uzaylar sirasiyla L>(0,T; H2(0,1)) ve L>(0,T; L*(0,1))

dual uzaylara izomorfiktir.

Teorem 3.1.1. (1.2) ve (1.5) i¢indeki kosullar gegerli olsun. O zaman (1.1)

denkleminin zayf bir ¢ozimau vardur.

Kanat. Yukaridaki incelemeye ve onceki teoremdeki enerji sinirlamasina gore,
W, 3, AW, }ve {W/ } altdizileri ve W, —=* W € L>(0,T; H5(0,1)), W) —*
W' e L>*(0,T; L*(0,1)) ve W) — W" e L*(0,T; H*(0,1)) olacak sekilde W,

W’ ve W” limit fonksiyonlar1 meveuttur. Ustelik,
T T

(an,v)a:/ (an(t),v(t)>dt—>/ (W(t),v(t)) Yve L'0,T; H2(0,1))
’ T ° T

Wotha = [ OV, 0000 > [V (0.0(0) Vo€ 10.7:120.0)
0

(an,v>7:/ (W) (¢ dt—>/ (W"(t),v(t)) Vv e L*0,T; H3(0,1))
0

Burada (-, ) ve (-, -)s sirastyla zayif* topolojide
L0, T; H2(0,1)) - LY(0, T; H=2(0,1)) ve L(0, T; L2(0,1)) - L'(0,T; L*(0,1)) du-
alite eslemesini temsil ederler. Ek olarak, (-, -), zayif topolojide L*(0,T; H2(0,1))
- L*(0,T; H(0,1)) dualite eglesmesini temsil eder.

Simdi o € C§°(0,7) olacak sekilde bir test fonksiyonu segelim ve k < n
alarak w(t) = o(t)v olacak sekilde bir @ : [0,T] — Vi C HZ(0,1) fonksiyonunu

tanmimliyalim. (2.2)’yi o(t) ile garparsak, agagidaki ifadeyi elde ederiz.

(1]

(W (@), @(1) + (W, (1), @ (1)) + a(Wa(t), w (1)) = (E(t), @(1)) (3.1)

n = n,, segerek (3.1)’e uygulayip t’e gore integralini alirsak
T T
| v @00 + W0 e00) + alWa, (), e00)dt = [ E. o))
0 0

elde edilir. Sonrasinda (3.1)’i kullanarak m — oo olacak sekilde limit alinirsa,

/0 (W (), 0(6)0) + (W (1), o(t)0) + a(W (1), ot)v)dt = / (E(¢), o(t)0)dt.(3.2)

elde edilir. W € L>(0,T; HZ(0,1)) Yo € C5°(0,T) ve v € HZ(0,1) sagladigindan
dolay1,

/0@(t)[<W”(t)7v>+("7W’(t),v)+a(W(t),v)]dt=/0 o(t)(E(t), v)dt  (3.3)

11



elde edilir. Hemen her ¢ € [0, T i¢in,
(W" (), 0) + (qW'(#),v) + a(W(t),v) = (Z(t),v) Vv € HZ(0,1). (3.4)

Dahasi, W’ € C([0,T]; H2(0,1)) oldugu biliniyor ([3], §5.9, Teorem 2). Bu sonucu
W(0) = p ve W'(0) = ¢ oldugunu gostermek icin kullaniyoruz. Ilk olarak,o €
C>=([0,T]) ile 0(0) = o(T) = o (T) = 0, ¢(0) = 1 ve v € HZ(0,1) ifadelerini
seciyoruz. Sonra (3.2)’1 kullanarak ve kismi integrasyon uygulanilarak agagidaki

ifade elde edilir.
/0 (W(1), &' (t)o) + (W, & (6)) + a(W(t), a(t)o)dt + (W(0),v) dt

= [ E0.ewm (3.5)

Bu ifade diizenlenirse Vo € C*([0,T]) ve v € HZ(0,1) i¢in agagidaki denklem elde

edilir.
(W(0),v) = /0 o(H) [(E(?),v) — a(W (), v)dt] + o (t) (nW,v) — o" (t) (W (t), v)dt.

Benzer bir sekilde bu esitlik Vo € C*([0,T]) ve v € V}, C HZ(0,1) olarak W, igin
de yazilabilir.

(Wa(0),v) = /0 o(t) [(E(1),v) — a(Wi(t), v)dt] + o' () (Wi, v) — 0" () (Wa(t), v)dt.

n yerine n,, yazip m — oo limit almirsa Vo € C>([0,T]) ve v € HZ(0,1) igin

asagidaki elde edilir.

(p,v) = /0 o(t) [(2(t),v) — a(W(t),v)dt] + o' (t)(nW,v) = " (t)(W(t), v)dt.

Sonrasinda W (0) = p olacak sekilde (W (0),v) = (p,v) Yo € HZ(0,1) elde edilir.

Benzer hesaplama W’(0) = ¢ i¢in de yapilabilir. Bu durumda, ¢'(0) = o(T") =
od(T) =0, 0(0) =1 vewv e H30,1) ile birlikte o € C*([0,T]) segilebilir. Sonra
elde edilen form (1W(0),v) = (q,v) Yv € HZ(0,1) olur, bu da W’(0) = g anlamina
gelir. Boylece, W(0) = p ve W/(0) = ¢ istenilen sonuglar elde ederiz ve bu W’nun

(1.1)’in zayif bir ¢6ziimii oldugunu gosterir. O
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3.2 Teklik Teoremi

Boliimiin geri kalan kisminda, zayif ¢oztimiin tekligi kanitlanmistir. Literatiirde,
kenetlenmig Euler Bernoulli kirig modelinin temel formu igin [7] ve [17]’de iki
bagimsiz yaklagim oénerilmistir. Ilk yaklagim enerji smirlamasina dayanirken, ikin-
cisi hiperbolik denklem [3] i¢in kullanilan teknigin bir uyarlamasidir. Burada kul-

lanilan metod ikinci yaklagiminin devami olarak degerlendirilebilir.

Teorem 3.2.1. (1.2) ve (1.5) i¢indeki kosullar gegerli olsun. O zaman problem

(1)’in zayf ¢ozidmi Tanwm 1’e gore tektir.

Kanat. t € [0,T] i¢in denklem (1.4)’1i saglayan W, ve Wy fonksiyonlarin oldugunu
varsayalim. W = W, — W, fonksiyonunu tanimlayalim. Aciktir ki her w(t) €

HZ(0,1) icin, agagidaki ifade her t igin saglanir.

/!

(W' (1), () + W (1), (t)) + a(W(t),@(1)) = 0

) iy (3.6)
W(0) =0, W (0)=0.

Teoremin bu kismimni ispatlamak icin W = 0 oldugunu gostermek yeterlidir. Once

keyfi ty € [0, T] segiyoruz ve
t
t €[0,t] i¢in w(t) = / W (s)ds ve t € (ty,T] icin w(t) =0
to

olacak sekilde w(t) € HZ(0,1) tammliyoruz. W € L>(0,T; H2(0,1)) ve w(ty) = 0
oldugundan, w € C([0,T]; HZ(0,1)) oldugu agiktir. Sonra (3.6)’y1 0 ve o arahginda

integrallersek

/0 (8, w(0) + (T (0, (8)) + a(W (1), = (t))dt = 0

ifadesi elde edilir. W(0) = W (0) = 0 ve w(ty) = 0 ile kismi integrasyon kul-

lanilarak asagidaki denklem elde edilir.

/O (W (1), =) + (W (1), ='(8)) — a(W (1), w(8))dt = 0

Diger taraftan, w(t) tanimindan,

/0 W (0),W(6) + (7 (1), (1)) — a(o'(8), w(t))dt = 0

13
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(W (o), (ko)) + a(w(0), w(0))] + /O W, W) =0, (3.7)

(3.7)'nin sol tarafindaki her terim negatif olmadigindan, W (ty) = 0 elde ederiz.
Ashnda bu kamtlamak istedigimiz sonugtur, ¢iinkii ¢y € [0,7]de keyfi bir nok-
tadir. Sonug olarak gosterdik ki [0, T iizerindeki hemen her ¢ i¢in W (t) = Wi (¢)—

Wy (t) = 0, bu da var olan zayif ¢6ziimiin tek oldugu manasina gelir(1.1). O
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BoLUM 4

SAYISAL ORNEKLER

Onceki boliimlerde siki kenetli kirig denklemi i¢in ¢oziilebilirlik incelemesi yapildi.
Bu inceleme Drichlet tip sinir kosul i¢in yapilsa da farkli tip sinir kogullar igin
de genellestirilebilir. Ozellikle miihendislik uygulamalarmda 6ne cikan bir diger
model ise “Simple Supported” olarak bilinen c¢ift tarafli dayanaklara sahip kirig

denklemidir. Bu denklem agagidaki gibi verilir.

p(z)wy + n(@)w; + (1(2)Was)ze — (J(@)wa)s = §(, 1), (2,1) € Qr,
w(0,1) = we,(0,1) = 0, w(l, ) = we,(l,1) =0, t € (0,T), (4.1)
w(l’, O) :p(l’)’ wt(l’70) = q(l’)7 x € (L.

Burada goriildiigi tizere (1.1) denkleminden tek farki sinir kogullarda sadece
Drichlet degil ayn1 zamanda Neuman kosulununda bulunmasidir. Bu modelin siki
kenetli modele gore avantaji 6zfonksiyonlarinin daha kolay hesaplanabilmesidir.
Bu modelde ilgili 6zdeger problemi asagidaki gibidir. ¢; € H?(0,1) N H}(0,1) igin

o (x) = Nigyi(z), Va € (0,1). (4.2)
¢i(0) = ¢(0) = ¢i(l) = ¢ (1) = 0 (4.3)
Bu 6zfonksiyonlar, ortonormal formda su sekilde yazilabilirler:
9 :
¢i(z) = —sin <ﬂ>
[ l
Bu fonksiyonlarin Galerkin ¢oztimii belirlemede 6nemli bir rolii vardir. Biliyoruz

ki yaklagik ¢oziimler (2.1) formunda olmahidir.
Wa(t) =) wnit)os (4.4)
i=1
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Bu asamadan sonra wy, ;(t) katsayilarinin belirlenmesi Boliim 2 de belirtildigi
gibi hesaplanabilir. Agagida ayrica ilk 4 6zfonksiyonlarmin grafikleri [ = 7/2

ve T = 1/5 i¢in verilmistir. Galerkin yaklagimi ile elde edilen {W,} serisinin

Sekil 4.1: Oz fonksiyonlar ¢;(z).

performansini gostermek icin agagidaki test problemi inceleyelim:

wy + 8wy + 1/16Wyser = 0, (z,t) € Qp := (0,7/2) x (0,1/5),
w(0,t) = we(0,8) =0, w(n/2,t) = wee(n/2,t) =0, t € (0,1/5), (4.5)
w(z,0) = sin(22), w,(z,0) = (=v15 — 4) xsin(22), = € Q:= (0,7/2).

(4.5) probleminin tam ¢oziimii agagidaki gibi verilebilir.

w(z,t) = exp((—V15 — 4)t) sin(22);

16



Bu fonksiyonu Galerkin yaklagimindan elde edilen W) ile kiyaslarsak asagidaki

grafikleri elde edebiliriz. Grafiklerin birbiri ile ayn1 goziitkmesi hatanin oldukca

W
AN
NN
N
A
WA

4o
@

Ui
///////////ﬁj//////////////////////////////

QY
AN

%,
77
7

&
N
N
Q

Sekil 4.2: Galerkin yaklasimi Wy(x,t) (sol), tam ¢éziim w(z,t) (sag).

kiiciik olmasindan kaynaklanmaktadir. Hata grafigi |[Wy(z,t) — w(z, t)| asagidaki
grafikte gorebiliriz. Mutlak hatanin grafikte goriildiigii gibi 10716 seviyelerinde
olmasi Galerkin yaklagiminin ne kadar etkin bir yontem oldugunu gostermekte-
dir. Ayrica bu kadar iyi bir yaklasimi (2.1) toplaminda sadece 4 terim alarak
elde etmis olmak yontemin ayr1 bir pozitif 6zelligidir. Bu durum zaten Fourier
yonteminden bildigimiz bir sonuc¢tur. Diger taraftan incelenen test problem sa-
bit katsayili homojen bir denklem icermektedir. Acikcas: bu basit konfiglirasyon
sayesinde 6z fonksiyonlari ¢;(z) ve ilgili katsayilar w, ;(t) ler pratik olarak he-
saplanabildi. Daha genel bir test problem alinmis olsaydi onemli bir niimerik
hesaplama ytiki olacaktr ve bunun icin 6zel tekniklere ihtiya¢ duyulacakti. Bu

durum da bu yontemin bir dezavantaji olarak kabul edilebilir.

17



-16
10
X

I
D
|W4(XY

””/////////////,,,,//

5
1.

-;,'5
// / i

).
sag
t) (
(2,

w

Oziim

oz

tam

1),

SO

t) (

Wiz,

1

1m

klag

in ya

kin

ler

Ga

32

14

kl

Se

18



BOLUM 5

SONUC VE TARTISMA

Bu calismada, bir ray tizerindeki noktasal kiitlenin hareketi i¢in yeni bir mo-
leminin ¢oziilebilirligi incelenmistir. Zayif ¢oziimiin varhigi ve tekliginin ispati
asamasinda Galerkin yontemini kulanarak, ayni1 zamanda yaklagik ¢oztimler icin
bir enerji simrlamasi yardimi ile zayif ¢oziim teorisi geligtiriyoruz. Incelenen prob-
lem hem teorik olarak hem de uygulama acisindan oldukca uzunca siiredir bu
alanda calisan aragtirmacilarm dikkatini ¢ekmistir. Ote yandan, burada sunulan
sonuclar, farkli uygulamarda kullanilan ve kirig modellerine genisletilebilir. Ayrica
analizlere h € L>(0,1) ve h > 0 varsayimi ile "h(z)w” ek kuvvet terimi dahil edi-
lebilir. Bu durumda, bu yeni terim bi-lineer fonksiyonel a(-, -) iginde incelenebilir
ve a(-, ) pozitif tanimliligi bozulmaz. Ayrica ele alinan problemin katsayilar: sa-
dece mithendislik uygulamalari ile uyumlu uzay degiskenine baghdir. Katsayilarin
zaman degigkeni igermesi durumunda ilgili bi-lineer form a(-, -; ¢) i¢in siirhlik ve
siireklilik incelemesi gerekir. Bu bahsettigimiz genellemeler ve ¢ok boyutlu prob-

lemler de yeni birer arastirma konusu olarak secilebilir.
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