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Dr. Öğr. Üyesi NİLAY DURUK MUTLUBAŞ
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ÖNSÖZ

Tez çalışmamın her aşamasında deneyimlerini, bilgilerini benimle paylaşan, bu süreçte
sonsuz sabrı ve emeğiyle bana katkı sağlayan çok değerli danışmanım Dr.Öğr Üyesi
Canan Akkoyunlu’ya en içten şükranlarımı sunuyorum.

İstanbul Kültür Üniversitesi Matematik-Bilgisayar Bilimleri Bölümü hocalarıma katkı-
ları ve emekleri için çok teşekkür ediyorum.

Bu günlere gelmemde en çok emeği olan bana her zaman güvenen ve daima yanımda
olan canım aileme sonsuz teşekkürler. İyi ki varsınız.

Çalışmam süresince ve her zaman yanımda olan Onur ALTINTAŞLI’ya çok teşekkür
ederim.
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ÖZET

LİNEER OLMAYAN İKİLİ SCHRODINGER DENKLEMİ VE LİNEER
OLMAYAN GÜÇLÜ İKİLİ SCHRODINGER DENKLEMİNİN YAPI

KORUYAN SAYISAL YÖNTEMLERLE ÇÖZÜMÜ

Pelin ŞAYLAN

Yüksek lisans Tezi, Matematik ve Bilgisayar Bilimleri Anabilim Dalı

Danışman: Dr. Öğr Üyesi CANAN AKKOYUNLU

2022, 52 sayfa

Bu tezde lineer olmayan ikili Schrödinger denklemi ve lineer olmayan güçlü ikili Sch-
rödinger denkleminin yapı koruyan yöntemlerle çözümü ele alınmıştır. Lineer olmayan
ikili Schrödinger denklemine bölünmüş ortalama vektör alanı yöntemi ve ek yöntem ilk
kez uygulanmıştır. Dağılım analizi yapılmıştır. Lineer olmayan güçlü ikili Schrödinger
denklemine ek yöntem ilk kez uygulanmıştır. Bu çalışmada ayrıca bölünmüş ortalama
vektör alanı yöntemi ve ek yöntemin hangi denklemlere uygulandığı araştırılmış ve bu
sistemler ele alınmıştır.
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ABSTRACT

Solition of Coupled Nonlinear Schrödinger Equation and Strongly Coupled
Nonlinear Schrödinger Equation with Structure Preserving Numerical Methods

Pelin ŞAYLAN

MSc. Thesis in Department of Mathematics and Computer Science.

Supervisor: Dr. Öğr Üyesi CANAN AKKOYUNLU

2022, 52 pages

In the thesis the solutions with structure preserving methods of coupled nonlinear
Schrödinger equation and strongly coupled nonlinear Schrödinger equation are dis-
cussed. This is the first time that the divided average vector field method and adjoint
method are used for the coupled nonlinear Schrödinger equation. Distribution analysis
is done. And again, this is the first time that the adjoint method is usede for the strongly
coupled nonlinear Schrödinger equation. Also in this thesis, to which equations the di-
vided average vector field method and adjoint method are used for are researched and
this systems are discussed.
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5.6. İkili NLS Denklem Sistemine Ek Yöntemin Uygulanması . . . . . . . . . 41
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AKADEMİK BEYAN

Yüksek lisans Tezi olarak sunduğum “LİNEER OLMAYAN İKİLİ SCHRODINGER
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GİRİŞ P. ŞAYLAN

1. GİRİŞ

Çevremizde karşılaştığımız bazı fiziksel olayları anlamlandırmak için lineer olmayan
diferansiyel denklemlerden yararlanırız. Kısmi türevli diferansiyel denklemler uygula-
malı matematik alanındaki bir çok problemi ifade etmemizi sağlar. Ancak mühendislik,
matematik, fizik alanlarında karşılaşılan lineer olmayan kısmi türevli diferansiyel denk-
lemlerin analitik çözümleri bazı durumlarda bulunamayabilir. Bu tarz denklemlerin çö-
zümünde nümerik yöntemler yaklaşık sonuçların hesaplanmasında oldukça önemlidir.
Bir çok araştırmacı son yıllarda lineer olmayan diferansiyel denklemler üzerine çalış-
malara ağırlık vermekte, bu denklemlerin çözüm yöntemlerini inceleyip yeni çözüm
yöntemleri keşfetmektedirler. Yapılan araştırmalarda özellikle kısmi türevli denklemler
incelenmiş ve solitonlar ile ilgili çalışmalar yapılmıştır. Son yıllarda yapı koruyan yön-
temlerle ilgili çalışmalara ağırlık verilmiştir. Yapılan çalışmalarda diferansiyel denklem
enerji, hız, simplektiklik ve simetrinin korunması gibi çeşitli geometrik özellikleri ko-
ruyor ise kullanılan yöntemin uygun olduğu ifade edilmektedir.

20. yüzyılın başlarında yapılan deneysel çalışmalar atom moleküllerinin doğada dalga
gibi davranış sergilediğini öne sürdü. Buradan yola çıkılarak atom moleküllerinin dav-
ranışını bir dalga denklemiyle açıklanabileceği fikri ortaya atıldı. Böyle bir denklemi
yazan tek kişi Schrödinger oldu. Özdeğer(eigenvalue) metodu olarak tanımlanan ve Fo-
urier tarafından bulunan bu metod denklemin çözümünün temelini oluşturmuştur.

Lineer olmayan Schrödinger denklemi (NLS), kuantum mekaniğinde parçacıkların her-
hangi bir andaki konumlarını ve serbest enerji seviyelerini bulmak için, fizikte elektrik
alan ve transistörlerin mekanizmasında, kimyada modern atom kuramlarında, ortalama
bağ uzaklıkları, dipol ve moment hesaplarınnda kullanılır.

Benney ve Newell 1967 yılında NLS denklemini zayıf dalga paketlerinde kullanılan
bir yöntem olarak açıkladılar [1]. Zakharov, 1968 yılında yapılan eski çalışmalardan
bağımsız olarak NLS denklemini yeniden keşfetti [2]. 1971 yılında Hirota integralle-
nebilir lineer olmayan evolüsyon denklemlerine çoklu soliton çözüm öneren yöntemi
buldu [3]. Bu yöntemin Hirota’nun 1972 ve 1973 yıllarında yaptığı çalışmalarla KdV
ve NLS tarzındaki denklemlerde çok başarılı olduğu ve N-soliton çözümlerin genelleş-
tirilerek elde edildiği anlaşıldı [4, 5]. 1972 yılında Zakharov ve Shabat ’Ters Saçılım
Yöntemi’ni geliştirdi. Ters Saçılım Yöntemi güçlü bir yöntem olmasına rağmen Hirota
yöntemi daha işlevsel bir yöntem olmuştur. Bu yöntemin avantajı cebirsel olduğu için
denklem çözümünde hız kazandırır [6]. Ablowitz ve Ladik 1975 yılında yaptıkları ça-
lışmada NLS için ’Sonlu Fark Yöntemi’ni geliştirdiler [7]. 1980 yılında Hirota bilineer
forma dönüştürme konusunda detaylı çalışmalar yürütmüştür [8]. 1986 yılında Herbst
ve Weidemann NLS denklemi için parçalara ayırma metodunun analizini yaptılar [9].
Aynı yıl Overman ve arkadaşları denklemin çeşitliliğini hesaplayan bilgisayar kodları
ürettiler [10].

Bu çalışmada lineer olmayan ikili Schrödinger denklemine bölünmüş ortalama vek-
tör alanı yöntemi ile ek yöntem uygulanmıştır. Lineer olmayan güçlü ikili Schrödinger
denklemine ek yöntem uygulanmıştır. Çalışma altı bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölümde genel bir literatür özetine yer verilmiştir.

İkinci bölümde diferansiyel denklemin tanımı ve temel kavramlar verilmiştir.
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GİRİŞ P. ŞAYLAN

Üçüncü bölümde Hamiltonian sistemler ile ilgili bilgi verilmiştir.

Dördüncü bölümde enerji koruyan sayısal yöntemlerden olan Ortalama Vektör Alanı
Yöntemi, Bölünmüş Ortalama Vektör Alanı Yöntemi ve Ek Yöntem ile ilgili bilgi veril-
miştir.

Beşinci bölümde Lineer Olmayan İkili Schrödinger Denklemi ve bu denkleme bölün-
müş ortalama vektör alanı yöntemi ile ek yöntemin uygulanmasına dair bilgiler verilmiş-
tir. Dağılım analizi yapılmıştır. Ayrıca Lineer olmayan güçlü İkili Schrödinger denklemi
ile ilgili bilgi verilip denkleme ek yöntem uygulanmıştır.

Altıncı bölümde tezde elde edilen sonuçlar özetlenmiştir.

2
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Lineer Denklem Sistemi

Tanım 2.1. ai, b ∈ R ve x1, x2, ..., xn değişkenler olmak üzere,

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b

şeklindeki bir ifadeye lineer denklem denir.

Tanım 2.2. b1, b2, ..., bm ve aij ∈ R(1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n), x1, x2, ..., xn bilinmeyen-
ler olmak üzere;

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm


şeklinde verilen bir ifadeye n bilinmeyenli m denklemden oluşan bir lineer denklem
sistemi denir.

Bu denklem sistemi kısaca

n∑
j=1

aijxj = bi, 1 ≤ i ≤ m

şeklinde ifade edilebilir.

Eğer verilen sistemde b = [b1, . . . , bm]
T sütun vektörü sıfır ise sisteme homojen lineer

denklem sistemi denir. Aşağıdaki şekilde gösterilir.

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0



3
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Tanım 2.3. m denklem ve n bilinmeyenden oluşan

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm


lineer denklem sistemini göz önüne alalım. x1, x2, ..., xn bilinmeyenleri, a ve b ler ise
sabitleri ifade etmek üzere lineer denklem sistemi matrislerle aşağıdaki şekilde ifade
edilebilir.


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
...

am1 am2 . . . amn




x1
x2
...
xn

 =


b1

b2
...
bm

→ AX = B

X matrisi |A| ≠ 0 olmak üzere şu şekilde bulunur:

X = A−1B

2.2. Diferansiyel Denklemler

Tanım 2.4. Bir fonksiyon ve bu fonksiyonun türevlerinden oluşan eşitliğe diferansiyel
denklem denir.

y′′ − 5y′ + 4y = x

eşitliği bir diferansiyel denklem örneğidir.

Diferansiyel denklem üzerindeki en yüksek mertebeli türev, o denklemin mertebesini
belirler. Örneğin,

y′ + y = 6x+ 4 ve (2 + ex) y′ = ex−y birinci mertebeden,

y′′ + 16y = 0 ve y′′ − 4y′ + 6y = x ikinci mertebeden,

y′′′ − 4y′′ + x4y′ − y = x üçüncü mertebeden diferansiyel denklemlerdir.

Bir diferansiyel denklemde y, y′, y′′ . . . yerine, bir y=f(x) ve bunun f ′ (x) , f ′′ (x) , . . .
türevleri konulduğunda denklem özdeş olarak gerçeklenirse, y = f (x) diferansiyel
denkleminin bir çözümü olur.

4
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2.3. Lineer Diferansiyel Denklem Sistemi

Adi diferansiyel denklem sistemi bir bağımsız değişken, bu bağımsız değişkene bağlı
bir bağımlı değişken ve belirli mertebeye kadar olan türevleri arasında kurulmuş m tane
bağıntıdan oluşan sistem olarak ifade edilir. Sistemdeki bağıntılar dikkate alınacağından
bu şekildeki sistemler Simultane Diferansiyel Denklem Sistemi olarak adlandırılır.

s bağımsız değişken olmak üzere y1 = y1(s), y2 = y2(s), . . . , ym = ym(s) m tane farklı
fonksiyon ele alınsın. Fonksiyonlar, bunların belirli bir mertebeye kadar türevlerini ve
ayrıca bağımsız değişkeni içeren aşağıdaki m tane bağıntıya lineer diferansiyel denklem
sistemi denir.

f1(s, y1, y
′
1, y

′′
1 , ....., ym, y

′
m, y

′′
m) = 0

f2(s, y1, y
′
1, y

′′
1 , ....., ym, y

′
m, y

′′
m) = 0

...
fm(s, y1, y

′
1, y

′′
1 , ....., ym, y

′
m, y

′′
m) = 0

(2.1)

2.4. Lineer Diferansiyel Operatör (LDO)

İkinci mertebeden LDO şu şekilde ifade edilir:

L̃ = b0(x)
d2

dx2
+ b1(x)

d

dx
+ b2(x)

u, v ∈ C2(I) ve s1, s2 ∈ C olmak üzere

L̃(s1u+ s2v) = s1L̃u+ s2L̃v

gerçeklenir. Bu durumda L̃ lineer operatördür [11].

2.5. Süperpozisyon İlkesi

Homojen lineer diferansiyel denklemlerin çözümlerinin lineer birleşimi de bir çözüm-
dür. u ve v fonksiyonları için L̃u = 0, L̃v = 0 oluyorsa s1 ve s2 herhangi sabitler olmak
üzere

L̃(s1u+ s2v) = s1L̃u+ s2L̃v = 0

sonucu elde edilir. Yukarıdaki eşitliğe süperpozisyon ilkesi denir [12].

5
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2.6. İkinci Mertebeden Sınır Değer Problemi

α1w(ã) + β1w(ã) = γ1 α2w(b̃) + β2w(b̃) = γ2 (2.2)

sınır koşulları ile

w′′ +R(x)w′ + T (x)w = ψ(x) (2.3)

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklem bir lineer sınır değer problemi oluşturur.
Denklemde yer alanR(x), T (x) veψ(x), [ã, b̃] aralığında sürekli ve α1, α2, β1, β2, γ1, γ2 ∈
R ve α2

1 + β2
1 ̸= 0 ve α2

2 + β2
2 ̸= 0 dir [11].

Tanım 2.5. (2.2)-(2.3) sınır değer problemine ψ(x) = 0 ve γ1 = γ2 = 0 olması duru-
munda homojen sınır değer problemi denir. Aksi durumda homojen olmayan sınır değer
problemi olarak adlandırılır.

Denklem

w′′ +R(x)w′ + T (x)w = 0 (2.4)

olmak üzere

α1w(ã) + β1w(ã) = γ1 α2w(b̃) + β2w(b̃) = γ2 (2.5)

sınır koşulları ile homojen sınır değer problemi ifade edilir.

Not:

w(x) = 0 çözümü aşikar(trivial) çözüm olarak ifade edilir ve her zaman homojen sınır
değer probleminin bir çözümüdür. (w(x) ̸= 0) olacak şekilde çözümler aşikar olmayan
çözümler olarak adlandırılır.

Teorem 2.6. (2.4)-(2.5) probleminin sadece aşikar çözümünün olması için gerek ve ye-
ter şart (2.2)-(2.3) probleminin tek çözüme sahip olmasıdır.

En çok rastlanan sınır koşulları:

1. Periyodik sınır koşulları:

w(−L̃) = w(L̃) w′(−L̃) = w′(L̃)

2. Ayrılabilir sınır koşulları:

β1w(p) + α1w(p) = 0 β2w(s) + α2w(s) = 0

6
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3. Dirichlet sınır koşulları:

w(p) = ϕ1 w(s) = ϕ2

4.Neumann sınır koşulları:

w′(p) = ϕ1 w′(s) = ϕ2

2.7. Kısmi Türevli Diferansiyel Denklemler

Tanım 2.7. U : Rn → R olmak üzere U = F (x1, x2, . . . , xm, . . . , xn) biçiminde
tanımlanan n tane bağımsız değişkene bağlı U fonksiyonunun diğer değişkenler sabit
tutularak herhangi bir değişkenin ∆xm değişimine karşılık fonksiyonun değişim hızı ,

∆U

∆xm
=

F (x1, x2, . . . , xm +∆xm, . . . , xn)− F (x1, x2, . . . , xm, . . . , xn)

∆xm
(2.6)

Burada ∆xm = h diyelim. Eğer (2.6) denkleminin sağ tarafındaki limit mevcut ise,

∂U

∂xm
= limh → 0

F (x1, x2, . . . , xm + h1, . . . , xn)− F (x1, x2, . . . , xn, . . . , xn)

h
(2.7)

ifadesine U = F (x1, x2, . . . , xm, . . . , xn) fonksiyonunun xm değişkenine göre kısmi
türevi denir.

Tanım 2.8. En az iki bağımsız ve en az bir bağımlı değişken ile bağımlı değişkenin ba-
ğımsız değişkenlere göre birinci veya daha fazla mertebeden kısmi türevlerinden oluşan
denklemlere kısmi türevli diferansiyel denklemler denir.

Kısmi türevli diferansiyel denklemlerin genel formu; x1, x2, x3, ..., xn bağımsız değiş-
kenler olmak üzere ve

Ux1 =
∂u

∂x1
, Ux2 =

∂u

∂x2
, . . . , Uxn =

∂u

∂xn

U bağımlı değişkenin kısmi türevlerini göstermek üzere,

F (x1, x2, . . . , xn, Ux1 , Ux2 , . . . , Uxn , Ux1x1 , Ux2x2 , . . .) = 0

şeklindedir.

2.8. Lineer Kısmi Türevli Diferansiyel Denklemler

Bağımlı değişkenlerin ve bunların bağımsız değişkenlere bağlı kısmi türevlerinin katsa-
yılarının bağımsız değişkenlerin kümesi üzerinde tanımlı birer fonksiyon olduğu kısmi

7
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türevli diferansiyel denklemlere lineer kısmi türevli diferansiyel denklemler denir.
Aşağıda iki bağımsız ve bir bağımlı değişkenden oluşan, sırasıyla birinci ve ikinci mer-
tebeden lineer kısmi türevli diferansiyel denklemler verilmiştir:

P (x, y)ux +Q(x, y)uy +R(x, y)u = S(x, y)

A(x, y)uxx+2B(x, y)uxy+C(x, y)uyy+D(x, y)ux+E(x, y)uy+F (x, y)u = G(x, y)

2.9. Taylor Teoremi

Taylor teoremi, Nümerik Analizde ve bilimsel hesaplamaların sayısal algoritmalarında
karşımıza çıkan Cn[a, b]’deki fonksiyonları ilgilendiren önemli bir teoremidir.

Teorem 2.9. Eğer f ∈ Cn[a, b] ve (a, b) açık aralığında fn+1 mevcut ise bu durumda
[a, b] kapalı aralığındaki herhangi c ve x noktaları için

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(c)

k!
(x− c)k + En(x) (2.8)

dir.

Burada c ve x arasındaki bazı ζ ler için hata terimi;

En(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ζ)(x− c)n+1

dir.

Burada ζ , x ve c nin özel değerlerine bağlı olarak ya c < ζ < x ya da x < ζ < c dir
[13].
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2.10. Sonlu Farklar Yöntemi

Şekil 2.1: Türev tanımı

ũ′(x) =
dũ(x)

dx
= lim

x2−x1→0

ũ(x2)− ũ(x1)

x2 − x1

Metod, bir diferansiyel denklemin tanım bölgesinin sonlu miktarda ızgara noktalarına
bölünerek, her bir ızgara noktasındaki türevleri yerine yaklaşımın yazılması olarak ifade
edilebilir. Diferansiyel denklem cebirsel denklem olarak yazılmış olur. Taylor serileri bir
değişken içeren ifadelerin sonlu fark yaklaşımlarını elde etmek için kullanılır.

m bir pozitif tamsayı, h̃ =
b̃− ã

m
olarak alınsın. Burada [ã, b̃] tanım aralığıdır.

xi = ã+ jh̃, j = 0, 1, 2, . . . ,m (2.9)

olarak ifade ettiğimiz xi’ler parçalanma noktalarıdır.
Kendisi ve türevleri tanım aralığı üzerinde sürekli Ũ(x) fonksiyonunu ele alalım.
Ũ(xi + h) ve Ũ(xi − h) ifadelerinin xi nokatasındaki Taylor açılımları

Ũ(xi + h) = Ũ(xi) + hŨx(xi) +
h2

2!
Ũxx(xi) +

h3

3!
Ũxxx(xi), . . . (2.10)

9
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Ũ(xi − h) = Ũ(xi)− hŨx(xi) +
h2

2!
Ũxx(xi)−

h3

3!
Ũxxx(xi), . . . (2.11)

Sırasıyla (2.10)-(2.11) değerleri yaklaşık olarak şu şekilde hesaplanabilir:

Ũx(xi) =
Ũ(xi + h)− Ũ(xi)

h
+O(h) =

Ũi+1 − Ũi

h
+O(h), (2.12)

Ũx(xi) =
Ũ(xi)− Ũ(xi − h)

h
+O(h) =

Ũi − Ũi−1

h
+O(h), (2.13)

(2.12) yaklaşımı ileri farklar olarak adlandırılırken (2.13) yaklaşımı geri farklar olarak
ifade edilir. Yaklaşımlarda fark edildiği üzere, seri belli yerden sonra devam ettirilme-
miştir. Bundan dolayı bir hata meydana gelecektir. O(h) olarak ifade edilen hatalar se-
rinin alınmadığı ilk terime göre incelenir.
(2.12)’den (2.13) eşitliği çıkarılır ve gerekli sadeleşmeler yapılırsa merkezi fark yakla-
şımı olarak ifade edilen şu eşitlik elde edilir:

Ũx(xi) =
Ũ(xi + h)− Ũ(xi − h)

2h
+O(h2)

Ũx(xi) =
Ũ(xi+1)− Ũ(xi−1)

2h
+O(h2) (2.14)

Toplama işlemi yapılırsa aşağıda yer alan ikinci türev için yaklaşımlar bulunur:

Ũxx(xi) =
Ũ(xi + h)− 2Ũ(xi) + Ũ(xi − h)

h2
+O(h2)

Ũxx(xi) =
Ũi+1 − 2Ũi + Ũi−1

h2
+O(h2) (2.15)

Ayrıca Taylor serileri iki değişkenli fonksiyonlar için sonlu fark yaklaşımlarını bulmak
10
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istediğimizde de kullanılır.

ã ⩽ x ⩽ b̃ , ā ⩽ y ⩽ b̄, h̃ =
b̃− ã

Ñ
, k =

b̄− ā

Ñ
olarak alınsın. Burada Ñ ve M̃ pozitif

tamsayılardır. Ayrıca xs = ã + sh, s = 0, 1, . . . , Ñ , yr = ā + rk, r = 0, 1, . . . , M̃
olarak parçalanma noktalarını dikkate alalım. x ve y değişkenine göre sonlu fark yakla-
şımları şu şekilde elde edilir:

Ux(xi, yi) =
Ui+1,j − Ui,j

h
+O(h), (2.16)

Ux(xi, yi) =
Ui,j − Ui−1,j

h
+O(h), (2.17)

Ux(xi, yi) =
Ui+1,j − Ui−1,j

2h
+O(h2), (2.18)

Şekil 2.2: Düğümlerin tablo şeklinde gösterimi

2.11. Lineer Olmayan Kısmi Türevli Diferansiyel Denklemler

Lineer Olmayan Kısmi Türevli Diferansiyel Denklemler, fiziksel denklemlerin matema-
tiksel modellenmesinde ve doğanın temel kanunlarının formüllendirilmesinde sıklıkla
kullanılır. x ve y bağımsız değişkenler olmak üzere birinci mertebeden lineer olmayan
kısmi türevli diferansiyel denklem genel olarak;

F (x, y, u, ux, uy) = 0

şeklindedir. x ve y bağımsız değişkenler olmak üzere ikinci mertebeden lineer olmayan
kısmi türevli diferansiyel denklem genel olarak

F (x, y, u, ux, uy, uxx, uxy, uyy) = 0

11
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şeklindedir. Benzer şekilde yüksek mertebeden lineer olmayan kısmi türevli diferensiyel
denklemler yazılabilir. Genel olarak bu denklemler

Lxu(x) = f(x) (2.19)

şeklinde operatör formunda yazılabilir. Burada Lx lineer olmayan kısmi türevli diferan-
siyel denklem operatörü, f(x), iki ya da daha fazla x = (x, y, . . .) bağımsız değişkenine
sahip fonksiyondur. Ayrıca f(x) = 0 ise (2.19) denklemi lineer olmayan homojen kısmi
türevli diferansiyel denklem ve f(x) ̸= 0 ise (2.19) denklemi lineer olmayan ve homo-
jen olmayan kısmi türevli diferansiyel denklem olarak ifade edilir.

Örnek:

ut − kuxx = 0 ısı denklemi homojen olup
ut + uux = f(x, t) denklemi ( u > 0 ve f(x, t) bilinen bir fonksiyon olmak üzere)
homojen olmayan kısmi türevli diferansiyel denklemdir.

Aşağıda bazı önemli kısmi türevli diferansiyel denklem modelleri verilmiştir [14].

1) Advection Denklemi

ut + uux = f(x, t)

2) Burgers Denklemi

ut + uux = αuxx

3) Korteweg-de Vries Denklemi (KdV)

ut + αuux + buxxx = 0

4) Modifiye KdV (mKdV) Denklemi

ut − 6u2ux + uxxx = 0

5) Boussinesq Denkelmi

utt − uxx + 3 (u2)xx − uxxx = 0

6) Sine-Gordon Denklemi

utt − uxx = α sinu

7) Sinh-Gordon Denklemi

utt − uxx = α sinhu

12
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8) Liouville Denklemi

utt − uxx = e±u

9) Fisher Denklemi

ut = Duxx + u(1− u)

10) Kadomtsev-Petviashvili (KP) Denklemi

(ut + αuux + buxxx)x + uyy = 0

11) K(n, n) Denklemi

ut + α (un)x + b (un)xx = 0, n > 1

12) Lineer Olmayan Schrödinger Denklemi (NLS)

iut + uxx + γ|u|2u = 0

13) Camassa-Holm Denklemi (CH)

ut − uxxt + αux + 3uux = 2uxuxx + uuxxx

14) Degasperis-Procesi Denklemi

ut − uxxt + αux + 4uux = 3uxuxx + uuxxx

13
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3. HAMILTON SİSTEMLER

Yüzyıllar boyunca insanoğlunun amacı doğayı anlamlandırmaya çalışmak olmuştur. Bu
anlam arayışında en büyük yardımcıları matematik ve fiziktir. Fiziğin amacı doğanın
genel analizini yapmak, matematiğin amacı ise doğayı denklemler yardımıyla modelle-
mektir.

Fizik, modern fizik ve klasik fizik olmak üzere ikiye ayrılır. Modern fizik kuantum ve
rölativistik mekanik ilkeleriyle çalışırken, klasik fizik klasik mekanik ilkeleri ile çalışır.
Klasik mekaniğin konusu cisimlerin hareketleri ve onlara etki eden kuvvetlerdir. Rölati-
vistik mekaniğin konusu makro düzeyde ışık hızına yakın hızlardaki sistemler, kuantum
mekaniğinin konusu ise mikro düzeyde cisim veya parçacacıkların hareketidir.

Mekanik, cisimlerin durağan halini veya kuvvet etkisi altındaki hareketlerini inceler.
Mekanik; dinamik, statik, kinematik olmak üzere üçe ayrılır [15].
Dinamik, cisimlerin çeşitli kuvvetler altında hareketlerindeki değişiklikleri inceler. Sta-
tik, cisimlerin dengede kalması için gerekli koşulları inceler. Kinematik ise harekete
neden olan faktörleri hesaba katmadan cisimlerin ve parçacıkların hızını inceler.

Mekanik 17.yy. da Kepler, Galileo, Tycho Brahe gibi önemli bilim insanları tarafından
incelenmiştir. 18.yy. da ise Newton, Leibnitz, Euler, Lagrange ve Hamilton tarafından
çalışmalar yapılmıştır. 19.yy. da bir çok bilim insanının katkılarıyla mekanik mükem-
mel bir sistematik yapı haline gelmiştir. Newton yasaları üzerine kurulan yapı, klasik
mekanik olarak adlandırılırken 19.yy da yapılan çalışmalarda oluşturulan yapı ise ana-
litik mekanik(analitik dinamik) olarak adlandırılmaktadır.
Lagrange ve Hamilton denklemleri analitik dinamiğin temelini oluşturur. Lagrange yön-
teminin en önemli özelliği Hamilton yönteminin temelini oluşturmasıdır. Hamilton denk-
lemler günümüzde oldukça önemlidir ve kuantum mekaniğinde başarıyla uygulanmak-
tadır [16].

Uçağın uçması, gökdelenlerin yıkılmadan ayakta kalması, makinelerin çalışması gibi
doğadaki bütün hareketler mekanik prensipleriyle çalışır. Mühensisliğin bütün alanla-
rında kullanılan klasik mekanik oldukça önemlidir [16, 17].

Uygulamalı matematikte önemli bir yere sahip olan Hamilton sistemler ile ilgili bir çok
çalışma yapılmıştır ve çalışmalara hala devam edilmektedir.

Chang ve arkadaşlarının 1981 yılında Henon – Heiles Hamiltonunun sonuçlarını komp-
leks zaman düzleminde incelemeleri yapılan ilk araştırmalardandır [18]. Özer’in 1994
yılında Kdv, CKdV, integrallenebilir Klein-Gordon denklemleri gibi bazı integrallene-
bilir sistemlerin NLS tipi denklemlerini çıkarmak için çarpım skalası yöntemini kullan-
ması ve bu yöntemin sonlu boyutlu Hamilton sistemler için de uygulanabilir olduğunu
göstermesi yapılan çalışmalara örnek olarak verilebilir [19]. Bunların yanısıra Civelek,
1996 yılında genişletilmiş vektör demetleri üzerinde Hamilton ve Lagrange denklem-
lerinin dikey ve tam liftlerini incelemiştir [20]. 2001 yılında simplektik ve kosimplek-
tik manifoldlar üzerindeki Hamilton çatısını klasik alan teorilerini göz önünde tutarak
genişleten De Leon ve arkadaşlarıdır [21]. 2002 yılında lift teoriyi kullanarak Hamil-
ton denklemlerini genişletilmiş Kahler manifoldlara genelleyen ve yüksek mertebeden
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kısmi türevli Hamilton denklemlerinin geometrik özelliklerinin sonuçlarını araştıran
Tekkoyun yaptığı çalışmalarla literatüre önemli katkılarda bulunmuştur [22]. Zabzine
ise 2005 yılında yaptığı çalışmada genişletilmiş world-sheet süpersimetrisi ile genel-
leştirilmiş kompleks yapı arasındaki bağlantıyı ortaya koyarak bu çalışmanın faz uzayı
tanımı ile sigma modellerinin geniş sınıfıyla ilişkili olduğunu belirtmiştir. [23].

3.1. Lagrange Fonksiyonu ve Denklemleri

u1, u2, . . . , un koordinatlar ve u̇1, u̇2, . . . , u̇n zamana karşı birinci türevler olsun. T̃ sis-
temin kinetik enerjisi, potansiyel enerjisinin farkı Ṽ olmak üzere sistemin Lagrange
fonksiyonu

L̃ = T̃ − Ṽ

şeklinde gösterilir.

d

dt

(
∂L̃

∂u̇k

)
− ∂L̃

∂uk
= 0, k = 1, 2, 3, . . . ,m (3.1)

sistemin Lagrange denklemleri olarak verilir [16].

x1, x2, . . . , xn yardımıyla yazılabilir. (3.1) denklemi şu şekilde ifade edilir:

d

dt

(
∂L̃

∂ẋk

)
− ∂L̃

∂ẋk
= 0, k = 1, 2, 3, . . . ,m (3.2)

Ayrıca

∂L̃

∂ẋk
=

∂T̃

∂xk
= mẋk = pk(p = momentum)

ve

∂L̃

∂xk
=
∂Ṽ

∂xk
= −Fk

olmasından ṗk = Fk dir. Bu da ˙⃗p = F⃗ şeklinde Newton denklemleridir.
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3.2. Hamilton Fonksiyonu ve Denklemleri

Hamilton fonksiyonu;

H(q, p, t) =
n∑

i=1

piq̇i − L(q, q̇, t), i = 1, 2, 3, . . . , n (3.3)

şeklinde tanımlanır [16].

Burada eşitliğin her iki tarafının diferansiyeli alınırsa;

dH =
∑
i

(
∂H

∂qi
dqi +

∂H

∂pi
dpi

)
+
∂H

∂t
dt

olmasından

n∑
i=1

(
∂H
∂qi
dqi +

∂H
∂pi
dpi

)
+ ∂H

∂t
dt

=
n∑

i=1

(pidq̇i + dpiq̇i)−
∑
i

(
∂L
∂qi
dqi +

∂L
∂q̇i
dq̇i

)
− ∂L

∂t
dt

(3.4)

elde edilir. Burada pi = ∂L
∂q̇i

ifadesi ve (3.1) Lagrange hareket denklemi kullanılırsa (3.4)
denklemi aşağıdaki şeklini alır.

∑
i

(
∂H

∂qi
dqi +

∂H

∂pi
dpi

)
+
∂H

∂t
dt

=
∑
i

q̇idpi −
∑
i

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
dqi −

∂L

∂t
dt

=
∑
i

q̇idpi −
∑
i

ṗidqi −
∂L

∂t
dt

(3.5)

qi genelleştirilmiş koordinatlarıyla pi genelleştirilmiş momentumların bağımsız olarak
alındığı hatırlanırsa

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
,

∂H

∂t
= −∂L

∂t
, i = 1, 2, 3, . . . , n (3.6)
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denklemleri bulunur. Bu denklemler ilk defa Hamilton tarafından elde edildiği için Ha-
milton Denklemleri olarak adlandırılırlar.

q̇ = Hp, ṗ = −Hq,

q̇i =
∂H
∂pi

(t, q, p), ṗi = −∂H
∂qi

(t, q, p), i = 1, . . . , n,

(3.7)

Burada H = H(t, q, p), Hamiltonian olarak adlandırılır, (t, q, p) ∈ R1 × Rn × Rn için
tanımlanmış düzgün gerçek değerli bir fonksiyondur.
q = (q1, . . . , qn), p = (p1, . . . , pn) vektörlerine sırasıyla konum ve momentum vektör-
leri denir. t ise zaman olarak adlandırılır.
q ve p değişkenleri eşlenik değişkenlerdir. Eşlenik değişken kavramı, teori geliştikçe
önem kazanır. n tamsayısı ise, sistemin serbestlik derecesi sayısıdır.
2n boyutlu z vektörü, 2n× 2n lik ters eşlenik j matrisi ve grandyanı aşağıdaki şekilde
tanımlarız.

z =

[
q
p

]
, J = Jn =

[
0 I
−I 0

]
, ∇H =

[ ∂H
∂z1
∂H
∂z2n

]

Burada 0, n×n lik sıfır matrisidir ve I , n×n lik birim matristir. Buradan (3.7) sistemini
aşağıdaki şekilde yazabiliriz.

ż = J∇H(t, z) (3.8)

Adi diferansiyel denklemlerin genel teorisinin temel sonuçlarından biri varlık ve teklik
teoremidir. Bu teorem, (t0, z0) ∈ R1×Rn×Rn için ϕ (t0, t0, z0) başlangıç koşulu olmak
üzere z = ϕ (t, t0, z0) nin (3.8) sisteminin tek çözümü olduğunu belirtir [24].
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4. ENERJİ KORUYAN SAYISAL YÖNTEMLER

4.1. Ortalama Vektör Alanı(OVA) Yöntemi

Orta nokta yönteminin genişletilmiş hali olarak bilinen ortalama vektör alanı(OVA) yön-
temine olan ilgi son yıllarda oldukça artmıştır. Yüksek mertebeden OVA yöntemi Ha-
miltonian sistemler için uygulandı. Ayrıca analizi yapıldı [25, 26]. Simplektiklik ile
enerji korunumu arasında bağ kurulmuş ve bu bağa B-serisi denilmiştir. Adi diferan-
siyel denklem sistemleri için B-serileri kuvvet serisidir [27]. OVA yöntemi ve yüksek
mertebeli OVA yöntemi kanonik olmayan ve kanonik Hamiltonian sistemler için uygu-
lanmıştır. Bu yöntemler aynı zamanda B-serisi yöntemidir [25, 26].

Aşağıdaki diferansiyel denklem için

du

dt
= f(u), u ∈ Rn (4.1)

ikinci mertebeden OVA yöntemi şu şekildedir: [28].

un+1 − un
∆t

=

∫ 1

0

f ((1− ξ)un + ξun+1) dξ (4.2)

Örneğin f(u) = u için integral aşağıdaki şekilde hesaplanır:

∫ 1

0

f ((1− ξ)un + ξun+1) dξ =
un+1 + un

2

Bu (4.2)’nin orta nokta kuralına eşdeğer olduğu anlamına gelir.

un+1 − un
∆t

=
un+1 + un

2
(4.3)

Eğer f(u) = u2(kuadratik) ise integral şöyle elde edilir:

∫ 1

0

f ((1− ξ)un + ξun+1) dξ =
u2n+1 + un+1un + u2n

3

18
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(4.2) den OVA yöntemi

un+1 − un
∆t

=
u2n+1 + un+1un + u2n

3
(4.4)

şeklindedir.

Eğer f(u) = u3(kübik) ise integral şöyle hesaplanır:

∫ 1

0

f ((1− ξ)un + ξun+1) dξ =
u3n+1 + u2n+1un + un+1u

2
n + u3n

4

(4.2) den OVA yöntemi

un+1 − un
∆t

=
u3n+1 + u2n+1un + un+1u

2
n + u3n

4
(4.5)

şeklindedir. OVA yöntemi ayrık bir gradyan yöntemidir. Ayrık gradyan yönteminin kul-
lanılması, formun vektör alanı için avantajlıdır.

f(u) = S(u)∇V (u)

Burada S(u) bir ters eşlenik matristir. Hamilton sistemi için

f(u) = S(u)∇H(u)

şeklindedir. Burada H enerjidir. OVA yöntemini Hamilton sistemine uyguladığımızda,
herhangi bir entegrasyon adımı boyutu seçimi için her adımda sayısal çözümün enerji
korunumu garanti edilir [28, 29].

4.2. Bölünmüş Ortalama Vektör Alanı Yöntemi

Aşağıdaki formda bir Hamilton sistemini ele alalım [30].

ẇ = f(w) = Sm∇H(w) (4.6)

m = 2d ve w = (s, r)T = (w1, w2, . . . , wd;wd+1, wd+2, . . . , wm)
T olak üzere (4.6)

sistemi aşağıdaki şekilde yeniden yazılabilir.
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(
ṡ
ṙ

)
= S2d

(
Hs(s, r)
Hr(s, r)

)
, s, r ∈ Rd (4.7)

Mevcut Hamilton sistem H(s, r) herhangi bir sürekli akış boyunca korunur.
Buradan

dH(s(t), r(t))

dt
= Hs(s, r)

T ṡ+Hr(s, r)
T ṙ = ∇H(s, r)TS2d∇H(s, r) = 0

yazılır. Daha sonra Hamilton sistemi (4.7) için Bölünmüş Ortalama Vektör Alanı yön-
temi (PAVF) aşağıdaki şekilde tanımlanır:

1

τ

(
sn+1 − sn

rn+1 − rn

)
= S2d

( ∫ 1

0
Hs (ξs

n+1 + (1− ξ)sn, rn) dξ∫ 1

0
Hr (s

n+1, ξrn+1 + (1− ξ)rn) dξ

)
(4.8)

Teorem 4.1. Bölünmüş Ortalama Vektör Alanı yöntemi (4.8), (4.7) H(s,r) Hamilton
sisteminin değerini tam olarak korur.

İspat:

(4.8) in her iki tarafına
∫ 1

0
Hs (ξs

n+1 + (1− ξ)sn, rn)
T
dξ,
∫ 1

0
Hr (s

n+1, ξrn+1 + (1− ξ)rn)
T
dξ
)T

ile skaler çarpım uygularsak, kalkülüsün temel teoreminden ve S2d ters eşlenik matri-
sinden aşaşıdaki sonucu elde ederiz.

0 =
1

τ

∫ 1

0

Hs

(
ξsn+1 + (1− ξ)sn, rn

)T
dξ
(
sn+1 − sn

)
+

1

τ

∫ 1

0

Hr

(
sn+1, ξrn+1 + (1− ξ)rn

)T
dξ
(
rn+1 − rn

)
=
1

τ

∫ 1

0

d

dξ

[
H
(
ξsn+1 + (1− ξ)sn, rn

)
+H

(
rn+1, ξrn+1 + (1− ξ)rn

)]
dξ

=
1

τ

[
H
(
sn+1, rn

)
−H (sn, rn) +H

(
sn+1, rn+1

)
−H

(
sn+1, rn

)]
=
1

τ

(
H
(
sn+1, rn+1

)
−H (sn, rn)

)
= 0

Sonuç 1:

Bölünmüş Ortalama Vektör Alanı yöntemi (4.8), birinci dereceden tek adım yöntemidir.

Sonuç 2:

Eğer (4.7), H(s, r) = H1(s) + H2(r) şeklinde ayrılabilir bir Hamilton sistem ise o
zaman bölünmüş ortalama vektör alanı yöntemi (4.8), ortalama vektör alanı yöntemi
(4.2)’ye eşittir. Hamilton sistemi (4.7) ayrılabilir değildir.
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Sonuç olarak, elde edilen bölünmüş ortalama vektör alanı yöntemi Hamiltonianı korur.

Bölünmüş ortalama vektör alanı yöntemi (4.8)’i Φτ ile gösterirsek buradan ek yöntem
olan Φ∗

τ (PAVF*)’ı aşağıdaki şekilde elde ederiz:

1

τ

(
sn+1 − sn

rn+1 − rn

)
= S2d

( ∫ 1

0
Hs (ξs

n+1 + (1− ξ)sn, rn+1) dξ∫ 1

0
Hr (s

n, ξrn+1 + (1− ξ)rn) dξ

)
(4.9)

Sonuç olarak ek yöntem olan (4.9) Hamiltonian H(w) yi korur ve bölünmüş ortalama
vektör alanı yönteminin bütün özelliklerine sahiptir.
Bölünmüş ortalama vektör alanı yöntemi ile bağlantılı olan başka bir yöntem ise bölün-
müş ortalama vektör alanı-C (PAVF-C) yöntemidir.
PAVF-C yöntemini aşağıdaki şekilde tanımlayabiliriz:

Ψτ := Φ∗
τ
2
◦ Φ τ

2
(4.10)

bölünmüş ortalama vektör alanı yöntemi ile ek yöntemin ortalaması şeklinde ifade edi-
len yöntem aşağıdaki gibidir [30].

Ψ̂τ :=
1

2
(Φτ ∗ + Φτ ) (4.11)
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5. LİNEER OLMAYAN SCHRODINGER (NLS) DENKLEMLERİ

Doğayı anlamlandırmada ve modellemede matematik bizim için en önemli anahtardır.
Pek çok doğa olayını modellemede lineer olmayan denklemler kullanılmaktadır. Bu se-
beple son yıllarda lineer olmayan denklemlere ilgi oldukça artmıştır.
Lineer olmayan Schrödinger denklemi (NLS), kuantum mekaniğinde parçacıkların her-
hangi bir andaki konumlarını ve serbest enerji seviyelerini bulmak için, fizikte elektrik
alan ve transistörlerin mekanizmasında, kimyada modern atom kuramlarında ortalama
bağ uzaklıkları, dipol ve moment hesaplarında kullanılır.

5.1. Bir Boyutlu NLS Denklemi

ψ = ψ(x, t) kompleks fonksiyonu alınsın. ψ(x, 0) = ψ0(x) başlangıç koşulu ve
ψ(x, t) = ψ(x+ L, t) periyodik sınır koşulu olmak üzere

iψt + ψxx + λ|ψ|2ψ = 0 (5.1)

lineer olmayan Schrödinger diferansiyel denklemidir. Burada x ∈ R,λ > 0 dır. ψ komp-
leks fonksiyon olduğundan ψ = p+ iq şeklinde yazılır. Burada p = p(x, t), q = q(x, t)
dir. Bu durumda (5.1) denklemi aşağıdaki şekilde yazılabilir:

pt + qxx + λ (p2 + q2) q = 0
qt − pxx − λ (p2 + q2) p = 0

(5.2)

Şimdi (5.2) sisteminin kanonik Hamiltonian sistemi olduğunu gösterelim. Hamiltonian

H =

∫
Ω

1

2

[(
∂p

∂x

)2

+

(
∂q

∂x

)2

− λ

2

(
p2 + q2

)2]
dx (5.3)

olarak alınırsa

δH
δp

= −λp
(
p2 + q2

)
− pxx,

δH
δq

= −λq
(
p2 + q2

)
− qxx

eşitlikleri elde edilir, buradan (5.2) sistemi

pt =
δH
δq

qt = −δH
δp
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şeklinde yazılır.

J =

(
0 −1
1 0

)
ve z = (p, q)⊤

olarak alınırsa kanonik Hamiltonian sistemi

ż = J−1 δH
δz
, −J = J−1

şeklinde elde edilir.

İleri fark yöntemi kullanılarak (5.3) denkleminin türev terimleri hesaplanırsa sonlu bo-
yutlu Hamiltonian sistemine ulaşılır. (5.3) de px ve qx birinci mertebeden türevleri xj+1

ve xj düğüm noktaları kullanılarak diskrize edilir. Uzay değişkenine göre adım uzun-
luğu ∆x = xj+1 − xj olmak üzere ∆x = L/N olarak alınsın. Buradaki N düğüm sayı-
sına karşılık gelmektedir. Daha kolay bir çözüm oluşturması açısından pj = p(jL/N, t)
notasyonu p gerçek çözümünün jL/N düğüm noktasında aldığı değere bir yaklaşım
olarak kullanılacaktır. Benzer ifade q için de geçerlidir.
Bu açıklamalardan Hamiltonian aşağıdaki şekilde diskrize edilir:

H =
1

2∆x2

N∑
j=1

(
(pj+1 − pj)

2 + (qj+1 − qj)
2)− λ

4

N∑
j=1

(
p2j + q2j

)2

Buradan Hamiltonianın gradiyenti

∇H =

(
− 1

∆x2 (pj−1 − 2pj + pj+1)− λpj
(
p2j + q2j

)
− 1

∆x2 (qj−1 − 2qj + qj+1)− λqj
(
p2j + q2j

) )

olmak üzere yarı ayrık Hamiltonian sistemi

pt = −Aq − λq (p2 + q2)
qt = Ap+ λp (p2 + q2)

(5.4)
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olarak elde edilir. Burada A matrisi şu şekildedir:

A =
1

∆x2


−2 1 1
1 −2 1

. . . . . . . . .
1 1 −2



5.2. NLS Denkleminin Koruduğu Özellikler

NLS denkleminin koruduğu özellikleri bilmek yapılan çalışmalara önemli ölçüde katkı
sağlamaktadır [31].
Aşağıda NLS denkleminin koruduğu özellikleri gösterelim:

Daima |ψ|2 eğrisinin altında kalan alan korunmaktadır. Bu demektir ki, (5.1) denkle-
minde her iki taraf ψ∗ ile çarpılırsa

iψ∗ψt + ψ∗ψxx + λ|ψ|4 = 0 (5.5)

denklemi elde edilir. Buradan (5.5) denkleminin kompleks eşleniği alınır ve bulunan
denklemden (5.5) denklemi çıkarılırsa

|ψ|2t = iψ∗ψxx − iψψ∗
xx

elde edilir. Buradan

∫ L

0

|ψ|2tdx = i

∫ L

0

(ψ∗ψxx − ψψ∗
xx) dx = 0

sonucuna ulaşılır. Bu demektir ki

d

dt

∫ L

0

|ψ|2dx = 0

dir. Dolayısıyla |ψ|2 nin altında kalan alan zamana bağlı olarak değişmez.
İkinci bir özellik ise hareketin yani

∫ L

0

(
|ψx|2 − |ψ|4

)
dx integralinin zamandan bağım-
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sız olmasıdır. Bu demektir ki (5.1) denklemi ψ∗
t ile çarpılırsa

iψ∗
tψt + ψ∗

tψxx + λψ∗
t |ψ|2ψ = 0

denklemi elde edilir. ψ∗
tψt = |ψ|2t olduğu kullanılırsa

i|ψ|2t + ψ∗
tψxx + λψ∗

t |ψ|2ψ = 0 (5.6)

elde edilir. Bu denklemin kompleks eşleniği alınır ve (5.6) denklemi ile toplanırsa aşa-
ğıdaki sonuç elde edilir:

ψ∗
tψxx + ψtψ

∗
xx +

(
|ψ|4

)
t
= 0

Buradan

∫ L

0

(
ψ∗
tψxx + ψtψ

∗
xx +

(
|ψ|4

)
t

)
dx =

∫ L

0

[
− |ψx|2t +

(
|ψ|4

)
t

]
dx = 0

elde edilir. Buradan

d

dt

∫ L

0

[
|ψx|2 − |ψ|4

]
dx = 0 dir.

olduğunu göstermiş oluruz.

5.3. İkili NLS Denklem Sistemi

ψ1(x, t) ve ψ2(x, t) kompleks fonksiyonlar ve ψ1 = ψ1(x, t) ve ψ2 = ψ2(x, t) olmak
üzere periyodik sınır koşullu ikili NLS denklem sistemi

iψ1t + α1ψ1xx +
(
σ1 |ψ1|2 + µ |ψ2|2

)
ψ1 = 0

iψ2t + α2ψ2xx +
(
σ2 |ψ2|2 + µ |ψ1|2

)
ψ2 = 0

(5.7)

şeklindedir. İkili NLS denklem sistemin jeofizik akış dinamiği ve lineer olmayan optik
gibi çeşitli uygulamaları vardır. İkili NLS denkleminin bazı integrallenebildiği durum-
larda analitik çözümler elde edilir. Bunlardan biri α1 = α2 = 1, σ1 = σ2 = µ olması
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durumda yani Manakov modelidir, diğer bir model ise α1 = −α2, σ1 = σ2 = −µ olma-
sıdır bu durumda, ters saçılım dönüşüm yöntemi ile çözüm elde edilir.
Sistemde kararlı ve kararlı olmayan dalga paketlerinin birbiriyle etkileşimi sonucu li-
neer olmayan durumlar ortaya çıkar. İntegrallenemeyen durumlarda ise lineer olmayan
durumları analiz etmek için sayısal yöntemlerin kullanılması gereklidir.
İkili NLS denklem sistemini çözmek için yapılan çalışmalar aşağıdaki gibidir.
Simplektik, çoklu simplektik yöntemler uygulanmıştır [32]. İkili NLS denklemini çöz-
mek için sonlu fark yöntemi kullanılmıştır [33]. NLS ve ikili NLS denklem sistemlerine
sürekli olmayan Galerkin yöntemi uygulanmıştır [34].

p = p(x, t), q = q(x, t),u = u(x, t),v = v(x, t) olmak üzere ψ1 = p+ iq ve ψ2 = u+ iv
olarak alınırsa denklem sistemi

pt + α1qxx + (σ1 (p
2 + q2) + µ (u2 + v2)) q = 0

qt − α1pxx − (σ1 (p
2 + q2) + µ (u2 + v2)) p = 0

ut + α2vxx + (µ (p2 + q2) + σ2 (u
2 + v2)) v = 0

vt − α2uxx − (µ (p2 + q2) + σ2 (u
2 + v2))u = 0

(5.8)

olarak yazılır.

w =
1

4

(
σ1
(
p2 + q2

)2
+ σ2

(
u2 + v2

)2)
+
µ

2

(
p2 + q2

) (
u2 + v2

)
olmak üzere Hamiltonian

H =

∫
Ω

[
w − α1

2

(
p2x + q2x

)
− α2

2

(
u2x + v2x

)]
dx (5.9)

şeklinde alınırsa

δH
δp

= α1pxx + (σ1 (p
2 + q2) + µ (u2 + v2)) p

δH
δq

= α1qxx + (σ1 (p
2 + q2) + µ (u2 + v2)) q

δH
δu

= α2uxx + (µ (p2 + q2) + σ2 (u
2 + v2))u

δH
δv

= α2vxx + (µ (p2 + q2) + σ2 (u
2 + v2)) v

(5.10)

eşitlikleri elde edilir. Buradan
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pt = −δH
δq

qt =
δH
δp

ut = −δH
δv

vt =
δH
δu

bulunur. Buradan (5.8) denklem sisteminin kanonik Hamiltonian denklem sistemi oldu-
ğunu göstermiş olduk.

ż = J−1 δH
δz

yazılır.

Burada z = (p, q, u, v)T ve

J =


0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 , J−1 = −J

olarak bulunur. Burada (5.9) da ileri fark yöntemi kullanılarak birinci mertebeden türev
terimleri bulunur ve sonlu boyutlu Hamiltonian sistemine ulaşılır.
px, qx, ux, vx birinci mertebeden türevleri xm+1 ve xm düğüm noktaları yardımıyla disk-
rize edilirler. ∆x = L/N adım uzunluğu ve pm = p(mL/N, t), qm = q(mL/N, t),
um = u(mL/N, t), vm = v(mL/N, t) de p, q, u, v gerçek çözümünün mL/N düğüm
noktasındaki yaklaşım olmak üzere diskrit Hamiltonian şu şekildedir:

H =
N−1∑
m=1

{
1

4

[
σ1
(
p2m + q2m

)2
+ σ2

(
u2m + v2m

)2]
+
µ

2

(
p2m + q2m

) (
u2m + v2m

)}

−
N−1∑
m=1

α1

2

[(
pm+1 − pm

∆x

)2

+

(
qm+1 − qm

∆x

)2
]

−
N−1∑
m=1

α2

2

[(
um+1 − um

∆x

)2

+

(
vm+1 − vm

∆x

)2
]

Diskrit Hamiltonian gradiyenti
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∇H =


α1

∆x2 (pm−1 − 2pm + pm+1) + σ1 (p
2
m + q2m) pm + µ (u2m + v2m) pm

α1

∆x2 (qm−1 − 2qm + qm+1) + σ1 (p
2
m + q2m) qm + µ (u2m + v2m) qm

α2

∆x2 (um−1 − 2um + um+1) + σ2 (u
2
m + v2m)um + µ (p2m + q2m)um

α2

∆x2 (vm−1 − 2vm + vm+1) + σ2 (u
2
m + v2m) vm + µ (p2m + q2m) vm


kullanılırsa yarı ayrık Hamiltonian sistemi,

A = 1
∆x2


−2 1 1
1 −2 1

. . . . . . . . .
1 1 −2


olmak üzere

pt = −α1Aq − σ1 (p
2 + q2) q − µ (u2 + v2) q

qt = α1Ap+ σ1 (p
2 + q2) p+ µ (u2 + v2) p

ut = −α2Av − σ2 (u
2 + v2) v − µ (p2 + q2) v

vt = α2Au+ σ2 (u
2 + v2)u+ µ (p2 + q2)u

(5.11)

elde edilir.

5.4. İkili NLS Denklem Sistemine Bölünmüş Ortalama Vektör Alanı Yönteminin
Uygulanması

(5.11) İkili NLS denklem sistemine Bölünmüş Ortalama Vektör Alanı Yönteminin uy-
gulanması sonucunda aşağıdaki eşitlikler elde edilir:

pn+1 − pn

∆t
= −α1

2
A
(
qn + qn+1

)
−
∫ 1

0

[
σ1
(
b21 + b22

)
b2 + µ

(
b23 + b24

)
b2
]
dτ

qn+1 − qn

∆t
=
α1

2
A
(
pn + pn+1

)
+

∫ 1

0

[
σ1
(
b21 + b22

)
b1 + µ

(
b23 + b24

)
b1
]
dτ

un+1 − un

∆t
= −α2

2
A
(
vn + vn+1

)
−
∫ 1

0

[
σ2
(
b23 + b24

)
b4 + µ

(
b21 + b22

)
b4
]
dτ

vn+1 − vn

∆t
=
α2

2
A
(
un + un+1

)
+

∫ 1

0

[
σ2
(
b23 + b24

)
b3 + µ

(
b21 + b22

)
b3
]
dτ

28
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Kolay ifade edilmesi açısından,

b1 = (1− τ)pn + τpn+1

b2 = (1− τ)qn + τqn+1

b3 = (1− τ)un + τun+1

b4 = (1− τ)vn + τvn+1

kısaltması yapılmıştır.

İntegraller aşağıdaki şekilde hesaplanır:

pn+1 − pn

∆t
=− α1

2
A
(
qn + qn+1

)
− σ1

4

[
2
(
pn+1

)2
qn + 2

(
pn+1

)2
qn+1 + (qn)3 + (qn)2 qn+1 + qn

(
qn+1

)2
+
(
qn+1

)3]
− µ

2

[
(un)2 qn + (un)2 qn+1 + (vn)2 qn + (vn)2 qn+1

]
qn+1 − qn

∆t
=
α1

2
A
(
pn + pn+1

)
+
σ1
4

[
(pn)3 + (pn)2 pn+1 + pn

(
pn+1

)2
+
(
pn+1

)3
+ 2 (qn)2 pn + 2 (qn)2 pn+1

]
+
µ

2

[
(un)2 pn + (un)2 pn+1 + (vn)2 pn + (vn)2 pn+1

]
un+1 − un

∆t
= −α2

2
A
(
vn + vn+1

)
− σ2

4

[
2
(
un+1

)2
vn + 2

(
un+1

)2
vn+1 + (vn)3 + (vn)2 vn+1 + vn

(
vn+1

)2
+
(
vn+1

)3]
−µ
2

[
(pn+1

)2
vn +

(
pn+1

)2
vn+1 +

(
qn+1

)2
vn +

(
qn+1

)2
vn+1

]
vn+1 − vn

∆t
=
α2

2
A
(
un + un+1

)
+
σ2
4

[
(un)3 + (un)2 un+1 + un

(
un+1

)2
+
(
un+1

)3
+ 2 (vn)2 un + 2 (vn)2 un+1

]
+
µ

2

[(
pn+1

)2
un +

(
pn+1

)2
un+1 +

(
qn+1

)2
un +

(
qn+1

)2
un+1

]
İntegraller hesaplanıp ulaşılan sonuçtan Newton Raphson yöntemiyle çözüm bulundu.
Jakobiyen aşağıdaki şekilde hesaplandı:
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J=


I 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 I

+


0 −a1A 0 0
a1A 0 0 0
0 0 0 −a2A
0 0 a2A 0



+a3


−4pn+1qn −2 (pn+1)

2 − 3 (qn+1)
2

0 0

(pn)2 + 2 (qn)2 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



+a3


−4pn+1qn+1 − (qn)2 − 2qnqn+1 0 0

2pnpn+1 + 3 (pn+1)
2

0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



+a4


0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 −4vn+1v −2 (vn+1)
2 − 3 (vn+1)

2

0 0 (un)2 + 2 (vn)2 0



+a4


0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 −4un+1vn+1 − (vn)2 − 2vnvn+1

0 0 2unun+1 + 3 (vn+1)
2

0



+a5


0 − (un)2 − (vn)2 0 0

(un)2 + (vn)2 0 0 0

−2pn+1vn −2qn+1vn 0 − (pn+1)
2 − (qn+1)

2

2pn+1un 2qn+1un (pn+1)
2
+ (qn+1)

2
0



+a5


0 0 0 0
0 0 0 0

2pn+1vn+1 −2qn+1vn+1 0 0
2pn+1un+1 2qn+1un+1 0 0


burada

a1 =
α1∆t

2
, a2 =

α2∆t

2
, a3 =

σ1∆t

4
, a4 =

σ2∆t

4
, a5 =

µ∆t

2

şeklindedir.

5.5. İkili NLS Denklem Sisteminin Dağılım Analizi

Bu bölümde lineer olmayan ikili Schrödinger denklem sistemi için dağılım analizi ya-
pıldı. Başlangıçta sistem lineer denklem sistemi şekline getirildi. Daha sonra sistemin
kesikli ve sürekli dağılım analizini karşılaştırmak için sistem Bölünmüş Ortalama Vek-
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tör Alanı Yöntemi ile çözüldü [35].

ψ1 = aeiµ1t, ψ2 = beiµ2t (5.12)

çözümü (5.7) denklem sisteminde yerine yazılırsa µ1 = σ1a
2 + vb2, µ2 = σ2b

2 + va2

elde edilir.
İkili NLS denklem sisteminin lineer şekline ulaşmak için çözümlerin aşağıdaki şekilde
açıldığını kabul edelim.

ψ1 = ψ10 + ϵ1ψ11 +O
(
ϵ21
)

ψ10 = aei(σ1a2+vb2)t

ψ11 = α(x, t)ψ10

ψ2 = ψ20 + ϵ2ψ21 +O
(
ϵ22
)

ψ20 = bei(σ2b2+va2)t

ψ21 = β(x, t)ψ20

Buradan ψ1 = ψ10 + ϵ1ψ11 ve ψ2 = ψ20 + ϵ2ψ21 açılımları (5.7) de yerine yazılır.
Sistemin

iψ1t + α1ψ1xx +
(
σ1 |ψ1|2 + µ |ψ2|2

)
ψ1 = 0

ilk denkleminden

i [(ψ10)t + ϵ1 (ψ11)t] + α1 [(ψ10)xx + ϵ1 (ψ11)xx] +
[
σ1 (ψ10 + ϵ1ψ11)

(
ψ∗
10
+ ϵ1ψ

∗
11

)
+ µ (ψ20 + ϵ2ψ21)

(
ψ∗
20
+ ϵ2ψ

∗
21

)]
(ψ10 + ϵ1ψ11) = 0

⇒ i (ψ10)t + iϵ1 (ψ11)t + α1 (ψ10)xx + α1ϵ1 (ψ11)xx
+
(
σ1ψ10ψ

∗
10
+ σ1ϵ1ψ10ψ

∗
11
+ σ1ϵ1ψ11ψ

∗
10
+ µψ20ψ

∗
20
+ µψ20ϵ2ψ

∗
21
+ µϵ2ψ21ψ

∗
20

)
(ψ10 + ϵ1ψ11) = 0

⇒ i (ψ10)t + iϵ1 (ψ11)t + α1 (ψ10)xx + α1ϵ1 (ψ11)xx + σ1 |ψ10|
2 ψ10 + σ1ϵ1 |ψ10|

2 ψ11 + σ1ϵ1ψ
2
10
ψ∗
11

+ σ1ϵ1ψ11 |ψ10|
2 + µ |ψ20|

2 ψ10 + µ |ψ20 |
2 ϵ1ψ11 + µψ20ϵ2ψ

∗
21
ψ10 + µψ20ϵ2ϵ1ψ

∗
21
ψ11

+ µϵ2ψ21ψ
∗
20
ψ10 + µϵ2ψ21ψ

∗
20
ϵ1ψ11 = 0

⇒ i (ψ10)t + α1 (ψ10)xx +
(
σ1 |ψ10 |

2 + µ |ψ20|
2)ψ10 + ϵ1

[
i (ψ11)t + α1 (ψ11)xx + 2σ1 |ψ10|

2 ψ11

+σ1ψ
2
10
ψ∗
11
+ µ |ψ20|

2 ψ11

]
+ ϵ2

[
µψ20ψ

∗
21
ψ10 + µψ21ψ

∗
20
ψ10

]
+ ϵ1ϵ2

[
µψ20ψ

∗
21
ψ11 + µψ21ψ

∗
20
ψ11

]
= 0

elde edilir. ψ10 düzlem dalga çözümü olduğundan
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θ(1) : i (ψ10)t + α1 (ψ10)xx +
(
σ1 |ψ10 |

2 + µ |ψ20|
2)ψ10 = 0

θ (ϵ1) : i (ψ11)t + α1 (ψ11)xx + 2σ1 |ψ10|
2 ψ11 + σ1ψ

2
10
ψ∗
11
+ µ |ψ20|

2 ψ11 = 0
θ (ϵ2) : µψ20ψ

∗
21
ψ10 + µψ21ψ

∗
20
ψ10

]
+ ϵ1ϵ2

[
µψ20ψ

∗
21
ψ11 + µψ21ψ

∗
20
ψ11 = 0

θ (ϵ1ϵ2) : µψ20ψ
∗
21
ψ11 + µψ21ψ

∗
20
ψ11 = 0

(5.13)

olarak yazılır. (5.7) sisteminin ikinci denklemine de benzer işlemler yapılırsa

θ(1) : i (ψ20)t + α2 (ψ20)xx +
(
σ2 |ψ20 |

2 + µ |ψ10 |
2)ψ20 = 0

θ (ϵ2) : i (ψ21)t + α2 (ψ21)xx + 2σ2 |ψ20|
2 ψ21 + σ2ψ

2
20
ψ∗
21
+ µ |ψ10|

2 ψ21 = 0
θ (ϵ1) : µψ10ψ

∗
11
ψ20 + µψ11ψ

∗
10
ψ20 = 0

θ (ϵ1ϵ2) : µψ10ψ
∗
11
ψ21 + vψ11ψ

∗
10
ψ21 = 0

(5.14)

eşitlikleri elde edilir. ψ11 = α(x, t)ψ10 çözümü (5.13) denkleminde yerine yazılırsa

iαtψ10 − α (σ1a
2 + µb2)ψ10 + α1αxxψ10 + 2σ1a

2αψ10 + σ1a
2α∗ψ10 + µb2αψ10 = 0

elde edilir, buradan

iαt + α1αxx + σ1αa
2 = −σ1a2α∗

ya da

[
i∂t + α1∂xx + σ1a

2
]
α = −σ1a2α∗ (5.15)

şeklinde yazılır. Bu ifade

L1 := i∂t + α1∂xx + σ1a
2

olmak üzere

L1[α] = −σ1a2α∗
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olarak yazılır.

L∗
1 := [−i∂t + α1∂xx + σ1a

2]

olmak üzere

L∗
1 [α

∗] = −σ1a2α

şeklindedir.

L∗
1 (5.15) denkleminin her iki tarafına uygulanırsa

⇒ (−i∂t + α1∂xx + σ1a
2) (i∂t + α1∂xx + σ1a

2)α = (−i∂t + ∂xx + σ1a
2) (−σ1a2α∗)

⇒ αtt + α2
1αxxxx + 2σ1α1a

2αxx = 0

(5.16)

elde edilir. Benzer şekilde ψ21 = β(x, t)ψ20 çözümü (5.14) denkleminde yazılırsa

iβt + σ2b
2β + α2βxx = −σ2b2β∗

elde edilir. Ayrıca benzer olarak

[
i∂t + α2∂xx + σ2b

2
]
β = −σ2b2β∗

L2[β] = −σ2b2β∗

L∗
2 :=

[
−i∂t + α2∂xx + σ2b

2
]
,L∗

2 [β
∗] = −σ2b2β

(5.17)

eşitlikleri yazılır. L∗
2 (5.17) denkleminin her iki tarafına uygulanırsa

⇒ (−i∂t + α2∂xx + σ2b
2) (i∂t + α2∂xx + σ2b

2) β = (i∂t + α2∂xx + σ2b
2) (−σ2b2β∗)

⇒ βtt + α2
2βxxxx + 2σ2α2b

2βxx = 0

(5.18)

elde edilir. Böylece lineer ikili NLS denklem sistemi elde edilmiş olur:

αtt + α2
1αxxxx + 2σ1α1a

2αxx = 0 (5.19)
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βtt + α2
2βxxxx + 2σ2α2b

2βxx = 0 (5.20)

İşlem kolaylığı açısından c = α2
1, d = α2

2, m = 2σ1α1a
2, n = σ2α2b

2 alalım.
Şimdi elde edilen lineer sistemin Hamiltonian sistem olduğunu aşağıda gösterelim:

α = α(x, t) kompleks fonksiyon olduğundan

α(x, t) = p1(x, t) + iq1(x, t)

şeklinde yazılabilir. (5.19) denkleminde bu ifadeyi yerine yazarsak

(p1)tt + c (p1)xxxx +m (p1)xx = 0
(q1)tt + c (q1)xxxx +m (q1)xx = 0

(5.21)

elde edilir. Bu sistem şu şekilde ifade edilir:

((p1)t)t = (−c (p1)xxx −m (p1)x)x
((q1)t)t = (−c (q1)xxx −m (q1)x)x

Buradan

(p1)t = ux
ut = −c (p1)xxx −m (p1)x

(5.22)

(q1)t = vx
vt = −c (q1)xxx −m (q1)x

(5.23)

yazılır. p ile q arasında bir farkın olmadığı (5.21), (5.22), (5.23) nolu sistemlerden görü-
lür. Bundan dolayı yalnızca p1(x, t) incelenirse q1(x, t) hakkında da aynıları söylenebi-
lir.
Benzer şekilde β(x, t) = p2(x, t) + iq2(x, t) alınırsa

(p2)t = wx

wt = −d (p2)xxx − n (p2)x
(5.24)

ve
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(q2)t = zx
zt = −d (q2)xxx − n (q2)x

(5.25)

elde edilir. Buradan p2 ve q2 arasında fark olmadığı görülür. Şimdi

(p1)t = ux
ut = −c (p1)xxx −m (p1)x
(p2)t = wx

wt = −d (p2)xxx − n (p2)x

(5.26)

sistemin Hamiltonian sistem olduğunu gösterelim. Bu sistem

d
dt


p1
u
p2
w

 =


0 ∂x 0 0
∂x 0 0 0
0 0 0 ∂x
0 0 ∂x 0




−c (p1)xx −mp1
u

−d (p2)xx − np2
w


şeklinde ifade edilir. Hamiltonian

H (p1, u, p2, w) =
1
2

∫
Ω

(
u2 + c (p1)

2
x −mp21 + d (p2)

2
x − np22 + w2

)
dx

olarak alınırsa

δH
δp1

= −mp1 − c (p1)xx ,
δH
δp2

= −np2 − d (p2)xx ,
δH
δu

= u, δH
δw

= w

şartları sağlandığından bu sistem Hamiltonian sistemdir. Bu sistemde türev terimleri
yerine ileri farklar formülleri yazılırsa ayrık Hamiltonian sistem

H = 1
2

∑N−1
i=1

[
u2i +

c
∆x2

(
(p1)i+1 − (p1)i

)2 −m (p1)
2
i −

d
∆x2

(
(p2)i+1 − (p2)i

)2 − n (p2)
2
i + w2

i

]
olarak bulunur. Buradan diskrit Hamiltonian sistem

(p1)t
ut

(p2)t
wt

 = S̄∇H

olarak yazılır. Burada

∇H =


− c

∆x2

(
(p1)i−1 − 2 (p1)i + (p1)i+1

)
−m (p1)i

ui
− d

∆x2

(
(p2)i−1 − 2 (p2)i + (p2)i+1

)
− n (p2)i

wi


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LİNEER OLMAYAN SCHRODINGER (NLS) DENKLEMLERİ P. ŞAYLAN

G =


0 1

2∆x

− 1
2∆x

0 1
2∆x

1
2∆x

· · · · · · − 1
2∆x

0
1

2∆x0
0



S̄ =


0 G 0 0
G 0 0 0
0 0 0 G
0 0 G 0


dir. Diskrit Hamiltonian sisteminden

(p1)t =
1

2∆x
(−A2)u

ut =
c

2∆x3
Ap1 +

m

2∆x
A2p1

(p2)t =
1

2∆x
(−A2)w

wt =
d

2∆x3
Ap2 +

n

2∆x
A2p2

yazılır. Burada A ve A2 matrisleri aşağıdaki formdadır.

A =



0 2 −1 0 · · · 0 1 −2
−2 0 2 −1 0 · · · 0 1
1 −2 0 2 −1 0 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 · · · 0 1 −2 0 2 −1
−1 0 · · · 0 1 −2 0 2
2 −1 0 · · · 0 1 −2 0



A2 =


0 −1 0 · · · 0 1
1 0 −1 0 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 1 0 −1
−1 0 · · · 0 1 0


Diskrit Hamiltonian Bölünmüş Ortalama Vektör Alanı Yöntemi ile şu şekilde çözülür:

pn+1
1 − pn1
∆t

= − 1

4∆x
A2

(
un+1 + un

)
(5.27)

un+1 − un

∆t
=

c

4∆x3
A
(
pn1 + pn+1

1

)
+

m

4∆x
A2

(
pn+1
1 + pn1

)
(5.28)
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pn+1
2 − pn2
∆t

= − 1

∆x
A2

(
wn + wn+1

)
(5.29)

wn+1 − wn

∆t
=

d

4∆x3
A
(
pn2 + pn+1

2

)
+

n

4∆x
A2

(
pn+1
2 + pn2

)
(5.30)

A ve A2 matrislerini açarsak

1

∆t

(
(p1)

n+1
j − (p1)

n
j

)
=

1

4∆x

(
−unj−1 + unj+1 − un+1

j−1 + un+1
j+1

)
(5.31)

1

∆t

(
un+1
j − unj

)
=

c

4∆x3

(
(p1)

n
j−2 − 2 (p1)

n
j−1 + 2 (p1)

n
j+1 − (p1)

n
j+2 + (p1)

n+1
j−2 − 2 (p1)

n+1
j−1

+2 (p1)
n+1
j+1 − (p1)

n+1
j+2

)
+

m

4∆x

(
(p1)

n
j−1 − (p1)

n
j+1 + (p1)

n+1
j−1 − (p1)

n+1
j+1

)
(5.32)

1

∆t

(
(p2)

n+1
j − (p2)

n
j

)
=

1

4∆x

(
−wn

j−1 + wn
j+1 − wn+1

j−1 + wn+1
j+1

)
(5.33)

1

∆t

(
wn+1

j − wn
j

)
=

c

4∆x3

(
(p2)

n
j−2 − 2 (p2)

n
j−1 + 2 (p2)

n
j+1 − (p2)

n
j+2 + (p2)

n+1
j−2 − 2 (p2)

n+1
j−1

+2 (p2)
n+1
j+1 − (p2)

n+1
j+2

)
+

m

4∆x

(
(p2)

n
j−1 − (p2)

n
j+1 + (p2)

n+1
j−1 − (p2)

n+1
j+1

)
(5.34)

eşitlikleri elde edilir. (5.31) den

−unj−1 + unj+1 − un+1
j−1 + un+1

j+1 =
4∆x

∆t

(
(p1)

n+1
j − (p1)

n
j

)
(5.35)

n = n− 1 alınırsa
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−un−1
j−1 + un−1

j+1 − unj−1 + unj+1 =
4∆x

∆t

(
(p1)

n
j − (p1)

n−1
j

)
(5.36)

elde edilir.(5.35) den (5.36) çıkarılırsa

−
(
unj−1 − un−1

j−1

)
+
(
unj+1 − un−1

j+1

)
−
(
un+1
j−1 − unj−1

)
+
(
un+1
j+1 − unj+1

)
=

4∆x

∆t

(
(p1)

n+1
j − 2 (p1)

n
j + (p1)

n−1
j

) (5.37)

elde edilir. (5.32) de önce j = j − 1, n = n− 1 daha sonra aynı denklemde j = j + 1,
n = n− 1 alınırsa

unj−1 − un−1
j−1 =

c∆t

4∆x3

(
(p1)

n−1
j−3 − 2 (p1)

n−1
j−2 + 2 (p1)

n−1
j − (p1)

n−1
j+1 + (p1)

n
j−3 − 2 (p1)

n
j−2

+2 (p1)
n
j − (p1)

n
j+1 +

m∆t

4∆x

(
(p1)

n−1
j−2 − (p1)

n−1
j + (p1)

n
j−2 − (p1)

n
j

)
(5.38)

unj+1 − un−1
j+1 =

c∆t

4∆x3

(
(p1)

n−1
j−1 − 2 (p1)

n−1
j + 2 (p1)

n−1
j+2 − (p1)

n−1
j+3 + (p1)

n
j−1 − 2 (p1)

n
j

+2 (p1)
n
j+2 − (p1)

n
j+3 +

m∆t

4∆x

(
(p1)

n−1
j − (p1)

n−1
j+2 + (p1)

n
j − (p1)

n
j+2

)
(5.39)

denklemleri bulunur. (5.32) de ilk olarak j = j − 1 sonra da aynı denklemde j = j + 1
alınırsa

un+1
j−1 − un

j−1 =
c∆t

4∆x3

(
(p1)

n
j−3 − 2 (p1)

n
j−2 + 2 (p1)

n
j − (p1)

n
j+1 + (p1)

n+1
j−3 − 2 (p1)

n+1
j−2 + 2 (p1)

n+1
j − (p1)

n+1
j+1

)
+

m∆t

4∆x

(
(p1)

n
j−2 − (p1)

n
j + (p1)

n+1
j−2 − (p1)

n+1
j

)
(5.40)

un+1
j+1 − unj+1 =

c∆t

4∆x3

(
(p1)

n
j−1 − 2 (p1)

n
j + 2 (p1)

n
j+2 − (p1)

n
j+3 + (p1)

n+1
j−1 − 2 (p1)

n+1
j

+2 (p1)
n+1
j+2 − (p1)

n+1
j+3 +

m∆t

4∆x

(
(p1)

n
j − (p1)

n
j+2 + (p1)

n+1
j − (p1)

n+1
j+2

)
(5.41)
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elde edilir. (5.38), (5.39), (5.40), (5.41) nolu eşitlikleri (5.37) nolu eşitlikte yazarsak

c∆t

4∆x3

[
(p1)

n−1
j−3 −2 (p1)

n−1
j−2 − (p1)

n−1
j−1 + 4 (p1)

n−1
j − (p1)

n−1
j+1 − 2 (p1)

n−1
j+2 + (p1)

n−1
j+3

+2 (p1)
n
j−3 − 4 (p1)

n
j−2 − 2 (p1)

n
j−1 + 8 (p1)

n
j − 2 (p1)

n
j+1 − 4 (p1)

n
j+2 + 2 (p1)

n
j+3 + (p1)

n+1
j−3

−2 (p1)
n+1
j−2 − (p1)

n+1
j−1 +4 (p1)

n+1
j − (p1)

n+1
j+1 − 2 (p1)

n+1
j+2 + (p1)

n+1
j−3

]
+
m∆t

4∆x

[
(p1)

n−1
j−2

−2 (p1)
n−1
j + (p1)

n−1
j+2 + 2 (p1)

n
j−2 − 4 (p1)

n
j + 2 (p1)

n
j+2 + (p1)

n+1
j−2 − 2 (p1)

n+1
j + (p1)

n+1
j+2

]
=

4∆x

∆t

[
(p1)

n+1
j − 2 (p1)

n
j + (p1)

n−1
j

]
(5.42)

1

∆t2

[
− (p1)

n+1
j + 2 (p1)

n
j − (p1)

n−1
j

]
=

c

16∆x4

[
(p1)

n−1
j−3 − 2 (p1)

n−1
j−2 − (p1)

n−1
j−1 + 3 (p1)

n−1
j

− (p1)
n−1
j+1 − 2 (p1)

n−1
j+2 + (p1)

n−1
j+3 + 3 (p1)

n
j−3 − 4 (p1)

n
j−2 − 2 (p1)

n
j−1 + 8 (p1)

n
j

−2 (p1)
n
j+1 − 4 (p1)

n
j+2 + 2 (p1)

n
j+3 + (p1)

n+1
j−3 − 2 (p1)

n+1
j−2 − (p1)

n+1
j−1 + 4 (p1)

n+1
j

− (p1)
n+1
j+1 −2 (p1)

n+1
j+2 + (p1)

n+1
j−3

]
+

m

16∆x2

[
(p1)

n−1
j−2 − 2 (p1)

n−1
j

+(p1)
n−1
j+2 + 2 (p1)

n
j−2 −4 (p1)

n
j + 2 (p1)

n
j+2 + (p1)

n+1
j−2 − 2 (p1)

n+1
j + (p1)

n+1
j+2

]
(5.43)

elde ederiz. Burada

(p1)
n
j = p̂1e

i(jk∆x+nw∆t) = p̂1e
i(jk̄+nw̄), k̄ = k∆x, w̄ = w∆t

alalım. Bu durumda

1

∆t2
(
e−iw̄ − 2 + eiw̄

)
+

c

16∆x4

[(
e−iw̄ + 2 + eiw̄

) (
e−3ik̄ − 2e−2ik̄ − e−ik̄ + 4− eik̄ − 2e2ik̄

+e3ik̄)] +
m

16∆x2

[(
e−iw̄ + 2 + eiw̄

) (
e−2ik̄ − 2 + e2ik̄

)]
= 0

(5.44)

elde edilir. Burada e−iw̄ − 2 + eiw̄ = −4 sin2
(
w̄
2

)
ve e−iw̄ + 2 + eiw̄ = 4 cos2

(
w̄
2

)
eşit-

liklerinden yararlanılırsa

⇒ 1

∆t2

[
−4 sin2

(w̄
2

)]
+

c

16∆x4

[
4 cos2

(w̄
2

)(
e−3ik̄ − 2e−2ik̄ − e−ik̄ + 4− eik̄ − 2e2ik̄ + e3ik̄

)]
+

m

16∆x2

[
4 cos2

(w̄
2

) (
−4 sin2(k̄)

)]
= 0
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elde edilir. Her iki taraf −∆t2

4 cos2(w
2 )

ile çarpılır, e−ik̄ + eik̄ = 2 cos(k̄) eşitliği de kulla-

nılırsa

⇒ tan2
(w̄
2

)
− c∆t2

16∆x4
[2 cos(3k̄)−4 cos(2k̄)−2 cos(k̄)+4]+

m∆t2

4∆x2
sin2(k̄) = 0

(5.45)

elde edilir. Burada
cos(3k) = cos3(k)− 3 cos(k) sin2(k), cos(2k) = cos2(k)− sin2(k)
trigonometrik dönüşümler kullanılır ve
cos(k̄) = c1, sin(k̄) = c2 alınırsa

⇒ tan2
(
w̄
2

)
= c∆t2

16∆x4 [2c1
3 − 6c1c2

2 − 4c1
2 + 4c2

2 − 2c1 + 4]− m∆t2

4∆x2 c2
2

elde edilir. Kolaylık olması açısından

l1 = −m∆t2

4∆x2 , l2 = c∆t2

16∆x4 alınırsa

w̄1 = 2arctan
(√

l1c22 + l2 [2c31 − 6c1c22 − 4c21 + 4c22 − 2c1 + 4]
)

w̄2 = 2arctan
(
−
√
l1c22 + l2 [2c31 − 6c1c22 − 4c21 + 4c22 − 2c1 + 4]

)
elde edilir. w̄1, w̄2 nin bu şekilde yazılabilmesi için tanjant fonksiyonunun tersinin mev-
cut olması gerekir. Tanjant fonksiyonunun (−π/2, π/2) aralığında tersi vardır.
Dolayısıyla −π < w < π olmalıdır. w ve k [−π/2, π/2] aralığında tanımlandığından
bu koşul sağlanır. Buradan

w1 =
2
∆t

arctan
(√

l1c22 + l2 [2c31 − 6c1c22 − 4c21 + 4c22 − 2c1 + 4]
)

w2 =
2
∆t

arctan
(
−
√
l1c22 + l2 [2c31 − 6c1c22 − 4c21 + 4c22 − 2c1 + 4]

)
elde edilir. Benzer işlemler q2 ve w için yapılırsa

⇒ tan2
(
w̄
2

)
= d∆t2

16∆x4 [2c1
3 − 6c1c2

2 − 4c1
2 + 4c2

2 − 2c1 + 4]− n∆t2

4∆x2 c2
2

bulunur. Buraya kadar yapılanlar kesikli dağılım içindi, şimdi sürekli dağılım için iş-
lemleri yapalım.

∂ttα + α1∂xxxxα + 2σ1α1a
2∂xxα = 0

∂ttβ + α2∂xxxxβ + 2σ2α2b
2∂xxβ = 0

40
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lineer sistem için dağılım analizi çözümü

α = ei(kx+wt), β = ei(k1x+w1t) şeklinde olduğu kabul edilerek bulundu.

αtt = −w2α, αxx = −k2α, αxxxx = k4α olduğu açıktır. Buradan

w2 − k2 (α2
1k

2 − 2σ1α1a
2) = 0

elde edilir. β için ise

w2
1 − k21 (α

2
2k

2
1 − 2σ2α2b

2) = 0

bulunur.

5.6. İkili NLS Denklem Sistemine Ek Yöntemin Uygulanması

(5.7) nolu ikili NLS denklemini ele alalım:

pn+1 − pn

∆t
=− α1A

∫ 1

0

[
(1− ε)qn + εqn+1

]
dε

− σ1

∫ 1

0

[
(pn)2

(
(1− ε)qn + εqn+1

)
+
(
(1− ε)qn + εqn+1

)3]
dε

− µ

∫ 1

0

[(
un+1

)2
+
(
vn+1

)2] (
(1− ε)qn + εqn+1

)
dε

=− α1A

(
1

2
qn +

1

2
qn+1

)
− σ1

[
(pn)2

(
1

2
qn +

1

2
qn+1

)
+

1

4
(qn)3 +

1

4
(qn)2 qn+1 +

1

4
q
(
qn+1

)2
+

1

4

(
qn+1

)3]
−µ
[(
un+1

)2
+
(
vn+1

)2](1

2
qn +

1

2
qn+1

)]

=− α1

2
A
(
qn + qn+1

)
− σ1

4

[
2 (pn)2 qn + 2 (pn)2 qn+1 + (qn)3 + (qn)2 qn+1 + qn

(
qn+1

)2
+
(
qn+1

)3]
− µ

2

[(
un+1

)2
qn +

(
un+1

)2
qn+1 +

(
vn+1

)2
qn +

(
vn+1

)2
qn+1

]

qn+1 − qn

∆t
= α1A

∫ 1

0

[
(1− ε)pn + εpn+1

]
dε

+ σ1

∫ 1

0

[(
(1− ε)pn + εpn+1

)3
+
(
qn+1

)2 (
(1− ε)pn + εpn+1

)]
dε

+ µ

∫ 1

0

[(
un+1

)2
+
(
vn+1

)2 (
(1− ε)pn + εpn+1

)]
dε
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=α1A

(
1

2
pn +

1

2
pn+1

)
+ σ1

[
1

4
(pn)3 +

1

4
(pn)2 pn+1 +

1

4
pn
(
pn+1

)2
+

1

4

(
pn+1

)3
+
(
qn+1

)2(1

2
pn +

1

2
pn+1

)]
+ µ

[((
un+1

)2
+
(
vn+1

)2(1

2
pn +

1

2
pn+1

)]

=
α1

2
A
(
pn + pn+1

)
+
σ1
4

[
(pn)3 + (pn)2 pn+1 + pn

(
pn+1

)2
+
(
pn+1

)3
+ 2

(
qn+1

)2
pn + 2

(
qn+1

)2
pn+1

]
+
µ

2

[(
un+1

)2
pn +

(
un+1

)2
pn+1 +

(
vn+1

)2
pn +

(
vn+1

)2
pn+1

]

un+1 − un

∆t
=− α2A

∫ 1

0

[
(1− ε)vn + εvn+1

]
dε

− σ2

∫ 1

0

[
(un)2

(
(1− ε)vn + εvn+1

)
+
(
(1− ε)vn + εvn+1

)3]
dε

− µ

∫ 1

0

[(
(pn)2 + (qn)2

) (
(1− ε)vn + εvn+1

)]
dε

= −α2A
(
1
2
vn + 1

2
vn+1

)
−σ2

[
(un)2

(
1
2
vn + 1

2
vn+1

)
+ 1

4
(vn)3 + 1

4
(vn)2 vn+1 + 1

4
vn (vn+1)

2
+ 1

4
(vn+1)

3
]

−µ
[
(pn)2 + (qn)2

) (
1
2
vn + 1

2
vn+1

)]
= −α2

2
A (vn + vn+1)

−σ2

4

[
2 (un)2 vn + 2 (un)2 vn+1 + (vn)3 + (vn)2 vn+1 + vn (vn+1)

2
+ (vn+1)

3
]

−µ
2

[
(pn)2 vn + (pn)2 vn+1 + (qn)2 vn + (qn)2 vn+1

]
vn+1 − vn

∆t
=α2Λ

∫ 1

0

(
(1− ε)un + εun+1

)
dε

+σ2

∫ 1

0

[
(1− ε)un + εun+1

)3
+
(
vn+1

)2 (
(1− ε)un + εun+1

)]
dε

+ µ
[(
(pn)2 + (qn)2

) (
(1− ε)un + εun+1

)]
dε

=α2A

(
1

2
un +

1

2
un+1

)
+ σ2

[
1

4
(un)3 +

1

4
(un)2 un+1 +

1

4
un
(
un+1

)2
+

1

4

(
un+1

)3
+
(
vn+1

)2(1

2
un +

1

2
un+1

)]
+ µ

[(
(pn)2 + (qn)2

)(1

2
un +

1

2
un+1

)]
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=
α2

2
A
(
un + un+1

)
+
σ2
4

[
(un)3 + (un)2 un+1 + un

(
un+1

)2
+
(
un+1

)3
+ 2

(
vn+1

)2
un + 2

(
vn+1

)2
un+1

]
+
µ

2

[
(pn)2 un + (pn)2 un+1 + (qn)2 un + (qn)2 un+1

]
olarak bulunur ve jakobiyen aşağıdaki şekilde hesaplanır:

J =


I 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 I

+


0 −a1A 0 0
a1A 0 0 0
0 0 0 −a2A
0 0 a2A 0



+a3


0 −2 (pn)2 − (qn)2 0 0

(pn)2 + 2pnpn+1 4qn+1pn 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



+a3


0 −2qnqn+1 − 3 (qn+1)

2
0 0

3 (pn+1)
2
+ 2 (qn+1)

2
4qn+1pn+1 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0



+a4


0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 −2 (un)2 − (vn)2

0 0 (un)2 + 2unun+1 4vn+1un



+a4


0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 −2vnvn+1 − 3 (vn+1)
2

0 0 3 (un+1)
2
+ 2 (vn+1)

2
4vn+1un+1



+a5


0 − (un+1)

2 − (vn+1)
2 −2un+1qn −2vn+1qn

(un+1)
2
+ (vn+1)

2
0 2un+1pn 2vn+1pn

0 0 0 − (pn)2 − (qn)2

0 0 (pn)2 + (qn)2 0



+a5


0 0 −2un+1qn+1 −2vn+1qn+1

0 0 2un+1pn+1 2vn+1pn+1

0 0 0 0
0 0 0 0


Burada

a1 =
α1∆t
2

, a2 = α2∆t
2

, a3 = σ1∆t
4

, a4 = σ2∆t
4

, a5 = µ∆t
2

43
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şeklindedir.

5.7. Lineer Olmayan Güçlü İkili Schrödinger Denklemi

u = p+ iq, v = µ+ iξ olmak üzere u, v kompleks fonksiyonlar,

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x),
u (xL, t) = u (xR, t) , v (xL, t) = v (xR, t) , t > 0
başlangıç ve sınır koşulları olmak üzere lineer olmayan güçlü ikili Schrödinger denk-
lemi (SCNLS) aşağıdaki şekildedir [36].

iut + βuxx + [α1|u|2 + (α1 + 2α2) |v|2]u+ γu+ Γv = 0
ivt + βvxx + [α1|v|2 + (α1 + 2α2) |u|2] v + γv + Γu = 0

(5.46)

Burada u(x, t) ve v(x, t) uzaysal koordinat x’in karmaşık değerli fonksiyonları, t za-
man, β, α1, α2, γ,Γ reel sabitlerdir.

Burada β parametresi grup hız dağılımını tanımlar ve α1 ile orantılı terim çift kırılmalı
ortamlarda darbeler için bir sinyalin kendi kendine odaklanmasını tanımlar. Lineer ol-
mayan bağlantı veya çapraz modülasyon parametresi α = α1 + 2α2, çözümün her bir
bileşeninin diğer bileşenden nasıl etkilendiğini açıklar. γ sabiti, normalleştirilmiş çift
kırılma olarak adlandırılan ortam potansiyelidir. Γ parametresi, doğrusal çift kırılma
olarak da adlandırılan doğrusal bağlantı parametresidir.

SCNLS, matematiksel fizik, doğrusal olmayan optik, plazma fiziği ve biyolojik yapıla-
rın birçok probleminde kapsamlı bir uygulamaya sahiptir.

SCNLS denkleminde α2 = 0 için Monakov modeli tamamen integrallenebilirdir. Ay-
rıca, α2 = γ = Γ = 0 durumu için ters saçılma dönüşümü yoluyla analitik çözümler
mevcuttur.

5.8. Lineer Olmayan Güçlü İkili Schrödinger Denklemine Ek Yöntemin Uygulan-
ması

SCNLS denklemi, reel değerli denklemlerin bir sistemi olarak yazılabilir:

pt + βqxx + [α1 (p
2 + q2) + α (µ2 + ξ2)] q + γq + Γξ = 0

−qt + βpxx + [α1 (p
2 + q2) + α (µ2 + ξ2)] p+ γp+ Γµ = 0

µt + βξxx + [α1 (µ
2 + ξ2) + α (p2 + q2)] ξ + γξ + Γq = 0

−ξt + βµxx + [α1 (µ
2 + ξ2) + α (p2 + q2)]µ+ γµ+ Γp = 0

(5.47)

Bu denklemler, z = (p, q, µ, ξ) faz uzayında sonsuz boyutlu bir Hamiltonian sistemini
temsil eder.
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S =


0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 (5.48)

zt = S−1 δH

δz

Burada Hamiltonian sistem

H =

∫
Ω

{
W − β

2

[(
∂q

∂x

)2

+

(
∂p

∂x

)2

+

(
∂ξ

∂x

)2

+

(
∂µ

∂x

)2
]}

dx (5.49)

W = α1

4

[
(p2 + q2)

2
+ (µ2 + ξ2)

2
]
+ α

2
(p2 + q2) (µ2 + ξ2)

+γ
2
(p2 + q2 + µ2 + ξ2) + Γ(µp+ ξq)

(5.50)

Buradan diskrit Hamiltonian sistem

H̄ =
n−1∑
i=1

α1

4

[(
p2i + q2i

)2
+
(
µ2
i + ξ2i

)2]
+
α

2

(
p2i + q2i

) (
µ2
i + ξ2i

)
+
γ

2

(
p2i + q2i + µ2

i + ξ2i
)
+ Γ (µipi + ξiqi)−

β

2

[(
qi+1 − qi

∆x

)2

+

(
pi+1 − pi

∆x

)2

+

(
µi+1 − µi

∆x

)2

+

(
ξi+1 − ξi

∆x

)2
]

(5.51)

elde edilir.Yarı ayrık Hamiltonian sistem

pt = −α1q (p
2 + q2)− αq (µ2 + ξ2)− γq − Γξ + βAq

qt = α1p (p
2 + q2) + αp (µ2 + ξ2) + γp+ Γµ− βAp

µt = −α1ξ (µ
2 + ξ2)− αξ (p2 + q2)− γξ − Γq + βAξ

ξt = α1µ (µ
2 + ξ2) + αµ (p2 + q2) + γµ+ Γp− βAµ

olmak üzere, bu sisteme ek yöntemi uygularsak aşağıdaki sonuçları elde ederiz:
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pn+1 − pn

∆t
=− α1

4

[
2qn (pn)2 + 2qn+1 (pn)2 + (qn)3 + (qn)2 qn+1 + qn

(
qn+1

)2
+
(
qn+1

)3]
− α

2

[
qn
(
µn+1

)2
+ qn

(
ξn+1

)2
+ qn+1

(
µn+1

)2
+ qn+1

(
ξn+1

)2]
− γ

2

(
qn + qn+1

)
− Γξn+1 + βA

(
1

2
qn +

1

2
qn+1

)

qn+1 − q

∆t
=
α1

4
[pn)3 + (pn)2 pn+1 + pn

(
pn+1

)2
+
(
pn+1

)3
+ 2pn

(
qn+1

)2
+ 2pn+1

(
qn+1

)2]
+
α

2

[
pn
(
µn+1

)2
+ pn

(
ξn+1

)2
+ pn+1

(
µn+1

)2
+ pn+1

(
ξn+1

)2]
+
γ

2

(
pn + pn+1

)
+ Γµn+1 − βA

(
1

2
pn +

1

2
pn+1

)

µn − µn

∆t
=− α1

4

[
2ξn (µn)2 + 2ξn+1 (µn)2 + (ξn)3 + (ξn)2 ξn+1 + ξn

(
ξn+1

)2
+
(
ξn+1

)3]
− α

2

[
ξn (pn)2 + ξn (qn)2 + ξn+1 (pn)2 + ξn+1 (qn)2

]
− γ

2

(
ξn + ξn+1

)
− Γqn + βA

(
1

2
ξn +

1

2
ξn+1

)

ξn+1 − ξn

∆t
=
α1

4

[
(µn)3 + (µn

)2
µn+1 + µn(µn+1

)2
+
(
µn+1

)3
+ 2µn

(
ξn+1

)2
+ 2µn+1

(
ξn+1

)2]
+
α

2

[
µn (pn)2 + µn (qn)2 + µn+1 (pn)2 + µn+1 (qn)2

]
+
γ

2

(
µn + µn+1

)
+ Γpn − βA

(
1

2
µn +

1

2
µn+1

)

bulunur ve jakobiyen aşağıdaki şekilde elde edilir :

J =


I 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 I

+


0 a · A 0 0

−a · A 0 0 0
0 0 0 a · A
0 0 −a · A 0



+b


0 −2 (pn)2 − (qn)2 0 0

(pn)2 + 2pnpn+1 4pnqn+1 0 0

0 0 0 −2 (µn)2 − (ξn)2

0 0 (µn)2 + 2µnµn+1 4µnξn+1



+b


0 −2qnqn+1 − 3 (qn+1)

2
0 0

3 (pn+1)
2
+ 2 (qn+1)

2
4pn+1qn+1 0 0

0 0 0 −2ξnξn+1 − 3 (ξn+1)
2

0 0 3 (µn+1)
2
+ 2 (ξn+1)

2
4µn+1ξn+1


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+c


0 −(µn+1)

2 − (ξn+1)
2 −2qnµn+1 − 2qn+1µn+1 −2qnξn+1 − 2qn+1ξn+1

(µn+1)
2
+ (ξn+1)

2
0 2pnµn+1 + 2pn+1µn+1 2pnξn+1 + 2pn+1ξn+1

0 0 0 − (pn)2 − (qn)2

0 0 (pn)2 + (qn)2 0



+d


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

+ e


0 0 0 −1
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0


Burada

a =
β

2
, b =

α1

4
, c =

α

2
, d =

γ

2
, e = Γ

şeklindedir.

5.9. Lineer Olmayan Güçlü İkili Schrödinger Denklemine Bölünmüş Ortalama
Vektör Alanı Yönteminin Uygulanması

iut + βuxx + [α1|u|2 + (α1 + 2α2) |v|2]u+ γu+ Γv = 0
ivt + βvxx + [α1|v|2 + (α1 + 2α2) |u|2] v + γv + Γu = 0

olmak üzere SCNLS denkleminin başlangıç ve sınır koşulları aşağıdaki şekildedir [37].

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x)

u (xL, t) = u (xR, t) , v (xL, t) = v (xR, t) , t > 0

Burada u(x, t) ve v(x, t) uzaysal koordinat x’in karmaşık değerli fonksiyonları, β, α1, α2, γ,Γ
reel sabitlerdir.

SCNLS sistemi reel değerli denklemlerin bir sistemi olarak yazılabilir:

u = p+ iq, v = µ+ iξ

olmak üzere

pt + βqxx + [α1 (p
2 + q2) + α (µ2 + ξ2)] q + γq + Γξ = 0

−qt + βpxx + [α1 (p
2 + q2) + α (µ2 + ξ2)] p+ γp+ Γµ = 0

µt + βξxx + [α1 (µ
2 + ξ2) + α (p2 + q2)] ξ + γξ + Γq = 0

−ξt + βµxx + [α1 (µ
2 + ξ2) + α (p2 + q2)]µ+ γµ+ Γp = 0
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olarak yazılır. Bu denklemler, z = (p, q, µ, ξ) faz uzayında sonsuz boyutlu bir Hamilto-
nian sistemini temsil eder.

zt = S−1 δH
δz
, S =


0 1 0 0

−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0



Burada Hamiltonian aşağıdaki şekildedir:

H =

∫
Ω

{
W − β

2

[(
∂q

∂x

)2

+

(
∂p

∂x

)2

+

(
∂ξ

∂x

)2

+

(
∂µ

∂x

)2
]}

dx

W = α1

4

[
(p2 + q2)

2
+ (µ2 + ξ2)

2
]
+ α

2
(p2 + q2) (µ2 + ξ2)

+γ
2
(p2 + q2 + µ2 + ξ2) + Γ(µp+ ξq)

Buradan diskrit Hamiltonian

H̄ =
n−1∑
i=1

α1

4

[(
p2i + q2i

)2
+
(
µ2
i + ξ2i

)2]
+
α

2

(
p2i + q2i

) (
µ2
i + ξ2i

)
+
γ

2

(
p2i + q2i + µ2

i + ξ2i
)
+ Γ (µipi + ξiqi)−

β

2

[(
qi+1 − qi

∆x

)2

+

(
pi+1 − pi

∆x

)2

+

(
µi+1 − µi

∆x

)2

+

(
ξi+1 − ξi

∆x

)2
]

(5.52)

şeklindedir. Yarı ayrık Hamiltonian sistem ise

pt = −α1q (p
2 + q2)− αq (µ2 + ξ2)− γq − Γξ + βAq

qt = α1p (p
2 + q2) + αp (µ2 + ξ2) + γp+ Γµ− βAp

µt = −α1ξ (µ
2 + ξ2)− αξ (p2 + q2)− γξ − Γq + βAξ

ξt = α1µ (µ
2 + ξ2) + αµ (p2 + q2) + γµ+ Γp− βAµ

şeklindedir.
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6. SONUÇ

Tez çalışmasında Schrödinger denklemleri üzerine araştırma yapılmıştır. Schrödinger
denklemlerinden CNLS ve SCNLS sistemleri ele alınmıştır. Araştırmalarda CNLS’e
PAVF, PAVF-C, PAVF* yöntemlerinin, SCNLS’e PAVF-C ve PAVF* uygulanmadığı
tespit edilmiştir. Daha önce yapılan çalışmalarda bu yöntemlerin AVF yöntemine ben-
zer olarak enerjiyi koruduğu bunun yanısıra ele alınan örneklerde yakınsamanın daha
iyi olduğu gösterilmiştir [36]. Çalışmalardan elde edilen başka bir sonuçta yöntemlerin
bilgisayar ortamında farklı sürelerde ve hassaslıkta sonuçlar verdiğidir.
Bu çalışmada ise CNLS’e ilk defa PAVF, PAVF-C, PAVF* yöntemleri uygulanmış, da-
ğılım analizi yapılmıştır. Ayrıca SCNLS’e ilk defa PAVF-C, PAVF* yöntemleri uygu-
lanmıştır.
Bundan sonraki çalışmalarda bu sistemlerin MATLAB yardımıyla çözümlerini elde et-
mek istiyoruz.
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