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Bu tezde lineer olmayan ikili Schrodinger denklemi ve lineer olmayan gii¢lii ikili Sch-
rodinger denkleminin yap1 koruyan yontemlerle ¢6ziimii ele alinmistir. Lineer olmayan
ikili Schrodinger denklemine boliinmiis ortalama vektor alan1 yontemi ve ek yontem ilk
kez uygulanmigtir. Dagilim analizi yapilmistir. Lineer olmayan giiglii ikili Schrodinger
denklemine ek yontem ilk kez uygulanmistir. Bu ¢alismada ayrica boliinmiis ortalama
vektor alan1 yontemi ve ek yontemin hangi denklemlere uygulandig1 arastirilmis ve bu
sistemler ele alinmistir.
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ABSTRACT

Solution of Coupled Nonlinear Schrodinger and Strongly Coupled Nonlinear
Schrodinger Equations with Structure Preserving Numerical Methods

Pelin SAYLAN
MSc. Thesis in Department of Mathematics and Computer Science.
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Canan AKKOYUNLU
JANUARY 2022, 52 pages

In this thesis the solutions with structure preserving methods of coupled nonlinear
Schrodinger equation and strongly coupled nonlinear Schrodinger equation are dis-
cussed. This is the first time that the divided average vector field method and adjoint
method are used for the coupled nonlinear Schrodinger equation. Distribution analysis
is done. And again, this is the first time that the adjoint method is used for the strongly
coupled nonlinear Schrodinger equation. Also in this thesis, to which equations the di-
vided average vector field method and adjoint method are used for are researched and
this systems are discussed.
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GIRIS P. SAYLAN

1. GIRIS

Cevremizde karsilastifimiz bazi fiziksel olaylar1 anlamlandirmak icin lineer olmayan
diferansiyel denklemlerden yararlaniriz. Kismi tiirevli diferansiyel denklemler uygula-
mal1 matematik alanindaki bir ¢cok problemi ifade etmemizi saglar. Ancak miihendislik,
matematik, fizik alanlarinda karsilagilan lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denk-
lemlerin analitik ¢6ziimleri baz1 durumlarda bulunamayabilir. Bu tarz denklemlerin ¢o-
ziimiinde niimerik yontemler yaklasik sonuglarin hesaplanmasinda olduk¢a dnemlidir.
Bir ¢ok arastirmaci son yillarda lineer olmayan diferansiyel denklemler iizerine calis-
malara agirlik vermekte, bu denklemlerin ¢6ziim yontemlerini inceleyip yeni ¢6ziim
yontemleri kesfetmektedirler. Yapilan arastirmalarda 6zellikle kismi tiirevli denklemler
incelenmis ve solitonlar ile ilgili caligmalar yapilmistir. Son yillarda yap1 koruyan yon-
temlerle ilgili caligmalara agirlik verilmistir. Yapilan ¢alismalarda diferansiyel denklem
enerji, hiz, simplektiklik ve simetrinin korunmasi gibi ¢esitli geometrik 6zellikleri ko-
ruyor ise kullanilan yontemin uygun oldugu ifade edilmektedir.

20. yiizyilin baglarinda yapilan deneysel ¢alismalar atom molekiillerinin dogada dalga
gibi davranis sergiledigini One siirdii. Buradan yola ¢ikilarak atom molekiillerinin dav-
ranigini bir dalga denklemiyle agiklanabilecegi fikri ortaya atildi. Boyle bir denklemi
yazan tek Kisi Schrodinger oldu. Ozdeger(eigenvalue) metodu olarak tanimlanan ve Fo-
urier tarafindan bulunan bu metod denklemin ¢6ziimiiniin temelini olusturmustur.

Lineer olmayan Schrédinger denklemi (NLS), kuantum mekaniginde pargaciklarin her-
hangi bir andaki konumlarini ve serbest enerji seviyelerini bulmak igin, fizikte elektrik
alan ve transistorlerin mekanizmasinda, kimyada modern atom kuramlarinda, ortalama
bag uzakliklari, dipol ve moment hesaplarinnda kullanilir.

Benney ve Newell 1967 yilinda NLS denklemini zayif dalga paketlerinde kullanilan
bir yontem olarak agikladilar [1]. Zakharov, 1968 yilinda yapilan eski ¢alismalardan
bagimsiz olarak NLS denklemini yeniden kesfetti [2]. 1971 yilinda Hirota integralle-
nebilir lineer olmayan evoliisyon denklemlerine coklu soliton ¢dziim 6neren yontemi
buldu [3]. Bu yontemin Hirota’nun 1972 ve 1973 yillarinda yaptig1 ¢caligmalarla KdV
ve NLS tarzindaki denklemlerde ¢ok basarili oldugu ve N-soliton ¢oziimlerin genelles-
tirilerek elde edildigi anlagildi [4, 5]. 1972 yilinda Zakharov ve Shabat *Ters Sacilim
Yontemi’'ni gelistirdi. Ters Sagilim Yontemi giiclii bir yontem olmasina ragmen Hirota
yontemi daha iglevsel bir yontem olmustur. Bu yontemin avantaji cebirsel oldugu i¢in
denklem ¢6ziimiinde hiz kazandirir [6]. Ablowitz ve Ladik 1975 yilinda yaptiklar ¢a-
lismada NLS i¢in *Sonlu Fark Yontemi’ni gelistirdiler [7]. 1980 yilinda Hirota bilineer
forma doniistiirme konusunda detayli calismalar yiirtitmiistiir [8]. 1986 yilinda Herbst
ve Weidemann NLS denklemi icin parcalara ayirma metodunun analizini yaptilar [9].
Ayni y1l Overman ve arkadaglar1 denklemin cesitliligini hesaplayan bilgisayar kodlar1
iirettiler [10].

Bu ¢alismada lineer olmayan ikili Schrodinger denklemine boliinmiis ortalama vek-
tor alan1 yontemi ile ek yontem uygulanmistir. Lineer olmayan giiclii ikili Schrodinger
denklemine ek yontem uygulanmigtir. Calisma alti boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde genel bir literatiir 6zetine yer verilmisgtir.

Ikinci boliimde diferansiyel denklemin tanimi ve temel kavramlar verilmistir.

1
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Uciincii boliimde Hamiltonian sistemler ile ilgili bilgi verilmistir.

Dordiincii boliimde enerji koruyan sayisal yontemlerden olan Ortalama Vektor Alani
Yontemi, Boliinmiis Ortalama Vektor Alant Yontemi ve Ek Yontem ile ilgili bilgi veril-
mistir.

Besinci boliimde Lineer Olmayan Ikili Schrodinger Denklemi ve bu denkleme béliin-
miis ortalama vektor alan1 yontemi ile ek yontemin uygulanmasina dair bilgiler verilmis-
tir. Dagilim analizi yapilmstir. Ayrica Lineer olmayan giiclii Ikili Schrodinger denklemi
ile ilgili bilgi verilip denkleme ek yontem uygulanmistir.

Altinci boliimde tezde elde edilen sonuglar 6zetlenmistir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Lineer Denklem Sistemi
Tanim 2.1. a;,b € R ve x1, x9, ..., z,, degiskenler olmak iizere,

a1x1 + agxs + -+ - +apxr, =0

seklindeki bir ifadeye lineer denklem denir.

Tanim 2.2. by, by, ..., b, ve a;; € R(1 <i <m,1<j<n),x,2s,.., 2, bilinmeyen-
ler olmak iizere;

a11°01 + A12T2 + - - - + A1 Ty = b
2121 + A22To + -+ - + G2p Ty = by
Am1T1 + Qo + -+ - + Ay, = bm

seklinde verilen bir ifadeye n bilinmeyenli m denklemden olusan bir lineer denklem
sistemi denir.

Bu denklem sistemi kisaca

n
Zaijmj:bi, 1§z§m
j=1

seklinde ifade edilebilir.

Eger verilen sistemde b = [by, ..., bm]T stitun vektorii sifir ise sisteme homojen lineer
denklem sistemi denir. Asagidaki sekilde gosterilir.

a1 + a12T9 + -+ A1pTn = 0
2171 + a2y + -+ + agpr, = 0
Am1T1 + Qpale + -+ + AppZyy, = 0
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Tanim 2.3. m denklem ve n bilinmeyenden olusan

a111 -+ 122 + -+ 1Ty
A21%1 + A22To + -+ - + Q2p Ty

Am1T1 + Am2T2 + -+ Amndn

lineer denklem sistemini géz Oniine alalim.

by
by

by

x1,Xs, ..., T, bilinmeyenleri, a ve b ler ise

sabitleri ifade etmek iizere lineer denklem sistemi matrislerle asagidaki sekilde ifade

edilebilir.
a1 a12 a1n X1 by
ag)  aA22 agn X9 b
] . . = 4 — AX =B
Aml  Am2 Amn Xn bm

X matrisi |A] # 0 olmak tizere su sekilde bulunur:
X=A"'B
2.2. Diferansiyel Denklemler

Tanim 2.4. Bir fonksiyon ve bu fonksiyonun tiirevlerinden olusan esitlige diferansiyel
denklem denir.

y' =5y +dy=u
esitligi bir diferansiyel denklem Ornegidir.

Diferansiyel denklem iizerindeki en yiiksek mertebeli tiirev, o denklemin mertebesini
belirler. Ornegin,

Yy +y=06x+4ve (24 e")y = e* Y birinci mertebeden,

y" + 16y = 0 ve 3y — 4y + 6y = x ikinci mertebeden,

y" — 4y" + x*y’ — y = x liciincii mertebeden diferansiyel denklemlerdir.

Bir diferansiyel denklemde y, 3/, y” ... yerine, bir y=f(x) ve bunun [’ (z), f” (x), ...

tiirevleri konuldugunda denklem 6zdes olarak gerceklenirse, y = f (z) diferansiyel
denkleminin bir ¢6ziimii olur.
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2.3. Lineer Diferansiyel Denklem Sistemi

Adi diferansiyel denklem sistemi bir bagimsiz degisken, bu bagimsiz degiskene bagl
bir bagimli degisken ve belirli mertebeye kadar olan tiirevleri arasinda kurulmus m tane
bagintidan olusan sistem olarak ifade edilir. Sistemdeki bagintilar dikkate alinacagindan
bu sekildeki sistemler Simultane Diferansiyel Denklem Sistemi olarak adlandirilir.

s bagimsiz degisken olmak iizere y; = y1(s),y2 = y2(S), ..., Ym = Ym(s) m tane farkh
fonksiyon ele alinsin. Fonksiyonlar, bunlarin belirli bir mertebeye kadar tiirevlerini ve
ayrica bagimsiz degiskeni iceren asagidaki m tane bagintiya lineer diferansiyel denklem
sistemi denir.

fl(saylayllayila """ 7ymay1/n>y7/7/1)

0
fQ(Saylayllvyila ---- 7ymyy:n7y;7/1) 0

fm(saylayiayllla """ 7ym7y1ln7yzz) =0
2.1
2.4. Lineer Diferansiyel Operator (LDO)

Ikinci mertebeden LDO su sekilde ifade edilir:

~ d? d

L =bo() s + bi(2) 7 + ba(w)

u,v € C*(I) ve sy, sy € C olmak iizere

i(slu + s90) = sy Lu + sy Lv
gerceklenir. Bu durumda L lineer operatordiir [[11].
2.5. Siiperpozisyon Ilkesi
Homojen lineer diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinin lineer birlesimi de bir ¢6ziim-
diir. v ve v fonksiyonlari i¢in Lu=0,Lv=0 oluyorsa s; ve so herhangi sabitler olmak
lizere

E(slu + s90) = siLu+ syLv =0

sonucu elde edilir. Yukaridaki esitlige siiperpozisyon ilkesi denir [12].
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2.6. Ikinci Mertebeden Simir Deger Problemi

ozlw(&) + ﬁlw(d) =M agw(g) + /BQUJ(E) = 2 (22)
siir kogullari ile

W' + R(z)w' + T(z)w = ¢(x) (2.3)
ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklem bir lineer sinir deger problemi olusturur.
Denklemde yer alan R(z), T'(x) ve ¢ (x), [a, b] arah@inda siirekli ve vy, v, 51, B2, 71,72 €
Rve a? + 2 # 0 ve a3 + B2 # 0 dir [T
Tanim 2.5. (2.2)-(2.3) sinir deger problemine ¢(x) = 0 ve ;3 = 72 = 0 olmasi duru-
munda homojen sinir deger problemi denir. Aksi durumda homojen olmayan sinir deger
problemi olarak adlandirilir.
Denklem

w" + R(z)w' +T(zx)w =0 (2.4)
olmak tizere

oqw(a) + frw(a) =y agw(b) + Bow(b) = 7, (2.5)
sinir kosullari ile homojen sinir deger problemi ifade edilir.
Not:
w(zx) = 0 ¢oziimil agikar(trivial) ¢6ziim olarak ifade edilir ve her zaman homojen sinir
deger probleminin bir ¢6ziimiidiir. (w(z) # 0) olacak sekilde ¢oziimler asikar olmayan
cOziimler olarak adlandirilir.
Teorem 2.6. (2.4)-(2.5) probleminin sadece asikar ¢oziimiiniin olmast icin gerek ve ye-
ter sart (2.2)-(2.3) probleminin tek ¢oziime sahip olmasidtr.
En cok rastlanan sinir kosullart:

1. Periyodik sinir kogullart:

w(—L) =w(L) w'(—L) = w'(L)

2. Ayrilabilir sinir kosullari:

frw(p) + ayw(p) =0 Paw(s) + avw(s) =0
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3. Dirichlet sinir kosullart:

w(p) = ¢ w(s) = ¢g

4.Neumann sinir kosullar::

2.7. Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler

Tanmm 2.7. U : R* — R olmak iizere U = F(xy,23, ..., Tp, ..., T,) biciminde

tanimlanan n tane bagimsiz degiskene bagl U fonksiyonunun diger degiskenler sabit

tutularak herhangi bir degiskenin Az, degisimine karsilik fonksiyonun degisim hiz1 ,
AU F(z1,29,...,%m + ATy, y) — F (21,22, ., Ty o5 Tpy)

= 2.
Az, Az, (2.6)

Burada Ax,, = h diyelim. Eger (2.6) denkleminin sag tarafindaki limit mevcut ise,

ou

:hmh_}OF(asl,xg,...,;L’erhl,...,xn)—F(xl,xg,...,xn,...,xn)
0xm h

2.7)

ifadesine U = F' (xy,29,...,Zpm,...,T,) fonksiyonunun z,, degiskenine gore kismi
tiirevi denir.

Tanim 2.8. En az iki bagimsiz ve en az bir bagimli degisken ile bagimli degiskenin ba-
Simsiz degiskenlere gore birinci veya daha fazla mertebeden kismi tiirevlerinden olusan
denklemlere kismi tiirevli diferansiyel denklemler denir.

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin genel formu; =1, x5, 73, ..., ,, bagimsiz degis-
kenler olmak iizere ve

B ou ou ou

= — ... U, =
" Oz,

U. — —
Oy o Qxy

U bagiml degiskenin kismi tiirevlerini gostermek iizere,

F(xy, 20,0 20, Up Uy oo Usy s Uy s Uiy o) = 0

seklindedir.
2.8. Lineer Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler

Bagimli degiskenlerin ve bunlarin bagimsiz degiskenlere bagl kismi tiirevlerinin katsa-
yilarinin bagimsiz degiskenlerin kiimesi iizerinde tanimli birer fonksiyon oldugu kismi

7
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tiirevli diferansiyel denklemlere lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemler denir.
Asagida iki bagimsiz ve bir bagimli degiskenden olusan, sirasiyla birinci ve ikinci mer-
tebeden lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemler verilmistir:

P(z,y)u, + Q(x,y)uy + R(z,y)u = S(x,y)
A, Y)Uge +2B(x, Y) gy + C(x, y)tyy + D(z, y)us + E(x, y)uy + F(z, y)u = G(z,y)
2.9. Taylor Teoremi

Taylor teoremi, Niimerik Analizde ve bilimsel hesaplamalarin sayisal algoritmalarinda
kargimiza ¢ikan C™|[a, b]’deki fonksiyonlari ilgilendiren 6nemli bir teoremidir.

Teorem 2.9. Eger f € C"[a,b] ve (a,b) actk araliginda ™' mevcut ise bu durumda
la, b] kapali araligindaki herhangi c ve x noktalart icin

n k)
f(z) :ka ( )(x—c)k+En(:U) (2.8)

dir.

Burada ¢ ve z arasindaki bazi ( ler i¢in hata terimi;

1
(n+1)!

En(z) = FUE) (@ = o)
dir.

Burada ¢ , x ve c nin 0zel degerlerine bagh olarak yac < ( < zyadax < ¢ < cdir
[13].
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2.10. Sonlu Farklar Yontemi

¥ A
u_lc.—lllf:—l.h]"! EﬁiIﬂi
-~
~ .
2§ xo) egmi
"x
u (xo+ h) ~ o
U {xg + k) —U{xy)
u {Iul] ---IIJIIIFI:---- —-;‘-r R -

2 L
F |

PR o i
! i
i i
i i
S . - > %

Xg— h Xg Xp + h
Sekil 2.1: Tiirev tanimi1
7(z) = da(z) _ . a(@) —a(z)
dz z2—21-0 Ty — T3

Metod, bir diferansiyel denklemin tanim bolgesinin sonlu miktarda 1zgara noktalarina
boliinerek, her bir 1zgara noktasindaki tiirevleri yerine yaklasimin yazilmasi olarak ifade
edilebilir. Diferansiyel denklem cebirsel denklem olarak yazilmis olur. Taylor serileri bir
degisken iceren ifadelerin sonlu fark yaklasimlarini elde etmek icin kullanilir.

b—a -

m bir pozitif tamsay1, h = olarak alinsin. Burada [a, b] tanim araligidur.

zi=a+jh, j=0,1,2,....m (2.9)

olarak ifade etti§imiz x;’ler par¢alanma noktalaridir.
Kendisi ve tiirevleri tanim aralig1 tizerinde siirekli U () fonksiyonunu ele alalim.
U(z; + h) ve U(x; — h) ifadelerinin z; nokatasindaki Taylor agilimlar

h3 -

. B2
o7 e (22), - (2.10)

9
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-~ ~ ~ h? - h? -

U, (;) = Ul + h})l — Ul O(h) = % + O(h), (2.12)
0, () = L) = g(‘“ —M L om) - % +0(h), (2.13)

(2.12) yaklasimu ileri farklar olarak adlandirilirken (2.13) yaklasimi geri farklar olarak
ifade edilir. Yaklagimlarda fark edildigi iizere, seri belli yerden sonra devam ettirilme-
mistir. Bundan dolay1 bir hata meydana gelecektir. O(h) olarak ifade edilen hatalar se-
rinin alinmadig ilk terime gore incelenir.

(2.12)’den (2.13) esitligi cikarilir ve gerekli sadelesmeler yapilirsa merkezi fark yakla-
sim1 olarak ifade edilen su esitlik elde edilir:

02 = Ul(x; + h)2—hU(fEi —h) + oY)

+ O(h?) (2.14)

Toplama islemi yapilirsa asagida yer alan ikinci tiirev i¢in yaklagimlar bulunur:

0, () = U(z; +h) —2Uh(23:i) +U(x; —h) L o)

- Uy — 2U; + U,
Upo ;) = = h2+ L+ 0(h?) (2.15)

Ayrica Taylor serileri iki degiskenli fonksiyonlar i¢in sonlu fark yaklagimlarini bulmak
10
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istedigimizde de kullanilir.

S
|
Y

a<zr< l~), a<y< b, h=— k= ]_Va olarak alinsin. Burada N ve M pozitif

tamsayilardir. Ayrica s = a + sh, s =0, 1,...,N, yr=a+rk, r=20,1,... M
olarak parcalanma noktalarini dikkate alalim. = ve y degiskenine gore sonlu fark yakla-
simlar1 su sekilde elde edilir:

Uiy — Uiy
Un(i,y) = ——4——=+ O(h), (2.16)
U, U;_
Uy (1, ;) = —22 - Y4 O(h), (2.17)
Uiy — Uiy
U (i, i) = % +O(h?), (2.18)
.g#,'+1
42+ !+ é’+_ i
i=1j i,j i+1,j
T v
-47.1*1 T
Ax < X

Sekil 2.2: Diigiimlerin tablo seklinde gosterimi

2.11. Lineer Olmayan Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler

Lineer Olmayan Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler, fiziksel denklemlerin matema-
tiksel modellenmesinde ve doganin temel kanunlarinin formiillendirilmesinde siklikla
kullanilir. x ve y bagimsiz degiskenler olmak iizere birinci mertebeden lineer olmayan
kismi tiirevli diferansiyel denklem genel olarak;

F(z,y,u,uz,uy) =0

seklindedir. = ve y bagimsiz degiskenler olmak iizere ikinci mertebeden lineer olmayan
kismi tiirevli diferansiyel denklem genel olarak

F(z,y,u, up, Uy, Uy, Ugy, Uyy) = 0

11
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seklindedir. Benzer sekilde yiiksek mertebeden lineer olmayan kismi tiirevli diferensiyel
denklemler yazilabilir. Genel olarak bu denklemler

Lyu(z) = f(x) (2.19)

seklinde operator formunda yazilabilir. Burada L, lineer olmayan kismi tiirevli diferan-
siyel denklem operatorii, f(z), iki ya da daha fazla x = (x,y, . ..) bagimsiz degiskenine
sahip fonksiyondur. Ayrica f(z) = 0 ise (2.19) denklemi lineer olmayan homojen kismi
tiirevli diferansiyel denklem ve f(x) # 0 ise (2.19) denklemi lineer olmayan ve homo-
jen olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem olarak ifade edilir.

Ornek:

u; — kug, = 01s1 denklemi homojen olup

up + uu, = f(x,t) denklemi (u > 0 ve f(x,t) bilinen bir fonksiyon olmak iizere)
homojen olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemdir.

Asagida baz1 6nemli kismi tiirevli diferansiyel denklem modelleri verilmisgtir [[14].

1) Advection Denklemi

ur + uu, = f(z,t)

2) Burgers Denklemi

U + ULy = AUy,

3) Korteweg-de Vries Denklemi (KdV)

U + Uy + DUy, = 0

4) Modifiye KdV (mKdV) Denklemi

Uy — 6uUy + Uy = 0

5) Boussinesq Denkelmi

Ut — Ugz + 3 (u2)$x — Ugge = 0

6) Sine-Gordon Denklemi

Upr — Upy = QSINU

7) Sinh-Gordon Denklemi

Uy — Uypy — asinh u

12
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8) Liouville Denklemi

Upp — Upy = €T

9) Fisher Denklemi

up = Dugy +u(l —u)

10) Kadomtsev-Petviashvili (KP) Denklemi
(u + quuy + bugyy), + tyy =0

11) K(n, n) Denklemi

w+a@), +b@"),=0 n>1

12) Lineer Olmayan Schrodinger Denklemi (NLS)
Uy + Uge + y|ulPu =0

13) Camassa-Holm Denklemi (CH)

Ut — Uggt + QU + 3UUy = 2UpUgy + Ulprs

14) Degasperis-Procesi Denklemi

Up — Uppt + QUL + dUUy = SUgUpy + Ulgry

13
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3. HAMILTON SISTEMLER

Yiizyillar boyunca insanoglunun amaci dogay1 anlamlandirmaya ¢alismak olmustur. Bu
anlam arayisinda en biiyiik yardimcilart matematik ve fiziktir. Fizigin amaci doganin
genel analizini yapmak, matematigin amaci ise dogayr denklemler yardimiyla modelle-
mektir.

Fizik, modern fizik ve klasik fizik olmak iizere ikiye ayrilir. Modern fizik kuantum ve
rolativistik mekanik ilkeleriyle ¢alisirken, klasik fizik klasik mekanik ilkeleri ile ¢alisir.
Klasik mekanigin konusu cisimlerin hareketleri ve onlara etki eden kuvvetlerdir. Rolati-
vistik mekanigin konusu makro diizeyde 151k hizina yakin hizlardaki sistemler, kuantum
mekaniginin konusu ise mikro diizeyde cisim veya parcacaciklarin hareketidir.

Mekanik, cisimlerin duragan halini veya kuvvet etkisi altindaki hareketlerini inceler.
Mekanik; dinamik, statik, kinematik olmak iizere iice ayrilir [15].

Dinamik, cisimlerin ¢esitli kuvvetler altinda hareketlerindeki degisiklikleri inceler. Sta-
tik, cisimlerin dengede kalmasi i¢in gerekli kosullari inceler. Kinematik ise harekete
neden olan faktorleri hesaba katmadan cisimlerin ve parcaciklarin hizini inceler.

Mekanik 17.yy. da Kepler, Galileo, Tycho Brahe gibi 6nemli bilim insanlar tarafindan
incelenmigtir. 18.yy. da ise Newton, Leibnitz, Euler, Lagrange ve Hamilton tarafindan
calismalar yapilmustir. 19.yy. da bir ¢ok bilim insaninin katkilariyla mekanik miikem-
mel bir sistematik yap1 haline gelmistir. Newton yasalari {izerine kurulan yapi, klasik
mekanik olarak adlandirilirken 19.yy da yapilan ¢alismalarda olusturulan yap: ise ana-
litik mekanik(analitik dinamik) olarak adlandirilmaktadir.

Lagrange ve Hamilton denklemleri analitik dinamigin temelini olusturur. Lagrange yon-
teminin en 6nemli 6zelligi Hamilton yonteminin temelini olusturmasidir. Hamilton denk-
lemler giiniimiizde olduk¢a 6nemlidir ve kuantum mekaniginde basariyla uygulanmak-
tadir [16]).

Ucagin ugmasi, gokdelenlerin yikilmadan ayakta kalmasi, makinelerin ¢alismasi gibi
dogadaki biitiin hareketler mekanik prensipleriyle calisir. Miihensisligin biitiin alanla-
rinda kullanilan klasik mekanik olduk¢a 6nemlidir [16, [17].

Uygulamali matematikte 6nemli bir yere sahip olan Hamilton sistemler ile ilgili bir cok
calisma yapilmistir ve ¢alismalara hala devam edilmektedir.

Chang ve arkadaslarinin 1981 yilinda Henon — Heiles Hamiltonunun sonuglarini komp-
leks zaman diizleminde incelemeleri yapilan ilk arastirmalardandir [18]]. Ozer’in 1994
yilinda Kdv, CKdYV, integrallenebilir Klein-Gordon denklemleri gibi bazi integrallene-
bilir sistemlerin NLS tipi denklemlerini ¢cikarmak i¢in carpim skalasi yontemini kullan-
mas1 ve bu yontemin sonlu boyutlu Hamilton sistemler i¢in de uygulanabilir oldugunu
gostermesi yapilan ¢alismalara 6rnek olarak verilebilir [19]. Bunlarin yanisira Civelek,
1996 yilinda genisletilmis vektor demetleri iizerinde Hamilton ve Lagrange denklem-
lerinin dikey ve tam liftlerini incelemistir [20]]. 2001 yilinda simplektik ve kosimplek-
tik manifoldlar tizerindeki Hamilton ¢atisim1 klasik alan teorilerini géz Oniinde tutarak
genigleten De Leon ve arkadaglaridir [21]. 2002 yilinda lift teoriyi kullanarak Hamil-
ton denklemlerini genisletilmis Kahler manifoldlara genelleyen ve yiiksek mertebeden
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kismi tiirevli Hamilton denklemlerinin geometrik 6zelliklerinin sonuglarini aragtiran
Tekkoyun yaptig1 calismalarla literatiire 6nemli katkilarda bulunmustur [22]]. Zabzine
ise 2005 yilinda yaptig1 calismada genisletilmis world-sheet siipersimetrisi ile genel-
lestirilmis kompleks yap1 arasindaki baglantiy1 ortaya koyarak bu calismanin faz uzayi
tanimi ile sigma modellerinin genis sinifiyla iliskili oldugunu belirtmistir. [23].

3.1. Lagrange Fonksiyonu ve Denklemleri

Uy, Us, . . ., Uy, koordinatlar ve 1y, 1o, . . ., u, zamana kars1 birinci tiirevler olsun. T sis-

temin kinetik enerjisi, potansiyel enerjisinin farki V olmak iizere sistemin Lagrange
fonksiyonu

L=T-V

seklinde gosterilir.

d [ oL oL
— | —— = =1,2 1

sistemin Lagrange denklemleri olarak verilir [16]].

Z1, T, . .., T, yardimiyla yazilabilir. (3.1) denklemi su sekilde ifade edilir:

d (oL oL

—|=—|-=—=0, k=1,2,3,... 3.2

dt<a¢k> Otr IR G2
Ayrica

ﬁ—a—f—mi’ = pr(p = momentum)

8@_8@_ B PRD =
ve

oL oV

—:—:—F

8xk aCL’k ¥

olmasindan p, = Fj, dir. Bu da ﬁ =F seklinde Newton denklemleridir.

15
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3.2. Hamilton Fonksiyonu ve Denklemleri

Hamilton fonksiyonu;

H(q,p.t szqz L(g.¢.t), i=123,... n (33)

seklinde tanimlanir [16].

Burada esitligin her iki tarafinin diferansiyeli alinirsa;

H H H
dH =) (qui + 6)—dp) + of 4

olmasindan
< OH
> (82dg; + 2dp;) + Gar

- (3.4)
= 3 (podas + dpis) — 5 (3edgi + SEdds ) — Gt

i=1 %

elde edilir. Burada p; = g—; ifadesi ve (3.1) Lagrange hareket denklemi kullanilirsa (3.4)
denklemi asagidaki seklini alir.

0H OH OH
Z (a—qldqz + a—pzd ) + Edt

i

d (0L oL
= Z Gidp; — Z ( 7 ) dg; — = dt (3.5)
- Z depz szd% - _dt

q; genellestirilmis koordinatlariyla p; genellestirilmis momentumlarin bagimsiz olarak
alindig1 hatirlanirsa

OH . _ OH 90H 0L
.. VT Taq ot ot
16
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denklemleri bulunur. Bu denklemler ilk defa Hamilton tarafindan elde edildigi icin Ha-
milton Denklemleri olarak adlandirilirlar.

q:Hpa p: _HQ’
3.7
G = g_zii(tv%p% pi = _g_Z(t>q’p)v i=1,....n,

Burada H = H(t, q,p), Hamiltonian olarak adlandirilir, (£, q,p) € R! x R™ x R" i¢in
tanimlanmug diizgiin gercek degerli bir fonksiyondur.

q=1(q1,---,qn), p = (p1,-..,pn) vektorlerine sirasiyla konum ve momentum vektor-
leri denir. ¢ ise zaman olarak adlandirilir.

q ve p degiskenleri eslenik degiskenlerdir. Eslenik de8isken kavrami, teori gelistikce
onem kazanir. n tamsayisi ise, sistemin serbestlik derecesi sayisidir.

2n boyutlu z vektorii, 2n x 2n lik ters eslenik j matrisi ve grandyam asagidaki sekilde
tanimlariz.

[q . [ o 1 [
(1) omas[ 4] e[

Burada 0, n x n lik sifir matrisidir ve I, n x n lik birim matristir. Buradan (3.7) sistemini
asagidaki sekilde yazabiliriz.

2= JVH(t, z) (3.8)
Adi diferansiyel denklemlerin genel teorisinin temel sonuglarindan biri varlik ve teklik

teoremidir. Bu teorem, (¢g, z9) € R! x R™ x R™ i¢in ¢ (to, to, 20) baslangi¢ kosulu olmak
tizere z = ¢ (t, to, zo) nin (3.8) sisteminin tek ¢6ziimii oldugunu belirtir [24].

17
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4. ENERJI KORUYAN SAYISAL YONTEMLER
4.1. Ortalama Vektor Alani(OVA) Yontemi

Orta nokta yonteminin genigletilmis hali olarak bilinen ortalama vektor alani(OVA) yon-
temine olan ilgi son yillarda olduk¢a artmistir. Yiiksek mertebeden OVA yontemi Ha-
miltonian sistemler i¢in uygulandi. Ayrica analizi yapildi [25, 26]. Simplektiklik ile
enerji korunumu arasinda bag kurulmus ve bu baga B-serisi denilmistir. Adi diferan-
siyel denklem sistemleri i¢in B-serileri kuvvet serisidir [27]. OVA yontemi ve yiiksek
mertebeli OVA yontemi kanonik olmayan ve kanonik Hamiltonian sistemler i¢in uygu-
lanmistir. Bu yontemler ayni zamanda B-serisi yontemidir [25] 26]].

Asagidaki diferansiyel denklem i¢in

Z—Q;:f(u), uweR" 4.1

ikinci mertebeden OVA yontemi su sekildedir: [28].

Unp+1 — U

1
= [P+ un) e @2

Ornegin f(u) = u igin integral asagidaki sekilde hesaplanir:

o Un+1 + Unp,

1
| =t Gy de =2
0

Bu (4.2)’nin orta nokta kuralina esdeger oldugu anlamina gelir.

Up+1 — Up o Un+1 + Unp

At 2 (43)

Eger f(u) = u*(kuadratik) ise integral sdyle elde edilir:

2 2
Unt1 T Un41Un + Uy,
3

18
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(4.2) den OVA yontemi

2 2
Up41 — Up Up g1 T Upp1Un + Uy,

_ 4.4
At 3 4
seklindedir.
Eger f(u) = u3(kiibik) ise integral $6yle hesaplamr:
! ud | ud U+ v+ ud
/ S = &up + Eupyr) d€ = = - 4 -
0

(4.2) den OVA yontemi

Up1 — Un Uy + UL Un + Ungr ) + U @5)

At 4
seklindedir. OVA yontemi ayrik bir gradyan yontemidir. Ayrik gradyan yonteminin kul-
lanilmasi, formun vektor alani i¢in avantajlidir.

f(u) = 5W)VV(u)

Burada S(u) bir ters eslenik matristir. Hamilton sistemi i¢in

f(u) = S(u)VH(u)

seklindedir. Burada /7 enerjidir. OVA yontemini Hamilton sistemine uyguladigimizda,
herhangi bir entegrasyon adimi boyutu secimi i¢in her adimda sayisal ¢oziimiin enerji
korunumu garanti edilir [28, 29]].

4.2. Boliinmiis Ortalama Vektor Alam Yontemi

Asagidaki formda bir Hamilton sistemini ele alalim [30].

w = f(w) =95,VH(w) (4.6)

m = 2d ve w = (5,7)T = (wi,ws, ..., Wa;Wa11,Wara, .. ,wm)T olak iizere (4.6)
sistemi agsagidaki sekilde yeniden yazilabilir.
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< j ) — 52d< ggi;g ) . s,rcRY 4.7)

Mevcut Hamilton sistem H (s, r) herhangi bir siirekli akig boyunca korunur.
Buradan

dH (s(t), (1))

P = H(s,7)" 54+ H.(s,7)'7 = VH(s,7) 1 S9qVH(s,7) = 0

yazilir. Daha sonra Hamilton sistemi (4.7) icin Boliinmiis Ortalama Vektor Alani yon-
temi (PAVF) asagidaki sekilde tanimlanir:

Q0=

gntl _ gn B f fSnJrl + (1 _d £> n) d§
(i) = ( S, (M1, 6 4 (1 — g)r) de ) @9

Teorem 4.1. Boliinmiis Ortalama Vektor Alani yontemi (4.8), (4.7) H(s,r) Hamilton
sisteminin degerini tam olarak korur.

ispat:

(4.8) in her iki tarafina fo S (€™ 4 (1= &)sm,rm)T de, fol H, (s et 4 (1= &))" df)T

ile skaler ¢arpim uygularsak, kalkiiliisiin temel teoreminden ve Sy, ters eslenik matri-
sinden agasidaki sonucu elde ederiz.

_1 ' n+1 n+l s"
0—;/0 He (6574 4 (1= €s"r") T dg (s = 57)
+ l/1 H, (5" e 4 (1= €)rm) " de (! — )
T Jo
1
_%/ d% [H (8" + (1= &)™, r") + H (r" & 4+ (1 - &)rm)] d¢
0
% [H (Sn+1’rn) —H(s",r") + H (Sn+1’rn+1) _H (SnJrl,rn)]
:% (H (s"t, ™) — H (s",7™) =0

Sonug 1:
Boliinmiis Ortalama Vektor Alan1 yontemi (4.8), birinci dereceden tek adim yontemidir.
Sonuc 2:
Eger (4.7), H(s,r) = Hy(s) + Hx(r) seklinde ayrilabilir bir Hamilton sistem ise o

zaman boliinmiis ortalama vektor alan1 yontemi (4.8), ortalama vektor alant yontemi
(4.2)’ye esittir. Hamilton sistemi (4.7) ayrilabilir degildir.

20



ENERJI KORUYAN SAYISAL YONTEMLER P. SAYLAN

Sonug olarak, elde edilen boliinmiig ortalama vektor alan1 yontemi Hamiltoniani korur.

Boliinmiis ortalama vektor alan1 yontemi (4.8)’1 @, ile gosterirsek buradan ek yontem
olan @7 (PAVF*)’1 asagidaki sekilde elde ederiz:

S

gl _ gn B fl H, (€™ + (1 — €)s™, r ) dg
(i) = s < [ H (57 (1 ) dg “

Sonug olarak ek yontem olan (4.9) Hamiltonian H (w) yi korur ve boliinmiis ortalama
vektor alan1 yonteminin biitiin 6zelliklerine sahiptir.

Boliinmiis ortalama vektor alan1 yontemi ile baglantili olan bagka bir yontem ise boliin-
miis ortalama vektor alani-C (PAVF-C) yontemidir.

PAVF-C yontemini agsagidaki sekilde tamimlayabiliriz:

. = QD’% o q)% (4.10)

boliinmiis ortalama vektor alan1 yontemi ile ek yontemin ortalamasi seklinde ifade edi-
len yontem asagidaki gibidir [30].

.l
Uy = o (B + @) (4.11)
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5. LINEER OLMAYAN SCHRODINGER (NLS) DENKLEMLERI

Dogay1 anlamlandirmada ve modellemede matematik bizim i¢in en énemli anahtardir.
Pek cok doga olayin1i modellemede lineer olmayan denklemler kullanilmaktadir. Bu se-
beple son yillarda lineer olmayan denklemlere ilgi oldukca artmustir.

Lineer olmayan Schrédinger denklemi (NLS), kuantum mekaniginde pargaciklarin her-
hangi bir andaki konumlarini ve serbest enerji seviyelerini bulmak icin, fizikte elektrik
alan ve transistorlerin mekanizmasinda, kimyada modern atom kuramlarinda ortalama
bag uzakliklari, dipol ve moment hesaplarinda kullanilir.

5.1. Bir Boyutlu NLS Denklemi

Y = (x,t) kompleks fonksiyonu alinsin. ¥(z, 0) = ¢o(x) baslangi¢ kosulu ve
Y(x,t) = Y(x + L,t) periyodik sinir kosulu olmak iizere

Wy + Ve + MY =0 (5.1)

lineer olmayan Schrodinger diferansiyel denklemidir. Burada z € R,A > 0 dir. ) komp-
leks fonksiyon oldugundan ¢) = p + iq seklinde yazilir. Burada p = p(x,t), ¢ = q(z,t)
dir. Bu durumda (5.1) denklemi asagidaki sekilde yazilabilir:

Pt G+ AP+ ) g=0

5.2
G —Pez —ANP*+*)p=0 (5-2)

Simdi (5.2) sisteminin kanonik Hamiltonian sistemi oldugunu gosterelim. Hamiltonian

H_/ﬂil(a) +<%) —§(p +¢*)7 | d (5.3)
olarak alinirsa

OH B 9 9 OH B 9 9

W Ap (0° + ¢%) = Paas i A (P + %) — quw

esitlikleri elde edilir, buradan (5.2) sistemi

6H

pt_(S_q
6

"=
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seklinde yazilir.

(0 -1 B T
J_(l 0 )VCZ—(p7q)

olarak alinirsa kanonik Hamiltonian sistemi

OH

~J=J"
oz’

_Jl

seklinde elde edilir.

Ileri fark yontemi kullanilarak (5.3) denkleminin tiirev terimleri hesaplanirsa sonlu bo-
yutlu Hamiltonian sistemine ulagilir. (5.3) de p, ve g, birinci mertebeden tiirevleri 1,
ve z; diigiim noktalar1 kullanilarak diskrize edilir. Uzay degiskenine gore adim uzun-
lugu Azx = x4 — z; olmak iizere Az = L/N olarak alinsin. Buradaki N diigiim say1-
sina karsilik gelmektedir. Daha kolay bir ¢6ziim olusturmasi agisindan p; = p(jL/N, t)
notasyonu p gergek ¢oziimiiniin jL/N diigiim noktasinda aldig1 degere bir yaklagim
olarak kullanilacaktir. Benzer ifade ¢ i¢in de gecerlidir.

Bu aciklamalardan Hamiltonian agagidaki sekilde diskrize edilir:

N
— 1 2 A
H = OAL? ; ((pj+1 — ;)" +(gj41 — 1 jzl p] + qj
Buradan Hamiltonianin gradiyenti
o - [ 3 0 =205+ pia) = s (07 + 4))
T\ 52 (gm1 — 205+ gj+) — Mgy (05 + ¢F)
Ax? (gj-1 qj + qj+1) q; \P; T qj
olmak iizere yar1 ayrik Hamiltonian sistemi
pe=—Aq— M\ (p* + ¢*) (5.4)

=Ap+ X (P* + &%)
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olarak elde edilir. Burada A matrisi su sekildedir:

5.2. NLS Denkleminin Korudugu Ozellikler

NLS denkleminin korudugu 6zellikleri bilmek yapilan ¢alismalara 6nemli 6lciide katki
saglamaktadir [31]].
Asagida NLS denkleminin korudugu 6zellikleri gosterelim:

Daima |¢|* egrisinin altinda kalan alan korunmaktadir. Bu demektir ki, (5.1) denkle-
minde her iki taraf ¢* ile ¢arpilirsa

W Py + P e + N[ =0 (5.5)

denklemi elde edilir. Buradan (5.5) denkleminin kompleks eslenigi alinir ve bulunan
denklemden (5.5) denklemi cikarilirsa

elde edilir. Buradan

L L
/ [W|2da = z/ (V*thgy — VUL, dz =0
0 0

sonucuna ulagilir. Bu demektir ki

d L
it J, [Y[dz = 0

dir. Dolayistyla |¢|? nin altinda kalan alan zamana bagh olarak degismez.
Ikinci bir 6zellik ise hareketin yani fOL (s ? — |1[*) dz integralinin zamandan bagim-
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s1z olmasidir. Bu demektir ki (5.1) denklemi ¢} ile carpilirsa

Wi+ Vihaa + M W[P = 0

denklemi elde edilir. 1;1); = ||? oldugu kullanilirsa

Q2 + ity + M2 = 0 (5.6)

elde edilir. Bu denklemin kompleks eslenigi alinir ve (5.6) denklemi ile toplanirsa asa-
gidaki sonug elde edilir:

1/}:¢ms + 77Z)t¢;:p + (|¢|4)t =0

Buradan

L L
| it vz (017)) de = [ [ 1ol + (1ol?)] o =0

elde edilir. Buradan

d L

a 2 AT T — O d
i |, [lta]” = [¥]*] dz = 0 dir.

oldugunu gostermis oluruz.
5.3. Ikili NLS Denklem Sistemi

Y1 (x,t) ve o(x,t) kompleks fonksiyonlar ve 11 = 1 (x,t) ve 1y = 1ho(x,t) olmak
tizere periyodik sinir kosullu ikili NLS denklem sistemi

iy, + arn,, + (o1 [i]* + plibs|?) 1y = 0 5.7)
i)y, + agtla,, + (03 o) + 1 W1|2) Py =0 '

seklindedir. Ikili NLS denklem sistemin jeofizik akis dinamigi ve lineer olmayan optik

gibi gesitli uygulamalari vardir. Ikili NLS denkleminin baz1 integrallenebildigi durum-

larda analitik ¢oztimler elde edilir. Bunlardan biri o; = ay = 1,017 = 09 = 1 olmasi
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durumda yani Manakov modelidir, diger bir model ise o = —as, 01 = 09 = —p olma-
sidir bu durumda, ters sacilim doniisiim yontemi ile ¢oziim elde edilir.

Sistemde kararli ve kararli olmayan dalga paketlerinin birbiriyle etkilesimi sonucu li-
neer olmayan durumlar ortaya ¢ikar. integrallenemeyen durumlarda ise lineer olmayan
durumlar1 analiz etmek i¢in sayisal yontemlerin kullanilmas1 gereklidir.

Ikili NLS denklem sistemini ¢ozmek i¢in yapilan ¢aligmalar asagidaki gibidir.
Simplektik, coklu simplektik yontemler uygulanmustir [32]. ikili NLS denklemini ¢6z-
mek i¢in sonlu fark yontemi kullanilmistir [33]. NLS ve ikili NLS denklem sistemlerine
stirekli olmayan Galerkin yontemi uygulanmistir [34].

p=p(z,t),q=q(z,t),u =u(r,t),v = v(r,t) olmak tizere 1; = p+iq ve o = u+1iv
olarak alinirsa denklem sistemi

P+ 01Gee + (01 (PP + %) + p(v? +0%)) g =0
4t — QA Prx — (01 (p2 + q2) + /J’ (u2 + /02))19 - O (5 8)
Uy + gz + (1 (p? + %) + 09 (U2 + v?))v =0 '
U — Qollgy — (0 (P* + ¢%) + 02 (U2 +02))u =0
olarak yazilir.
_ 1 2, 2\2 2 2)2 Koo oy (2 2
w=2 (" +¢) o2 (¥ +07)7 )+ 5 (0" + ) (v +07)
olmak tizere Hamiltonian
H = / w2+ ) ~ 2 (2 4+ 0d)] do (5.9)
Q

seklinde alinirsa

%Tg = UPee + (01 (P° + %) + p(u? +0%))p
8 = ayue + (01 (P 4+ ¢%) + 1 (W +v?)) q
) 2 2 2 2 (510)
S = Qg + (1 (p° +¢%) + 02 (u* +0v°))u
U = oy + (1 (P* + ¢%) + 02 (U + v?)) v

esitlikleri elde edilir. Buradan
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OH

Pt = —E
oH
qr = E

oH

U = —%
6H
V¢ %

bulunur. Buradan (5.8) denklem sisteminin kanonik Hamiltonian denklem sistemi oldu-
gunu gostermis olduk.

OH

0z

yazilir.

Burada z = (p, ¢, u, v)T ve

o O

S O O
o O O

o = O O

—1

olarak bulunur. Burada (5.9) da ileri fark yontemi kullanilarak birinci mertebeden tiirev
terimleri bulunur ve sonlu boyutlu Hamiltonian sistemine ulagilir.

Dz, Gz Uz, U birinci mertebeden tiirevleri ,, 1 ve x,, diiglim noktalar1 yardimiyla disk-
rize edilirler. Ax = L/N adim uzunlugu ve p,, = p(mL/N,t), ¢ = q(mL/N,t),
U = u(mL/N,t), v, = v(mL/N,t) de p,q,u,v gercek ¢oziimiiniin mL/N diigiim
noktasindaki yaklasim olmak iizere diskrit Hamiltonian su sekildedir:

=

1
— 1
R X [ a7 oo 2] 4 () ()}
m=1
N-1 I 2 2
. ﬂ Pm+1 — Pm + dm+1 — Gm
— 2 Ax Ax
N-1 : 2 2
N % Um4+1 — Um + Um+1 — Um
=2 < Ax ) < Ax ) ]

Diskrit Hamiltonian gradiyenti
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m(p 1—2pm+pm+1)+01(pm+qm)pm+u(u + Vi) P
2z (-1 = 2qm + Q1) + 01 (D5, + qm) G + 11 (U, +07,) Gm

Agcz(u 1—2um+um+1)+@<u + vy )um+u<p%+qi>um
a2 (Um—1 = 2V + V1) + 02 (U + 07,) O + 11 (D3, + ¢2) U

VH =

kullanilirsa yar1 ayrik Hamiltonian sistemi,

olmak tizere

pr=—Aqg—or (P +¢*) q—p(u’+0*)q
@ = Ap+or (PP + ) p+p (W +0*)p
up = —agAv — oz (U2 + v?) v — pu (p* + ¢#)v
vy = aAu+ oy (U +v2)u+ pu(p? + ¢ u

(5.11)

elde edilir.

5.4. Ikili NLS Denklem Sistemine Béliinmiis Ortalama Vektor Alam Yonteminin
Uygulanmasi

(5.11) Ikili NLS denklem sistemine Boliinmiis Ortalama Vektor Alan1 Yonteminin uy-
gulanmasi sonucunda asagidaki esitlikler elde edilir:

PnH —p" aq +1 ! 2 2 2 2
T:_EA(qn_‘_qn )_/ |:0'1(b1+b2)b2+ﬂ(b3+b4)b2]d7
0

" —q" o no, ol ! 2, 12 2, 12
untt — Qo n n+1 ! 2 2 2 2
N :_?A(v + v )—/ (o9 (b5 + b7) by + 11 (b5 + b3) ba) dT
0
Un-l—l — " Qo " gl 1 9 9 9 9
R Y )+/ [ (B2 + 62) by + o (B2 + 62) bs] dr
0
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Kolay ifade edilmesi agisindan,

bl — (1 _ T)pn + Tpn—H

by = (1= 7)g" + 7!

by = (1 — 7)u™ + Tu"t!

by = (1 — 7)o" + 70"t

kisaltmas1 yapilmistir.

Integraller asagidaki sekilde hesaplanir:

p —p L ﬂ n n+1
At o Al +d"™)
_ % 9 (pn+1)2qn 19 (pn+1)2qn+1 4 (qn)3 X <qn)2 7+ g (qn+1)2 I (qn+1)3}
- Sl @) )R ) ]
n+l _ . n
q N q :%A (pn+pn+1)
+ % [(p”)?’ + () " (0" () 20 "+ 2(¢7)
+ 5 [+ @) P ) 4 () ]
un+1 —un B Qs " i
Ta o )
— % [2 (u”“)2 v+ 2 (u”“)2 " 4 (") 4 () o 4 (v"“)2 + (U"H)ﬂ
_g [(an)Qvn 4 (anrl)QUnJrl I (qn+1>2,Un X (qn+1)2vn+1]
,Un+1 — " _042 " bl

@)+ @t (@) (@) 2 0+ 2 ()

02
*z
H n+41 n+1\2  n+l n+1\2 n n+1\2  n+l
+2[(p ) a4 (p") o () e+ () }

Integraller hesaplanip ulagilan sonugtan Newton Raphson yontemiyle ¢oziim bulundu.
Jakobiyen asagidaki sekilde hesaplandi:
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I 0 0O 0 —aA O 0
I= 07 00 n a1 A 0 0 0
0010 0 0 0 —aA
00 0 I 0 0 as A 0
4pn+1qn 2(pn+1)2_3(qn+1)2 00
(") +2(q")° 0 00
s 0 0 0 0
0 0 00
_4pn+1qn+1 _(qn)2_2qnqn+1 0 0
2pnpn+1+3(pn+1)2 0 00
s 0 0 0 0
0 0 00
0 0 0 0
n 0 0 0 0
aq 0 0 _4vn+lv 2(Un+1)2—3(2)n+1)2
00 (u)’+20w")” 0
0 0 0 0
0 0 0 0
+ay 0 0 _4un+lvn+1 _(Un)2_2,unvn+1
0 0 2u u"t' 43 ()’ 0
0 — (u")® = (v")* 0 0
» (u™)? + (v™)? 0 0 0 2
5 _2pn+1vn _2qn+1vn 0 (pn+1> _(qn+1)
2pn+1un 2qn+1un (pn+1)2+(qn+1)2 0
0 0 0 0
ta 0 0 0 0
5 2pn+1vn+1 _Qqn-i-lvn—i-l 00
2pn+1un+1 2qn+1un+1 0 0
burada
alAt OégAt UlAt O'QAt ,UAt
ap = = az = a, = ar = ——
1 92 s W2 92 y W3 4 , Wq 4 , U5 9
seklindedir.

5.5. Ikili NLS Denklem Sisteminin Dagihm Analizi

Bu boliimde lineer olmayan ikili Schrédinger denklem sistemi i¢in dagilim analizi ya-
pildi. Baglangigta sistem lineer denklem sistemi sekline getirildi. Daha sonra sistemin
kesikli ve siirekli dagilim analizini kargilagtirmak icin sistem Boliinmiis Ortalama Vek-
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tor Alam1 Yontemi ile ¢oziildii [35]].

Py = ae™t,  qhy = be't?! (5.12)

¢oziimii (5.7) denklem sisteminde yerine yazilirsa ji; = o1a® + vb?, g = 09b? + va?
elde edilir.

Ikili NLS denklem sisteminin lineer sekline ulagsmak igin ¢coziimlerin asagidaki sekilde
acildiginmi kabul edelim.

1 = o+ €thy, + O (6%)

¢10 _ a€i<01a2+vb2)t

7/)11 = a(x, t)¢10

Py = 1y + €201 + O (53)
¢20 — bei(02b2+va2>t

Vo, = Bz, 1)

Buradan v; = 91, + €191, ve Y2 = g + €219 acilimlart (5.7) de yerine yazilir.
Sistemin

1w, + oy, + (0'1 W1|2 + u \¢2|2) v =0

ilk denkleminden

i [(10); + €0 (1)) + a1 [(Y1y) 40 + €1 (P1,) ] + 00 (1 + €191,) (¢1, + €190y,
+ 11 (2 + €2tha,) (U3, + €205)] (1, + €1¢1,) =0

=1 (¢10)t + i€e (77D11)t + o (¢10)x$ + ag6 (¢11)x$
+ (101,07, + o101, U5, + orern, OF) + ey s, + piba,eats, + peatha, ¥5) (1, + €1ty,) = 0

=i (Y1), +ier (V1) + a1 (V1) 4 + 161 (1) + 01 101, ° U1 + o162 [101,* 01, + 120797,
+ €191, |2/}10|2 T |¢2o\2 VY1, + 1 ’1?20‘2 €11, + o, €2ty 1y + pihay€a€1y P,
+ peatha, o b1, + peathe, g €191, =0

=1 (wlo)t + o (wlo)m + (Ul |¢10|2 + |¢20’2) wlo +e [Z (wll)t + o (1/J11):Ugj + 20_1 |¢10\2 wll
o U, + g [P, | + e [t 3, + pitha, 0 11,
+ €162 [lﬂbzow;lwh T /M/lewzowh} =0

elde edilir. vy, diizlem dalga ¢6ziimii oldugundan
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(1) =i (Y1), + 01 (V1) + (01 [1010° + g1 [t |*) 01, = 0

0

(e1) : i (1), + a1 (Y1), + 201 |01, * W1, + o103 05, + 1 ]e, | 01, = 0
0 (€2) : ooy g + (1o, W 1o + €r€a [pinhag s W1, + ptha, 3 U1,

=0
0 (e162) : phag 03, Wy + e, 5 by, =0
(5.13)

olarak yazilir. (5.7) sisteminin ikinci denklemine de benzer islemler yapilirsa

0(1) i (o), + 2 (V2y) y + (02 |2 |* + 1 [101,]%) 102y = 0
0 (€2) i (V2,), + 2 (V2,) + 202 |02, |* W2, + 02003 05, + 1[4, |* 02, = 0

esitlikleri elde edilir. 1)y,

0 (61) : uwlowiw% + Nwhwiﬁow% =0
0 (e1€2) : 17, Yo, + vih1, 7 P, = 0
(5.14)

= a(x, 1)1, ¢oziimii (5.13) denkleminde yerine yazilirsa

iathy, — a(01a® + pb®) Y1, + e, + 20162 any, + oratatihy, + pb*arhy, =0

elde edilir, buradan

iy + oy + o1aa® = —oya’a*

ya da

[i@t + 10,5 + 01a2] a = —oa’a*

seklinde yazilir. Bu ifade

L1 = z@t + ozlﬁm + 0'1@2

olmak tizere

Li[a) = —o1a*a*

(5.15)
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olarak yazilir.

Lt = [=i0; + a10pp + 010?]

olmak tizere

Li [a*] = —o1a’a

seklindedir.

L7 (5.15) denkleminin her iki tarafina uygulanirsa

= (—i0; + 104y + 01a%) (i0; + 10, + 010°) @ = (—i0; + Opp + 010°) (—010%Q*)
= oy + ozfamm + 201a1a2am =0

(5.16)

elde edilir. Benzer sekilde 1o, = 5(z,t)1), ¢oziimii (5.14) denkleminde yazilirsa

iﬁt + O_QbQﬁ + a26rx - _UQbQB*

elde edilir. Ayrica benzer olarak

(10, + 20, + 020%] B = —02b” 3"
Lylf] = —oub? " (5.17)
L; = [—z@t + 042(9” + 02b2] ,L; [B*] = _0-2b2ﬁ

esitlikleri yazilir. L3 (5.17) denkleminin her iki tarafina uygulanirsa

= (—i@t + Ckgamc + O'ng) (z@t + Oégagm + O'2b2) 6 = (z&t + Oégam; + O'2b2> (—0’21)25*)
= Btt + a%ﬁrxmz + 20_2052b2Bxx = 0
(5.18)

elde edilir. Boylece lineer ikili NLS denklem sistemi elde edilmis olur:

Qp + O3 Qe + 2010007 gy = 0 (5.19)
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ﬁtt + agﬁxxmz + 2U2a2b2ﬁ:px =0 (520)
Islem kolaylig1 agisindan ¢ = o2, d = a2, m = 20,0102, n = oyab? alalim.
Simdi elde edilen lineer sistemin Hamiltonian sistem oldugunu asagida gosterelim:
a = a(z,t) kompleks fonksiyon oldugundan
a(z,t) = pi(z,t) +igi(z, 1)

seklinde yazilabilir. (5.19) denkleminde bu ifadeyi yerine yazarsak

(P1)y + € (P1) g + M (P1) 4y = 0
(1) +c(q1),00, +m(q1),, =0 (5.21)

elde edilir. Bu sistem su sekilde ifade edilir:

((p1),)y = (= (P1) e — M (P1),,),,
((ql)t>t <_C <Q1)xmc —m (ql)x)m

Buradan

(pl)t = Uy
= —c (1) —m (1), S

(Q1)t = Vg
v = —c (@) e —m (01), (525)

yazilir. p ile ¢ arasinda bir farkin olmadigi (5.21), (5.22), (5.23) nolu sistemlerden gorii-
lir. Bundan dolay1 yalnizca p; (z, t) incelenirse ¢; (x, t) hakkinda da aynilari sGylenebi-
lir.

Benzer sekilde 5(z,t) = pa(x,t) + ige(z, t) alinirsa

(pZ)t = Wy
w, = —d (pa),,, — 1 (p2), (524

veE
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(Q2)t = Zz

elde edilir. Buradan p, ve ¢, arasinda fark olmadig: goriiliir. Simdi

(p1); = u(x ) (p)
Ut = —C\P1) gy — M P1),
(pz)t o (5.26)
wy = —d (pZ)mmm -n <p2)fﬂ

sistemin Hamiltonian sistem oldugunu gosterelim. Bu sistem

P1 0 9, 0 0 —c(p1),e — M1
d U | 9 0 0 0 U
dfp | | 0O 0 0 O, —d (p2) o — NP2
w 0 0 0, O w

seklinde ifade edilir. Hamiltonian

H (pr,w,po,w) = 1 [, (u? + c(p1)? — mp? +d (p2)? — np3 + w?) dz
olarak alinirsa

SH - oH _ _ 6H __ oH _
Sp1 mp1 C(pl)xx’ p2 np2 d(pQ)xx7 ou W ow — W

sartlar1 saglandigindan bu sistem Hamiltonian sistemdir. Bu sistemde tiirev terimleri
yerine ileri farklar formiilleri yazilirsa ayrik Hamiltonian sistem

— _ . 2 2
H= %Zi]ill [u? + A2 ((pl)i+1 - (p1>i) -—m (pl)z2 - Aix? ((p2)1'+1 - (p2)i) -—n (p2)? + wi2
olarak bulunur. Buradan diskrit Hamiltonian sistem

(p1);

= SVH
(pQ)t

Wy

olarak yazilir. Burada

— A ((pl)z‘—l —2(p1); + (p1>i+1) —m (p1);

_ﬁ (<p2)i—1 —2(p2); + (p2)¢+1) —n (p2);

VH =
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Olﬁl
e Vo
G=| = v
0

.

0 G 0 0

. G 0 0 0

=10 0 0 ¢

00 G 0

dir. Diskrit Hamiltonian sisteminden

1
(pl)t = Az (—As)u
c m A
T oA * oAz
1
(p2), AL (=Ag)w
d n
W= 5.3 Aps + E!‘bm

0 2 -1 0 0 1 -2
-2 0 2 -1 0 0 1
1 -2 0 2 -1 0 0
A=
0 0 1 -2 0 2 -1
-1 0 --- 0 1 =2 0 2
2 -1 0 o 1 -2 0
0 -1 0 0 1
1 0 -1 O 0
AQZ
0 0 1 0 -1
-1 0 0o 1 0

Diskrit Hamiltonian Boliinmiis Ortalama Vektor Alan1 Yontemi ile su sekilde ¢oziiliir:

n+1

Py — DY 1 n+1 n
4
At ag e (" )
uttt — c m
— A n n+1
At A W)

36
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n+1 n
Py — Do 1 n il
A A 2
At A (W) (5.29)
wn—i—l o U)n d n
e A 7 n+1 A n+1 n .
At 4Ax3 (p2 e ) + IAg 2 (p2 + pz) (5.30)

A ve A, matrislerini agarsak

]' n n 1 n n n n
A ((pl)j“ - (pl)j> = a (Fu e — G ) (5.31)
1 c

a6 =) = A ((Pl)?_z = 2(p1)j_y +2(P0)f — (1)]se + ()] — 2015

n n m n n n n
2 (e} = (0353) + 1o (00 = (03 + (1) — ) )

(5.32)
1 ntl n 1 n n n+1 n+1
A ((pz)j - (pa)j> = 1Az (—w} +wiy —wit +wif) (5.33)
1 n n C n n n n n n
At (wj - wj) = N <<p2)j72 —2 (pQ)j—l +2 (p2>j+1 - (p2)j+2 + (p2)jj21 -2 (pz)jjll
n n m n n n n
2T = (2)]3) + s (o) = () + ()} = ()}
(5.34)
esitlikleri elde edilir. (5.31) den
n n 4A:’E n n
- gt = = (0] - 00)) (535)

n =n — 1 alinirsa
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n— n— n n 4AJZ‘ n n—
elde edilir.(5.35) den (5.36) ¢ikarilirsa
= (W =)+ (uf = i) = (0 — i) + (ufll = )
4Ax n n e (5.37)
= AL ((pl)j+1 = 2(p1); + (p1); 1)

elde edilir. (5.32) de 6nce j = 7 — 1, n = n — 1 daha sonra ayn1 denklemde 7 = j + 1,
n =n — 1 alinirsa

n n—1 CAt

U TV
n n mAt n—1 n—1 n n

+2 (pl)j+2 - (p1>j+3 + N ((pl)j - (p1>j+2 + (pl)j - (pl)j+2)

((pl)?:ll =2 (pl)?fl +2 (Pl);:; - (p1>;:§ + (pl)?—l —2 (p1)?
(5.39)

denklemleri bulunur. (5.32) de ilk olarak 7 = 5 — 1 sonra da ayni1 denklemde j = j + 1
alinirsa

At n n n n n n n n
Wt =y = s (00 = 2 ()]s + 2(00)] = )4 + (075 = 20555 +200 = G0
At n n n n
+ o (05 = 00 + 053 = 0 )
(5.40)
n n CAt n n n n n+1 n+1
“3111 Uiy = AAL3 <(p1)j—1 —2 (pl)j +2 (pl)j+2 - (pl)j+3 + (pl)jjl —2 (pl)j+
n—+1 n+1 mAt n n n+1 n+1
+2(p)ls — ()45 + iAs ((pl)j — (1)} + ()] <p1>jiz)
(5.41)
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elde edilir. (5.38), (5.39), (5.40), (5.41) nolu esitlikleri (5.37) nolu esitlikte yazarsak

cAt n— n— n— n— n
AAZ3 (pl) —2(p ) ) — (pl)j—ll +4 (pl)j t— (pl)j+11 —2 (p1)3+2 + (pl)]+31
+2(p1)jy — A (P1)jy = 2(p1)j_y +8(P1)] = 2(P1)jey — 4 (P1)jeo +2(P1)]4 + (1))
n n n n n n mAt n—
—2(p)i%, = (p)i 5 4 ()] = ()i — 2 + (pl)f;ﬂ + 1AL [(pl);;

—(
( n+1

=2(p)} T+ ()i 2 =4 2+ ()i = 2() T + (p1)3+2]

= 42—: [(pl)?“ —2(p)7 + (pl)?*l]
(5.42)
1 n+1 n n—1 -1 n—1
5 |~ 00 2 00) = 007 = s [0S — 208 — () +3 ()]
— ()i —2(P)is + (P1) s +3(p0)] i 4(py )J 2 — (pl)J L +8(p))
—2(p1)j =41 +2 (1)} s + (1) 05 —2(p );l 5= )i 4 ()T
— (T =2 () + <p1>”“} s | —2 ()

+ ()i +2(p1) s =4 ()T +2(p) 1+ ()1 — 200 + (0
(5.43)

elde ederiz. Burada

(pl);} _ ﬁlei(jkA:rJrnwAt) — ﬁlei(g‘mnw)’ k= kAz, @ = wAt

alalim. Bu durumda

1 . _ _ _ - - - - -
A_tZ (e—zw —24 ezw) + 16Zx4 [(e—zw 24 ezw) (e—i’nk’ . 26—211@ . e—zk 44— ezk . 2622k
1eth)] 4 1620 _ [(e—iu’) + 2467 (e—zué _9 _|_€2i15>} —0

x
(5.44)

elde edilir. Burada e™™ — 2 + ¢ = —4sin* (2) ve e + 2 + ¢’ = 4 cos? (2) esit-
liklerinden yararlanilirsa

Lr o o(w ¢ g (W —3ik o —2ik _ _—ik ik o 2ik 3z‘12:>]
:>At2[ 4 sin <2>]+16Ax4 [4COS (2_> (e 2e e " +4—e 2e7" 4+ e
_mo 2 (YN (_gein?(E ]:
+16Ax2 [4008 (2)( 4sin®(k))
9

W
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elde edilir. Her iki taraf _AEE) ile carpilir, ™% + ¢ = 2cos(k) esitligi de kulla-
2

nilirsa

, (WY  CAt? o _ mAt?
= tan <2> oA ———[2cos(3k)—4 cos(2k) —2 cos(k) +4]+ —— 1AL sin?(k) = 0
(5.45)

elde edilir. Burada

cos(3k) = cos?(k) — 3 cos(k) sin?(k), cos(2k) = cos?(k) — sin®(k)
trigonometrik doniistimler kullanilir ve

cos(k) = ¢y, sin(k) = ¢, alimirsa

— A 2 A
= tan® (%) = 15557 (2013 — 6c100® — dey® + 4eo® — 201 +4] — TAJQ Co?

elde edilir. Kolaylik olmasi agisindan

ll — mAt? lQ _ cAt?

T AALZ’ = 16Az% alinirsa

wy = 2arctan (\/l1c3 + Iy [2¢} — 6¢1¢3 — 4¢3 + 4¢3 — 2¢; + 4]>

Wy = 2arctan | —\/l1¢3 + Iy [2¢} — 6c1¢3 — 4¢3 + 4c — 2¢; + 4])

elde edilir. w,, w5 nin bu sekilde yazilabilmesi i¢in tanjant fonksiyonunun tersinin mev-
cut olmasi gerekir. Tanjant fonksiyonunun (—7 /2, 7/2) aralifinda tersi vardir.
Dolayisiyla —7 < w < 7 olmahdir. w ve k [—m/2,7/2] araliginda tamimlandigindan
bu kosul saglanir. Buradan

wy = £ arctan (/L3 + 1 [2¢] — 6c1¢3 — 42 + 43 — 201 + 4])

wy = Z arctan ( —/lic3 + I [2¢] — 6e1¢3 — 4cF + 43 — 201 + 4])

elde edilir. Benzer islemler ¢, ve w i¢in yapilirsa

b A2 A
= tan? (2) = 1%&.4 (2012 — 6c109% — dey? + 4eg? — 201 + 4] — ZA; o2

bulunur. Buraya kadar yapilanlar kesikli dagilim i¢indi, simdi siirekli dagilim i¢in is-
lemleri yapalim.

Opar + 01 0ppan + 201010% 0 = 0
attﬁ + 042856:1::1:1:6 + 20’2@2[)26959;5 = O
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lineer sistem i¢in dagilim analizi ¢6ziimii

a = ellketwt) g — gilliztuit) geklinde oldugu kabul edilerek bulundu.
Qy = —wa, Qpy = —k%Q, Qppyr = k*a oldugu aciktir. Buradan

w? — k? (a2k? — 201010%) = 0

elde edilir. 3 igin ise

wi — kf (a3k? — 209090%) =0

bulunur.

5.6. Ikili NLS Denklem Sistemine Ek Yontemin Uygulanmasi

(5.7) nolu ikili NLS denklemini ele alalim:

Y2

pn-i-l —p 1
T " alA/ [(1—¢e)q" +eq"™] de
0

— 0 /01 [(p")2 (L=e)q"+e¢"™) + (1 —e)g" + 6q”+1)3} de
_ :u/ol [(un+1)2 n (Un+1)2:| ((1 — &) —|—8qn+1) b

1 1
— _ A -.n — n+l
o (2(] + 54 )

1 1 1
— 0 [(p”f <§q” + 5q"“> +3 (¢")’ +

S22 T (@) (@) T+ () + (g “)]

4
_ g [(u"“)Q 7+ (u“+1)2 e (Un—i-l)zqn X (Un+1)2qn+1i|

q7’L+1 —q 1
= = alA/ [(1—e)p" +ep"t] de
0
1
+ 0 / [((1 —e)p" + 6}9"“)3 + (q”“)2 (Q—e)p"+ 6p”+1)] de
0

N Iu/ol [(un+1)2 + (,Un+1)2 ((1 — )" + ganrl)] de
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:%A (pn +pn+1)
4 % |:(pn>3 X (pn)Qpn—H o (pn+1)2 4 (pn+1)3 ) (qn+1)2pn 19 (qn+1)2pn+1i|

+% [(un+l)2pn i (un+1)2pn+1 X (Un+1)2pn I (Un—i-l)zpn—i-l]

un+1 —ur

By O A /01 [(1—e)v" +ev™] de
— 0y /Ol [(u”)2 (A=) +ev™ ) + (1 —e)™ + 51}"“)3] de

i [ + @) (=g 0] de

(4’|

PN

— a2/ (vn + Un+1)
2 9 (un)2 V42 (un)2 ot (Un>3 + (Un>2 i S (vn+1)2 + (Un+1)3i|
_% [(pn)2 " 4 <pn)2 vl + <qn)2 " 4 (qn>2vn+1]

B 1
— :oQA/O (1 =) +eu") de
1

+op | [(1—e)u"+ »sun’Ll)3 + (v"+1)2 (1—e)u"+ eu"“)} de
0

+u (M + (@) (1 —e)u + eumt)] de

1 1
=ayA (—u” + —u"“)

2" T3

t oy [Z(u )3+1(u )2u +1+Zu (u +1> +1(u +1) . (v +1) <2u +§u +1)]
11

+ [((p”)2 +(¢")?) (51/‘ - 5U"“ﬂ
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a n n
:?2,4 (u +u +1)
)

4

+ 5 [0+ ) (@) (@) ]

2

olarak bulunur ve jakobiyen asagidaki sekilde hesaplanir:

I 000 0 —-aA O 0
s_|oroof [faa 0o 0 0
o 00 I 0 0 0 —aA
00 0 I 0 0 as A 0
0 —2(p)*—(¢")? 0 0
() + 20" dgTpt 00
+as 0 0 00
0 0 0 0
0 _2qnqn+1_3(qn+1)2 0 0
. 3(pn+1)2+2(qn+1)2 4qn+1pn+1 0 0
s 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
Tl g o 0 2 (um)? — (u")2
0 0 (un)2+2unun+1 4Un+1un
0 0 0 0
0 0 0 0
ol g g 0 Coymntl g (ynt)?
0 0 3(uth)? 42t Ay tiyntl
n+1)2 n+1\2 n+l n
0 — ()T = ()T —2u"tg
(un+1)2+(vn+1)2 0 2un+1pn
+as 0 0 0
0 0 (")’ + (¢")°
0 0 _2un+1qn+1 _2vn+1qn+1
0 0 2un+1pn+1 20n+1pn+1
O 0 0
0 0 0 0
Burada

4+ 2= [(un)S + (un)2un+1 + u™ (un—l—l)z + (un+1)3 + 2 (Un+1)2un + 2 (Un-‘,-l)Q un+1:|

_2,Un+1qn
21}7“;+1pn )
= (") = (¢")
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seklindedir.
5.7. Lineer Olmayan Giiclii Ikili Schrodinger Denklemi

u=p+1iq, v=pu+i£olmak lizere u, v kompleks fonksiyonlar,

u(z,0) = ug(x),v(z,0) = vo(x),

u(zp,t) =u(zg,t),v(zr,t) =v(xpg,t),t >0

baslangi¢ ve sinir kogsullart olmak iizere lineer olmayan giiclii ikili Schrodinger denk-
lemi (SCNLS) asagidaki sekildedir [36].

i + Bugy + [ar|ul? + (a1 + 200) [v]*] u +yu +Tv =0

- 4
Wy + Bugg + [a|v]? + (a1 + 2a2) |[u)?]v+yv +Tu =0 (5.46)

Burada u(x,t) ve v(z,t) uzaysal koordinat x’in karmagik degerli fonksiyonlari, ¢ za-
man, 3, aq, as, v, I reel sabitlerdir.

Burada ( parametresi grup hiz dagilimini tanimlar ve o ile orantili terim cift kirilmal
ortamlarda darbeler icin bir sinyalin kendi kendine odaklanmasini tanimlar. Lineer ol-
mayan baglant1 veya ¢apraz modiilasyon parametresi &« = oy + 2an, ¢6ziimiin her bir
bileseninin diger bilesenden nasil etkilendigini aciklar. -y sabiti, normallestirilmis cift
kirilma olarak adlandirilan ortam potansiyelidir. I' parametresi, dogrusal cift kirilma
olarak da adlandirilan dogrusal baglanti parametresidir.

SCNLS, matematiksel fizik, dogrusal olmayan optik, plazma fizigi ve biyolojik yapila-
rin bir¢cok probleminde kapsamli bir uygulamaya sahiptir.

SCNLS denkleminde s = 0 i¢cin Monakov modeli tamamen integrallenebilirdir. Ay-
rica, o = v = I' = 0 durumu i¢in ters sagilma doniisiimii yoluyla analitik ¢oziimler
mevceuttur.

5.8. Lineer Olmayan Giiclii Ikili Schrodinger Denklemine Ek Yontemin Uygulan-
masi

SCNLS denklemi, reel degerli denklemlerin bir sistemi olarak yazilabilir:

P+ Bea + [0 (0P + ) +a (1 + )] g +7¢+TE=0
—qt + Bpae + [0 (P + ) Fa (P + ) p+yp+Tu=0
fre + Ba 4 [on (1P + &) +a (p® + )] E+7E+Tq=0
&+ Bta + [ (1P + ) +a (P + ) p+yu+Tp=0

(5.47)

Bu denklemler, z = (p, q, i, €) faz uzayinda sonsuz boyutlu bir Hamiltonian sistemini
temsil eder.
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0 1 0 0
10 0 0
S=1 0 0 0 1 (5.48)
0 0 —1 0
SH
Sl
0z

Burada Hamiltonian sistem

sl @) ) @ e

T (2 + 52)2} +5 (0" +a7) (¥ + &) (5.50)
+3 (0 + ¢ + 17 + &) + T(up + &q)

Buradan diskrit Hamiltonian sistem

—

n—

1= T (08 +a)"+ (F +€)°] +5 0 +7) (2 +)
i=1
+1(P2+q-2+u2+€~2)+F(M‘p'+§‘q')—é )
9 [ i z 4 v v 2 Ax

Piv1 — Pi ? i1 Siv1 — &
() () ()

(5.51)

elde edilir.Yar1 ayrik Hamiltonian sistem

pe=—onq(p® + ¢%) — aq (u* + &%) — vq — TE + fAq
@ =op (P’ +¢*) +ap(p®+&)+yp+Tu— [Ap
= —on& (1 + &%) — af (p° + ¢%) — 7€ —Tq + BAE
&=+ &) +ou(p’+¢) +yu+Tp— A

olmak iizere, bu sisteme ek yontemi uygularsak asagidaki sonuclari elde ederiz:

45



LINEER OLMAYAN SCHRODINGER (NLS) DENKLEMLERI P. SAYLAN

n+1 n

b A;p _ % [ZQ ( n)2+2qn+1 (pn)2+ (qn)3+ (qn)Q qn+1 +qn (qn+1)2+ <qn+1)3i|
B % |:qn (MnH)Z t g (£n+1)2 4 gt (Mn+1)2 s (£n+1)2:|
%(q +¢") - F£"+1+BA(1<1 +;q )
an - Q1 [ py\3 n\2  ntl n (, n+1)2 n+1)3 n ( n+1)2 ntl ( n+1)2
o @) T () () 20" (0) T+ 207 (g )}
n % |:pn (,un+1)2 4t (§n+1)2 4t (#n+1)2 4t (§n+1)2]
1
+%(p”+p"+1)+FMn+l 6A( PPt )
b == 2 ) 2t (Y + (€ + P+ () + ()]

— SO+ @)+ T+ ()]
fn—HAt 5” — % [(Hn)ii + (Iun)zlun+1 +un(un+1>2 + (Iun+1)3 + 2,un (€n+1)2 + 2/1"“ (€n+1)2
[ (") " (q") A+ T () ()]

+ o (W + ) +Tp" —5A(2u +;M )

bulunur ve jakobiyen asagidaki sekilde elde edilir :

I 000 0 a-A 0 0
J— 0 I 0O n —a-A 0 0 0
00170 0 0 0 a-A
0001 0 0 —a-A O
0 2(p")" - (¢")* 0 0
I (pn) + 2pnpn+1 4pnqn+1 0 9 )
0 0 0 =2 ()" = (€")
0 0 (M”)Q + 2Mn/jjn+1 4un§n+1
0 _2qnqn+1 3 <qn+1)2 0 0
I 3 (pn+1)2 +9 (qn+1)2 4pn+1qn+1 0 0
0 0 0 _2§n§n+1 -3 (§n+1)2
0 0 3 2 gt
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2 0 2 _(IunJrl)Z o (€n+1)2 _2qnlun+1 _ 2qn+lun+1 _2qn§n+1 _ 2qn+1§n+1
e (Nn+1) + (§n+1) O 2pnlun+1 + 2pn+lun+1 2pn£n+1 _|2_ 2pn+1§2n+1
0 0 ) 0 ) - (") = (¢")
0 0 (p")” +(¢") 0
0 -1 0 0 00 0 -1
d 1 0 0 O te 001 O
0O 0 0 -1 00 0 O
0O 0 1 0 00 0 O
Burada
B aq a Y
a 57 b 1 ,C 5 X e
seklindedir.

5.9. Lineer Olmayan Giiclii Ikili Schrodinger Denklemine Boliinmiis Ortalama
Vektor Alam Yonteminin Uygulanmasi

iUy 4 Buge + (o |ul* + (a1 + 2a0) v*Ju+yu+Tv =0
i + Buge + [ar|v]? + (1 + 2a2) [ul?] v + yv + Tu = 0

olmak tizere SCNLS denkleminin baslangi¢ ve sinir kosullar1 asagidaki sekildedir [37].

u(z,0) = ug(x), v(z,0) = ve(x)
u(xp,t) =u(zg,t), v(rp,t)=v(rg,t),t>0

Burada u(x, t) ve v(x, t) uzaysal koordinat x’in karmagik degerli fonksiyonlari, 3, ay, e, v, T’
reel sabitlerdir.

SCNLS sistemi reel degerli denklemlerin bir sistemi olarak yazilabilir:

u=p+iq, v=p+1i§

olmak tizere

P+ Bue +loa (P + ) +a (P + )] g+ +TE=0

i+ Bpae + [0 (PP + ) Fa (WP + )] p+yp+Tu=0

e+ Ban+ o (1P + ) +a(p® +¢*)]E+7E+Tg=0

&+ Btan + [ (1P + ) Fa (P + )| p+yu+Tp=0
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olarak yazilir. Bu denklemler, z = (p, q, , ) faz uzayinda sonsuz boyutlu bir Hamilto-
nian sistemini temsil eder.

01 00
oH 10 00

_ g9t _
a=5"5- 8 00 01
00 —1 0

Burada Hamiltonian asagidaki sekildedir:

SIS CROROROIE

W= [+ + (2 + ] + 5 0P + ) (2 + €?)
+3 (0° + ¢+ 2 + &) + T(up + £9)

Buradan diskrit Hamiltonian

—

n—

A= 20[0+@) + (12 + )] + 5 (F + @) (2 + &)
=1
+1(P2+q2+u2+€~2)+F(M‘p'+§’q)—é o =0
9 7 ) ) ? (e v 2 A.I

Dis =0\ (i — e\ (G — &)
+1 — Vi +1 — Mg +1 = Se
() () (2]

(5.52)

seklindedir. Yar1 ayrik Hamiltonian sistem ise

pe=—oq(P* + %) —aq(p® + &%) —vq —TE+ BAg
g =ap(pP*+q¢*) +ap(p* + &) +yp+Tu—BAp

pe = —aig (1P + &%) — al (p° + ¢*) — v — Tq + BAS
& = arp (P + &) +ap(p® +¢*) +yp +Tp— SAp

seklindedir.
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6. SONUC

Tez calismasinda Schrodinger denklemleri iizerine arastirma yapilmistir. Schrodinger
denklemlerinden CNLS ve SCNLS sistemleri ele alinmigtir. Arastirmalarda CNLS’e
PAVEF, PAVF-C, PAVF* yontemlerinin, SCNLS’e PAVF-C ve PAVF* uygulanmadi81
tespit edilmigtir. Daha once yapilan ¢alismalarda bu yontemlerin AVF yontemine ben-
zer olarak enerjiyi korudugu bunun yanisira ele alinan drneklerde yakinsamanin daha
iyi oldugu gosterilmistir [36]. Calismalardan elde edilen bagka bir sonugta yontemlerin
bilgisayar ortaminda farkl: siirelerde ve hassaslikta sonuglar verdigidir.

Bu calismada ise CNLS’e ilk defa PAVF, PAVF-C, PAVF* yontemleri uygulanmis, da-
gilim analizi yapilmistir. Ayrica SCNLS’e ilk defa PAVF-C, PAVF* yontemleri uygu-
lanmustir.

Bundan sonraki ¢alismalarda bu sistemlerin MATLAB yardimiyla ¢oziimlerini elde et-
mek istiyoruz.
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