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tan, sorularimi biiyitk bir sabir ve 6zveriyle cevaplayan kiymetli hocam Dr. Ogr.
Uyesi Ugur GONULLU’ye; tiim Matematik ve Bilgisayar Bilimleri boliimii hoca-
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uzaylarinda Paulsen ve Tomforde ([24]) tarafindan gelistirilen
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BoLuwm 1
GIRIS

Eldeki bu Yiiksek Lisans tez ¢alismasinda Emel’yanov’un [13] ¢ Archimedean Cones
in Vector Spaces” basglikli makalesinin tamami ve Bennet'in ([6]) “Factorizing the

Classical Inequalities” adli kitabinin bir kismi1 detayli olarak incelenmis ve caligilmgtir.

Tezin ilk kisminda Paulsen ve Tomforde ([24]) tarafindan geligtirilen sira-birimli
sirali vektor uzaylarimin Arsimedyanlastirilmasi metodunun Emel’yanov tarafindan
keyfi sirali vektor uzaylarina genigletilmesi gahigilmaktadir ([13]). Ayrica, bir sirah
vektor uzaylarimin (V, V) Argimedyan olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun {z,}, CV
herhangi bir alttan sinirhi azalan ag ve bu agin tiim alt sinirlarinin toplulugu L =

{y eV : (V1 € {7})ly < z.]} olmak iizere
inf{z, —y|7e{r},ye L} =0

esitliginin saglanmasi oldugu gosterilmistir. Diger bir sonu¢ sudur: V, nin hemen
hemen Argimedyan olmasmmin 7" : U, — V, toplamsal fonksiyonunun bir lineer
genisglemesinin varhigina denk oldugu verilmistir. Argimedyan uzaylarda boyle bir

geniglemenin varligi bilinmektedir (bkz. [3, Lemma 1.26] ve [27, Lemma83.1]).

Tezin ikinci kisminda belirli esitsizliklerin nasil ¢arpanlara ayirma teoremleri ola-
rak goriilebilecegini gosterecegiz ve bu yaklasimin sonuglarini arastiracagiz. Hardy 'nin
iinlii egitsizligini ele alisgimiz elde ettigimiz sonuclarin bir ¢ogunun karakteristigi ol-
dugundan bu girig notlar1 i¢in teoremi bir metin olarak almak uygun olacaktir. Hardy

esitsizligi en kaba haliyle sunu ileri siirer:

D fanl’ < oo (1.1)
k=1



oldugunda

0o n p
1
Z <— g ]:ck]> < 00, (1.2)
n
saglanir, burada p > 1 ve x = (x1,29,3,...) bir gercel (veya karmagik) sayilar
dizisidir.

Bu sonucu dizi uzaylar1 arasinda bir igerme teoremi olarak yorumlariz:
P C ces(p), (1.3)

burada ces(p), (1.2) deki esitsizligi saglayan tiim x dizilerinin kiimesi olarak tanim-
lanir. Bu bakig acisindan Hardy esitsizligini gelistirebilecegimiz iki asikar yol vardir.
Ik olarak (1.3) teki ces(p) uzayin daha kiigiik bir uzayla degistirmeyi aragtirabiliriz,
yani “f? hakkinda daha fazla ne soylenebilir?” sorusunu sorabiliriz. Ikinci olarak
“ces(p) hakkinda daha fazla ne sdylenebilir?” sorusunu sorarak ¢? uzayini daha biiyiik
bir uzayla degistirmeye gahgabiliriz (Tabii ki, yer degigtirmeler Hardy esitsizligi mev-
cut kalacak sekilde yapilmasi beklenir. Onemsiz olan 2 C (7 ve ces(p) C ces(p)

icermeleri ile meggul olmak istemiyoruz!).

Muhtemelen bu iki sorunun en ilginci, /7 uzaylarinin analizinde tistiinliik verilen,

ilkidir. Yine de burada hemen hemen 6zel olarak ikincisiyle ilgilenecegiz.

Bu soruyu incelemek i¢in ¢? uzaymdan ces(p) uzayina tammh carpanlari (yani,
her y € /P igin y - z € ces(p) Ozelligini saglayan z dizileri) diigiinmek dogaldir. Biitiin

boyle carpanlarin kiimesi Z, agsagidaki icermeyi gercekler:

-7 C ces(p). (1.4)
Sagirtict olan Z nin ¢ok basit terimlerle tanimlanabilmesi ve (1.4) teki icermenin bir
0zdeslik oldugu ortaya ¢ikmaktadir.

Bu gozlemler agagidaki sonuca yol acar.

Teorem 1.1. p > 1 olsun. Bir x dizisinin ces(p) ye ait olmasi igin gerek ve yeter
kosul
yelr ve |zl +|nl +-+ |z =00 (1.5)

olmak tizere
X=y-2 (1.6)

bigiminde bir ¢arpanlara ayriligi kabul etmesidir.



(1.6) daki garpim koordinatsal uygulanmaktadir: z, = yi - 2, k = 1,2,...; p*
say1si, p sayisinin eslenigidir:
-+ —=1 (1.7)

Asgagidaki dizi uzayini tanimlayalim:
9(p) = {x: [21)" + |x2” + -+ |2,/) = O (n)}.
Bu durumda Teorem kisaca su sekilde ifade edilebilir:

ces(p) =" -g(p)  (p>1). (1.8)

Her p > 0 igin ¢ (p) tamimhidir; p > 1 oldugunda belli olan norm altinda bir Banach

uzayidir.

Teorem 1.1 agagidaki ilging ozelliklere sahiptir. Ilk olarak 6zel bir durum olarak
Hardy esitsizligini kapsar. Bunu gérmek i¢in x € ¢? oldugunu varsayalhm. (1.5) de
y=xvez=1=(1,1,...) almarak x, (1.5) teki gibi ¢arpanlara ayrilabilir. Béylece,
Teorem bize x € ces(p) oldugunu soyler. Ikincisi Hardy'nin teoreminin miimkiin
olan en iyi versiyonunu saglar, ¢iinkii onun sonucu olan (1.3) teki egitsizlik (1.8)
deki esitlik ile degigir. Ugiinciisii Teorem 1.1, ces(p) uzaylarmin yapisina dair yeni
anlayiglar saglar ve bunlar literatiirde oldukca dikkat cekicidir. Dordiinciisii teorem
bircok yeni problem de ortaya koymaktadir ve bu problemlerin bazilarinin ¢oziimleri

tezde incelenmigtir.
Simdi (1.3) teki ces(p) yi daha kii¢iik bir uzayla degistirmeye dair ilk soru igin [6]
referansinin, Boliim 14’tindeki carpanlar incelendikten sonra

P = ces(p) - Z (1.9)

olacak sekilde Z dizi uzaylarinin mevcut olmadigr goriiliir. Dolayisiyla, Teorem 1.1
deki gibi ikna edici bir sonug bulunamaz. Ancak ilk soruya kismi bir ¢oziim bulabilmek

i¢in oldukga dogal olan bagka bir dizi uzay1 smifi d (p) tanitilmigtir.

Hardy-Littlewood maksimal teorem, (1.3) teki ces(p) yi agagidaki gibi degigtire-

bilecegimizi gosterir:

®C {x: isup (%i@d) < oo}. (1.10)

w



Simdi Hardy esitsizligi bir fonksiyon teoremi olarak yorumlanabilir:
C: 0P =P (p>1), (1.11)

burada C, Cesaro matrisidir (k < n ise ¢, = 1/n, ve k > n ise ¢, = 0) ve sonu-
cun (1.10) daki “geligtirilmis” versiyonunun bu terimlerle nasil gériindiigiinii sormak

dogaldir. Acik olarak cevap

d(p) = {x: Zsup |k P < oo} (1.12)

n=1 k2n

olmak tizere

C: 0P —d(p) (p>1) (1.13)

olur. Yine, her p > 0 igin d(p) tamimhdir; p > 1 oldugunda bir Banach uzayidir.
Boylece, g (p) ve d(p) uzaylari tamtilmigtir, ve bunlarin Hardy esitsizligiyle nasil
baglantili oldugunu agiklanmigtir. Birkag ek baglant1 daha verilecek ve g (p), d (p) ve

ces(p) arasmdaki 6nemli iligkiler incelenecektir.



BoLUM 2

ON BILGILER

V' bir vektor uzayr ve C' C V olsun. Eger her z,y € C ve 0 < XA < 1 i¢cin Ax +
(1-X)y € C ise C kiimesine konveks kiime veya kisaca konveks denir. Agagidaki

ozellikleri saglayan W C V' bog olmayan alt kiimesine kama (wedge) denir:

1. W+ W CW,
2. Her a > 0 icin aWW C W.

Onerme 2.1. Her kama bir konvekstir.

Kamit. z,y € W ve 0 < A < 1 olsun. Kamanin 2. &zelliginden ve (1 —X) > 0
oldugundan Az, (1 — A\)y € W olur. Ayrica, kamanin 1. ézelliginden Az + (1 — \)y €
W, yani, her kama konvekstir. O

Onerme 2.2. W bir kama olmak {izere W N (=) bir alt uzaydur.

Kanat. W bostan farkli oldugundan bir x € W vardir. Kama olma sartinin 2. 6zel-

liginden o = 0 alinirsa Ox = 0 € W bulunur.

Simdi uq, us € WN(—=W) alinsin. Kama olma sartinin 1. 6zelliginden u; +us € W
ve — (ug + ug) € W, yani uy +us € —W olur. Buradan uy +us € WN(—W) saglanir.

Diger taraftan, r € R ve u € W N (=W) olsun. Bu durumda u, —u € W, ve Kama
olma sartinin 2. 6zelliginden ru, —ru € W elde edilir. Dolayisiyla, ru € W N (—=W)
olur. Sonug olarak W N (—=W) bir alt uzaydir. O



W, V vektor uzayinda bir kama olmak iizere W kamasi tarafindan tiretilen alt
uzay span(W) = W — W dir. V.= W — W esitligini saglayan W kamasima iiretici
denir.

V' vektor uzayiin agagidaki kogullar saglayan bostan farkli W alt kiimesine koni

(cone) denir:

1. W+WCW,
2. Her a > 0 i¢in aWW C W,

3. W (—W) = {0}.

W konisine, pozitif koni veya konveks koni de denir. W bir koni ve z € V' olmak iizere
olmak tizere x + W gosterimine kogeli koni denir. Her koni bir kamadir fakat her kama
bir koni degildir, ¢iinkii koni olma sartinin 3. o6zelligini saglamayabilir. Herhangi bir
kama konveks oldugundan her koni de konvekstir. Aymi zamanda her alt uzay bir
kamadir, fakat sadece agikar alt uzaylar bir konidir. Aralarindaki matematiksel iligki

agsagidaki gekilde gosterilir.

Koni = Kama = Konveks

X bostan farkli bir kiime olmak tizere X fiizerinde > kismi siralamasi asagidaki

gibi tamimlanir:
(i) Her z € X i¢in > = (Yansima)
(ii) = >y ve y < xise z = y (Ters simetri)
(iii) 2 >y vey > z ise © > z (Gegigme)
Bu durumda X kiimesine kismi sirali kiime denir. Ote yandan, sadece (i) ve (iii)
ozellikleri saglaniyorsa > bagintisina 6n siralama bagintisi denir ve X kiimesine on
kismi sirali kiime denir. A ve B bir on-sirali kiimenin alt kiimeleri olmak iizere her

b € B icin b < a olacak gekilde bir a € A var ise A kiimesi B kiimesini majorize eder

denir.

V' vektor uzayr > kismi siralama (6n siralama) bagimtisina gore;



l.z>yiseher ze Viginx+2 > y+ 2z,

2. x > yise her a > 0 i¢in az > ay.

ozelliklerini saghyorsa V' vektor uzayina sirali vektor uzayr veya kismi sirali vektor
uzay1 (6n-sirali vektor uzayi) denir ve (V, >) ile gosterilir. (V, >) sirali vektor uzayinda
veya on-sirali vektor uzaymda x > 0 sartin1 saglayan pozitif vektorlerin olugturdugu

kiimeye pozitif koni denir ve

ile gosterilir. Ayrica, bir sirali vektor uzayinda V., pozitif konisinin gercekten bir koni

oldugu kolayca goriilebilir.

V' vektor uzay: icerisinden aldigimiz bir K konisine (kamasmma) gore bir kismi

siralama (6n siralama) tanimlayabiliriz:
x>y r—ye Kk

Boylece, (V,>k) bir sirali vektor uzayi (6n-sirali vektor uzayi) olur. (V, >) ikilisi
yerine (V, K) ikilisi veya kisaca V' kullamlacaktir. Genel olarak “x >y < v —y € K”
gosterimi kullanilir. Ayrica, V. = K esitligi kolayca goriiliir. Her z € V icin x < ne

esitsizligini saglayan bir n € N var ise e vektoriine V' nin bir sira-birimi denir.

Her z,y € V igin
[Tyl ={zeV iz <z<y}

kiimesine sira-aralik denir (eger x £ y ise sira-aralik bog kiimedir). A C V olmak
tizere her x,y € A i¢in [z,y] C A ise A kiimesine tam kiime ya da sira-konveks denir.
On-sirall vektor uzaymimn herhangi bir sira-konveks alt uzayina sira-ideal denir. Eger

Y, (V, <) 6n-sirali vektor uzaymda bir sira-ideal ise V/Y boliim uzayinda
[f1<qlgl e 3qeY > f<g+q

seklinde bir on-siralama tanimlanabilir. Ayrica, Y sira-idealinin sira-konveksliginden
[f] <o 9] <@ [f] olmas1 [f] = [g] olmasim gerektirdiginden <¢ bir kismi siralama ve
dolayisiyla V/Y bir sirali vektor uzayidir. V/Y boliim uzaymin pozitif konisi gergekten

bir koni olur, ve [V, ]y := Vi + Y kiimesine esittir.



rn € V veu € V. olsun. Her n € N igin
kn(z, — x) € [—u, u]

olacak gekilde dogal sayilardan olugan bir k, 1 oo dizisi varsa (z,)nen dizisi x € V

elemanina u-diizgliin yakinsar denir, ve x, ﬂ) x seklinde gosterilir. Acik olarak,

Tp ﬂ x olmasi i¢in gerek ve yeter kosul agagidaki kosulu saglayan bir reel say1 &, | 0
dizisinin var olmasidir:

T, — X € [—euu, equl.

A C V olmak iizere her v € V, i¢in u-diizgiin yakinsak olan (z,),en € A dizisinin

biitiin limit noktalar1 A kiimesinin elemani ise A kiimesine diizgiin kapali denir.

(V, V) bir sirall vektor uzayi olmak iizere z,u,v € Vi ve x < u + v oldugunda
0 <z <u,0< a2y <wvvex = x;+ a3 olacak sekilde z1,29 € V varsa (V,V,)

uzaymin Riesz parcalanig ozelligine sahip oldugunu soyleriz.

A, V sirali vektor uzayinin bir alt kiimesi olsun. Her a € A i¢in a < x olacak sekilde
bir x vektorii var ise A kiimesine iistten sinirh ve = vektortine A kiimesinin bir {ist
sinir1 denir. Benzer sekilde her a € A i¢in y < a olacak sekilde bir y vektorii var ise A
kiimesine alttan simirh ve y vektoriine A kiimesinin bir alt sinir1 denir. A kiimesi hem
iistten hem de alttan sinirliysa sira-sinirh kiime denir. Asagidaki kosullari saglayan bir
u € V vektoriine A kiimesinin en kiiciik iist sinir1 veya supremumu denir ve u = supA

olarak gosterilir:
(i) Her a € A i¢in a < u,
(ii) v, A kiimesinin herhangi bir iist siur1 ise v < u.

Benzer sekilde bir kiimenin en biiyiik alt sinir1 veya infimumu tanimlanabilir. A =
{x1,x9,...,2,} sonlu kiimesinin supremumu veya infimumu var ise asagidaki sekilde
yazilabilirler:
n n
SupA = \/ Xi, infA = /\ X
i=1 i=1

Iki elemanh bir kiimenin supremumu ve infimumu sirasiyla
sup{z, y} =axVy ve inf{x,y}=zAy

seklinde gosterilir. Bir sirali vektor uzayinda her = ve y vektorleri icin x Vy ve z Ay

var ise bu sirali vektor uzayina Reisz uzay1 veya vektor orgiisii denir.



Tanim 2.3. W, V vektor uzayinda bir kama olsun. Eger x,y € V olmak tlizere
her n € N i¢in x — ny € W oldugunda y € —W oluyorsa (V, W) o6n-sirali vektor
uzayma Arsimedyan denir ve Argimedyan 6zelligine sahip oldugunu soyleriz. Ayrica,

W kamasina da Argimedyan denir.

Tanimda z € V yerine x € W almabilir. Agik olarak Argimedyan on-sirali vektor

uzayimin herhangi bir alt uzay1 da Argimedyandir.

Ornek 2.4. R? uzayinda agagidaki gibi tamimlanan sozliikk siralamasini goz oniine
alalim:

($1,$2) <lex (yhyQ) S <y yadaz =y ve zg < yo.

Boylece L := (R% <j,,) bir sirali vektor uzay ve
Li={(z,y) eR*:z>0yadaz=0vey >0}

olur. Ayrica, her n € N igin n(0,1) <i, (1,0) ve (0,1) ¢ —L, oldugundan sirah
vektor uzay (R?, <;.,) Arsimedyan degildir. Kolayca goriilebilecegi iizere (R% <j.,)
tam siral1, yani herhangi iki eleman kargilagtirilabilir. Dolayisiyla, (R%, <;.,) bir vektor

orgiisiidiir. Ote yandan, (1,0) vektorii sira-birimdir.

Not edelim ki eger V', W kamasinin kapali oldugu bir 7 lineer topolojiye sahip ise
W Argimedyandir (bakimiz, [3, Lemma 2.3]). 7 topolojisinin Hausdorff ve W nun 7
ya gore ici bogtan farkli olmasi durumunda W Argimedyandir gerek ve yeter kosgul
T ya gore kapali olmasidir (bakiniz, [3, Lemma 2.4]). (V,V,) sirall vektér uzaymm
Argimedyan olmasi her z € V, igin inf,,cn %x = (0 olmasina denk oldugu ¢ok iyi bilinir.
Ayrica, Argimedyan ozelligi su sekilde de ifade edilebilir: z € V, ve y € V olmak tizere
her n € N i¢in 0 < 2 + ny ise 0 < y olur. Bu gozlem agagidaki tanima yol acar, ki

[24, Definition 2.7] deki Argimedyan sira-birimin tanimindan hareket edilmigtir.

Tanim 2.5. (V, V) bir 6n-sirali vektér uzayi ve z € V. olsun. Herhangi bir y € V
vektorit her n € N icin « 4+ ny € V, igermesini sagladigi zaman y € V, oluyorsa z

vektoriine Arsimedyan eleman denir.

0 € V vektoriiniin Argimedyan oldugunu not edelim. A¢ik olarak, V., nin Argimed-
yan olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her x € V, vektoriiniin Argimedyan olmasidir.

Ayrica, = vektorii Argimedyan ve 0 < z < z ise z vektorii de Argimedyandir. Ozel



olarak V' on-sirali vektor uzayr Arsimedyan sira-birime sahipse V. nin biitiin eleman-
lar1 Argimedyandir. Arch(V) biitiin Argimedyan elemanlarin kiimesini gostersin ve
tanimdam Arch(V') C V, elde edilir.

Iddia 2.6. Arch(V) bir kamadir. Ozel olarak V. bir koni ise Arch(V) de bir konidir.

Kamit. Her 0 < o € R ve © € Arch(V) icin az € Arch(V) oldugu aciktir. Ispati
tamamlamak igin Arch(V') + Arch(V) C Arch(V) oldugunu gostermek yeterlidir.
x1,25 € Arch(V) olsun. Her n € N i¢in x; + x9 + nv € V, igermesi en az bir
v € V dogru olsun. Herhangi bir m € N alinsin. Bu durumda her n € N igin z; +
nxe + nmv € V, saglanir (¢linkii zo, 21 + 29 + nmv € V) ve boylece x1 + n(xs +
mv) € Vy olur. z; Argimedyan eleman oldugundan z, + mv € V, bulunur. m dogal
sayist keyfi oldugundan her m € N i¢in o + mv € V, icermesi dogrudur. x5 nin
Argimedyan eleman oldugu kullanilir ise v € V. elde edilir. Dolayisiyla, 1 + x5 €
Arch(V') gosterilir. O

Tanim 2.7. W, V vektor uzayinda bir kama olsun. Eger x,y € V olmak iizere her
k € Z igin y — kx € W oldugunda x = 0 oluyorsa (V, W) on-sirali vektor uzayina

hemen hemen Argimedyan ve W kamasina da hemen hemen Argimedyan denir.

Standart bir 6rnek olarak (R%, <., ) sirali vektor uzay: hemen hemen Argimedyan
degildir (Ciinkii, her £ € Z i¢in (1,0) — k(0,1) = (1, —k) >jex 0 ). Agik olarak her
k € Z i¢in y — kx € W kosulu saglayan y € V vektori y € W olmahdir (k = 0
alalim). Dolayisiyla, tanimdaki y € V igermesini y € W olarak ve k € Z kogulunu

k € R ile degistirebiliriz yani hemen hemen Argimedyan olma tanimi suna denktir:

Vye W,z eV)[[Va eR)y —ax € W] = [z =0]].

Simdi, bir (V, V) 6n-sirali vektor uzay: verilsin V' nin biitiin sonsuz kii¢iik elema-
lariin kiimesi agagidaki gibi tanimlansin:
Ny: = {zeV]|FyeV)neN)|[-y<nzx<y]}
— {weV|@yeV)(ke)y—kre Vi)

= U Nizv

yeVi neN
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Aqgik olarak, V., kamasinin hemen hemen Argimedyan olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
Ny = {0} olmasidir. V, N =V, C Ny oldugundan her hemen hemen Argimedyan 6n-
sirali vektor uzay, sirali vektor uzay olmalidir. Dolayisiyla, koni olmayan Arsimedyan
kama hemen hemen Arsimedyan olmaz. Buna karsilik her Arsimedyan sirali vektor
uzayl hemen hemen Argimedyandir fakat bunun tersi dim(V) = 2 olsa bile dogru
degildir ve buna bir érnek agagida verilmektedir (ayrica bakiniz, Ornek 3.6). Ayrica,
bir Arsimedyan 6n-sirali vektor uzayinin hemen hemen Argimedyan olmasi gerekmez.
Ornegin, V # {0} olmak iizere W = V almursa (V, W) bir Arsimedyan 6n-sirali vektor

uzay1l ama hemen hemen Argimedyan degildir.

Ornek 2.8. T en az iki elemanh bir kiime olmak iizere V', T" lizerindeki biitiin sinirh

gercel degerli fonksiyonlarin kiimesini gostersin. V' iizerinde

f <9 [=gyadainf{g(t) = f(t)} >0

kismi siralamasi tanimlandiginda (V, <) hemen hemen Argimedyan sirali vektor uzayi

olur fakat Arsimedyan degildir. Ayrica,
Vi={0ju{f eV |@Ba>0)(vt eD)[f(t) > a]}

oldugunu kolayca goriiliir. Bu herhangi bir 0 # f € V. icin inf,cn % f in var olma-
masindan gortilebilir. Bunu gormek icin bir x5 € I" secelim ve I' en az iki elemanh
oldugundan h := x(g} & V4 ve % f + h €V, olur. Dolayisiyla, —h bir alt sinirdir ve
—h £ 0, yani 0, {+f : n € N} kiimesinin infimumu olamaz. Ote yandan, g = inf,en Lf
olsa g > 0 olmali, ve f # 0 oldugundan her ¢ € T icin L f(t) > g(t), yani g(t) < 0

bulunur. Buradan, g = 0 olmalidir, ki bu 0 1n infimum olamamasiyla gelisir.

V' vektor uzayinda bir dogru z,y € V' ve y # 0 olmak tizere her ¢ € R i¢in x + ty

vektorlerinin kiimesidir.

Iddia 2.9. W, V vektor uzayinda kama olsun. W kamasiin hemen hemen Argimed-
yan olmasi igin gerek ve yeter kogul bir dogru igermemesidir. Ayrica, (V, V) én-siral
vektor uzaym hemen hemen Arsimedyan olmas: her z € Vy i¢in (,en[— 22, +2] = {0}

esitliginin saglanmasina denktir.

Bir koninin Argimedyan olma ozelligi alt koniye ge¢mez. Ornegin, R?, K :=
{(z,y) | =,y > 0} konisi Argimedyan iken K’ := K \ {(z,0) | « > 0} alt konisi
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Argimendan degildir ¢iinkii her n € N i¢in (0,1) + n(1,0) € K’ fakat (1,0) ¢ K.
Asagida ifade edilecegi gibi hemen hemen Argimedyanlik 6zelligi alt koniye geger.

Iddia 2.10. Hemen hemen Argimedyan koninin herhangi bir alt konisi hemen hemen

Argimedyandr.

Tanim 2.3 ve 2.7 den bir vektor uzaymda Argimedyan (hemen hemen Arsimedyan)
kamalarin bogtan farkh bir ailesinin kesigimi de Argimedyandir (hemen hemen Arsi-

medyandir).

A, (V,V,) on-sirali vektor uzaymda bir sira-ideal dyle ki (V/A,V, + A) hemen
hemen Arsimedyan ise A diizgiin-kapali olur (Onerme 3.5 (a)). A = {0} oldugu
zaman bu ifadenin tersi de dogrudur (Onerme 3.5 (b)). Dolayisiyla, V hemen hemen
Argimedyan gerek ve yeter kogul {0} diizgiin-kapalhdir. Genelde, A diizgiin-kapali bir
sira-ideal olmak {izere V/A sirali vektor uzayimin Argimedyan olup olmama sorusunun
cevabi ¢ok acik degildir. (Vektor orglisii durumunda Veksler [26] tarafindan buna
olumlu cevap verilmistir. Ayrica, bakimiz [2, Theorem 2.23]). Bu arada herhangi bir
hemen hemen Arsimedyan vektor orgiisii Arsimedyandir. Gergekten, y > 0, x keyfi
bir eleman ve her n € N icin nx < y ise nz™ < y, yani 0 < y — nz™ bulunur. Ayrica,
her n € NU {0} i¢cin 0 < y + nz™ her zaman dogru oldugundan her k € Z i¢in
0 < y+ kz™ olur. Hemen hemen Argimedyanhk varsayimindan z+ = 0, yani z < 0
elde edilir. Buna gore (R?, <;.,) Arsimedyan olmayan bir vektor orgiisii oldugundan
hemen hemen Argimedyan da degildir. Ornek 2.8 de {0} 1n diizgiin-kapali olmasina
ragmen V' = V/{0} mn Argimedyan olmadig1 bir 6rnek verilmisti. Tanim 2.5 e benzer

sekilde hemen hemen Argimedyan eleman tanimi verilebilir.

Tanim 2.11. (V, V) bir én-sirali vektor uzay1 ve x € V. olsun. Herhangi bir y € V'
vektori her k € Z i¢in z + ky € V. oldugunda y = 0 bulunuyorsa x vektoriine hemen

hemen Arsimedyan eleman denir.

a-Arch(V') biitiin hemen hemen Argimedyan elemanlarin kiimesini gistersin ve
tanimdam a-Arch(V') C V, ve agagidakiler elde edilir:

V, birkoni & 0€a-Arch(V) <& a-Arch(V) # 0,

V., hemen hemen Argimedyan < V., = a-Arch(V)
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ve

a-a-Arch(V) = a-Arch(V) (V0 < a €R).
L bir vektor orglisii ve x € L olmak tlizere agagidaki 6zel vektorleri tanimlayabiliriz:

1. z in pozitif kismi, 2T =2V 0
2. z in negatif kismi, 2= = (—z) V0

3. z in modiild, |z| =2 V —=z.

x,y,2 € L ve a € R i¢in agagidaki ozellikler saglanir:

1. a>0ise a(zx Vy) = (azx) V (ay) ve a(z ANy) = (ax) A (ay),

2. a<0isea(xVy)=(ax) A (ay) ve a(x ANy) = (az) V (ay),
J.z+yVez=(x+y V@+z)ver+yAz=(r+y) A(z+ 2),
4. 2Vy=(—y) +y=(y—2)" +z,

5. |ax| = |af |z],

6. xVy=5@+y+lz—yl)verAy=3@@+y—I|z—yl),
7.x+y=xzVy+zAy,

. x=z"—ax  veat ANz~ =0,

9. |z =2t + 2,

10. |z —y|l=xzVy—zAy,

1. |z +y| Ve —y| = |z + |yl

12. 2| VIyl =5 (|2 +yl + |z —y]) ve [z| Ayl = 5 llz +y| — [z —yl|.

Ustten sinirh her kiimenin supremumunun var oldugu bir vektor orgiisiine Dede-

kind tam denir.

A, L vektor orgiisiiniin bogtan farkh bir alt kiimesi olsun. x € A, y € L ve |y| < |z|

oldugunda y € A oluyorsa A kiimesine kat (solid) denir. Kati olan bir vektor alt uzaya
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vektor orgii-ideal denir. Burada, her vektor orgii-idealin bir sira-ideal oldugunu fakat
tersinin dogru olmadigini belirtelim. Bir sira-idealin vektor orgii-ideali olmasi igin
gerek ve yeter kogul alt vektor 6rgiisii olmasidir. Ornegin, koordinat siralamasi ile R2

uzaymda {(z,y) € R* | y = —z} bir sira-ideal fakat vektor alt orgii degildir.

V' ve L iki sirah vektor uzay1 ve T : L — V bir lineer operator olsun. Her z € L™

icin T' (z) > 0 ise T fonksiyonuna pozitif denir.

Asagidaki tamim daha sonra kullanilacaktir.

Tamim 2.12. (V,V,) bir sirall vektér uzay1 olsun. U = (U,U,) bir Argimedyan
sirali vektor uzay1 ve ¢ : V' — U bir pozitif lineer fonksiyon (yani, ¢(V,.) C U,)
ve (Uy, ¢1) — (Ua, ¢p2) morfizmleri ¢ : Uy — Uy porzitif lineer fonksiyonlar dyle ki
12001 = ¢ esitligi saglanmak olmak tizere objeleri (U, ¢) ciftlerinden olusan Caren (V)
kategorisini goz oniine alalim. Eger C .., (V) kategorisi bir (Uy, ¢o) ilk objesine sahipse

Uy sirali vektor uzayma, V' sirali vektor uzaymin bir Argimedyanlagtirmasi denir.
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BoLUuM 3

SIRALI VEKTOR UZAYLARININ
ARSIMEDYANLASTIRILMASI

(V, V) bir POVS olmak iizere
Dy ={zeV|(FeV,)(VneN)nx+£eV,}

olarak tanimlansin. Kolayca, su gozlemleri yapabiliriz:

(i) Dy bir kamadur,

(ii) Dy N (—=Dy) = Ny (dolayisiyla, Dy bir konidir gerek ve yeter kogul V; hemen

hemen Argimedyandir),
(iii) Ny, (V, V) da bir sira-idealdir,
(iv) Dy + Ny = Dy (cinkii, Dy € Dy + Ny € Dy + Dy C Dy),
(v) Vi C Dy,
(vi) Vi Argimedyan ise V; = Dy,

(vii) Wy ve Wy iki kama dyle ki Wy C W ise Dy, C Dyy,.
Iy ile (V,V,) daki biitiin diizgiin-kapali sira ideallerin kesigimini gésterelim. V/ Ny
boliim uzaymda Vi + Ny = [Vi]y ve Dy + Ny = [Dy]y.  kiimelerini goz oniine

alahm. V., Dy ve Ny birer kama oldugundan V, + Ny ve Dy + Ny kiimeleri de
V/Ny bolim uzayinda kamadir. Ustelik, V. + Ny konidir. Ote yandan, Ornek 2.8
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goz Oniine alindiginda Dy = {f € V : f(t) > 0(Vt € I')} bir konidir. Ancak,
(V,Vy) = (R?, <) diigiiniildiigiinde Dy = {(x,y) € R* : & > 0} koni degildir (hatta

Dy, Argimedyan ama hemen hemen Arsimedyan degildir). Diger taraftan,
(Dy + Nv) N —(Dy + Nv) = Dy N (—=Dy) = Ny.

esitliginden Dy + Ny, V/ Ny boliim uzayimda bir konidir. Ayrica, V. + Ny C Dy + Ny
oldugundan V, + Ny nin bir koni oldugu bagka bir yoldan goriiliir.

Lemma 3.1. (V,V,) bir 6n-sirali vektor uzay1 olsun. Agagidaki ifadeler denktir:

(i) (V, Dy) Arsimedyan,
(ii) (Vx € Dy,y € V)[[(Vn € N)x +ny € Dy] = [y € Dy]],

(i) (Ve e Vi,y e V)[[(Yn € N)z+ny € Dy| = [y € Dy]].

Kanat. (i) ve (ii) nin denkligi Argimedyanhgin tanimindan gelir. (ii) = (iii) gerektir-

mesi V., C Dy icermesinden kolayca gortliir.

(iii) = (ii) € Dy ve y € V olmak iizere her n € N igin  + ny € Dy olsun.
Dy nin tamimindan en az bir v € V. vardir oyle ki her £ € N icin kx + v € V. olur.
v = u+z € V, tanimlansin. Boylece, her n € N i¢in v+ny = u+x+ny € u+Dy C Dy
bulunur. Simdi, (iii) kullamilarak y € Dy elde edilir. O

Asgagidaki lemmanin ispati yukaridakine benzerdir.

Lemma 3.2. (V,V,) bir 6n-sirali vektor uzayi olsun. Agagidaki ifadeler denktir:
(i) (V, Dy) hemen hemen Arsimedyan,
(ii) (Vo € Dy,y € V)[[(Vn € Z)z +ny € Dy] = |y = 0],

(ii) (Vz e Vi,y e V)I[[(Vn € Z)z+ny € Dy] = [y =0]].

Iddia 2.10 nun bir sonucu olarak (V, Dy) hemen hemen Argimedyan ise (V, V)
da oOyledir.

Onerme 3.3. (V, V) bir vektor orgiisti ise Dy = Dy + Ny =V, + Ny olur.
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Kanit. Dy = Dy + Ny esitligi ve V. 4+ Ny C Dy + Ny icermesi zaten gozlemlenmisti.
Herhangi bir x € Dy alalim. Bu durumda her n € N i¢in nx + u > 0 olacak gekilde
bir w > 0 vardir. © > —nz esitsizliginden v = ut > (—nx)* = n(—z)" = nz~ yani
n(—z~)+wu > 0 bulunur. Buna gére —z~ € Dy oldugu gézlemlenir. Ayrica, V, C Dy
oldugundan z~ € Dy olur, ve boylece x= € Dy N — Dy = Ny elde edilir. Dolayisiyla

x=a" —x" €V, + Ny icermesi saglandigindan ispat biter. O]

Yukaridaki ispatin bir sonucu olarak (V, V. ) bir vektor érgiisii oldugunda Ny bir
alt vektor orgiisii ve dolayisiyla bir vektor 6rgii-ideali oldugunu not edelim (¢iinki = €

Ny ise z, —x € Dy olur ve yukaridaki ispattan 2, 2" = (—z)~ € Ny bulunur).

Asagida bazi temel sonuglar verilmistir.

Onerme 3.4. (V,V,) bir POVS olsun. Asagidakiler saglanir:
(a) Ny, (V, Dy) de bir sira-idealdir;
(b) Nv C Iy;
(c) Eger V bir sira-birime sahipse her A C V' ideali icin Nyj4 = Iy dir;

(d) Eger (V, V) bir vektér orgiisit ise (V/Ny, Dy + Ny) bir vektor orgiisiidiir. Ozel
olarak (V/Ny,Vy 4+ Ny) = (V/Ny, Dy + Ny) olur.

Kanit. (a) u,v € Ny ve w € V Oyle ki (V, Dy) uzayinda v < w < v saglansin. Bu
durumda
—r<nu<z, —-y<nu<y (VneN) (3.1)

olacak gekilde x,y € V, vardir, ve

0<n(w—-u)+&, 0<n(v—w)+& (VnéeN) (3.2)
olacak gekilde &, & € V. vardir. 3.1 ve 3.2 den

O<nw+z+&, 0<-nw+y+& (VneN)
bulunur. Bu durumda

—(z+&)<nw<y+&  (VneN)
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saglanir ve dolayisiyla
—z+ty+&+&) <nw<(z+y+4H+&) (VneEN)
elde edilir ki bu w € Ny demektir.

(b) f € Ny alahm. Bu durumda en az bir g € V' igin
—g<nf<g (YnéeN)

veya denk olarak
1 1
—Zg<0-f<=g (WneN)
n n

oldugu goriliir. A C V bir diizglin-kapali sira-ideal olsun. a,, := 0 € A dizisi g-diizgiin
olarak f vektoriine yakinsar. Dolayisiyla, f € A olur. A keyfi oldugundan f € Iy elde

edilir.

(¢) V nin bir sira-birimini e ile gésterelim. Ilk olarak A = {0} oldugunu varsayahm.

f € Ny verildiginde en az bir g € V icin
—g<nf<g (YneN)

saglanir. Ayrica, g < ce olacak sekilde bir ¢ € R var oldugundan
—e<nf<e (VneN)

elde edilir. Ny nin diizgiin kapali oldugunu gosterelim: f, % z oldugu varsayilirsa
fn ﬁ) z olur, yani,
—e <k,(fn—2)<e (YneN)

ve k, T oo olacak sekilde (k,),en € N vardir. Ayrica,
—e<k,fn<e (YnéeN),
buradan
—2e < k,z <2 (¥YneN)

esitsizligi elde edilir. k,, T oo oldugundan z € Ny dir. Simdi, A C V herhangi bir ideal
olsun. e, V' nin bir sira-birimi oldugundan [e] de V//A nmin bir sira-birimdir. Boylece,

yukarida da gosterildigi gibi Ny 4 = Iya esitligi elde edilir.

(d) (V, V1) bir vektor érgiisii olsun. Ny nin bir vektor érgii-ideali olmasi (V/ Ny, V.
+Ny) bélitm uzaymi bir vektor érgiisii yapar. Yukaridaki Onermeden (V/Ny, Dy+
Ny) = (V/Ny, Vi + Ny) oldugu gozlemlendiginde istenen elde edilir. O
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Onerme 3.5. (V,V,) bir POVS olamak iizere agagidaki ifadeler dogrudur:

(a) A CV bir sira-ideal olsun. Bu durumda V/A hemen hemen Argimedyan ise A
diizgiin-kapalidir.

(b) V hemen hemen argimedyandir < Ny = {0} < I, = {0}.

(¢) Eger (V,V,) swra-birime sahipse (V/Ny, Dy + Ny) bolim uzayr Argimedyan
OoV'S dir.

(d) (V/Ny, Dy + Ny) hemen hemen Argimedyan ise (V/Ny, Vi 4+ Ny ) hemen he-
men Argimedyandir. Ozellikle, (V, V) bir sira-birime sahipse (V/Ny, Vi +Ny)

hemen hemen Arsimedyandir.

Kanat. (a) Bir (y,) € A dizisi u € V; ve x € V olmak {izere y, W,y yakinsamasini
saglayacak gekilde alinsin. z € A oldugu gosterildiginde A, diizgiin-kapali olur. Her

n € N i¢in n(y, — z) € [—u, u] oldugunu varsabiliriz. Boylece,

nl=al =nly, —2] € [=[u], [ul] (vneN).
V/A hemen hemen Arsimedyan oldugundan [—z| = [0] ve dolayisiyla z € A elde
edilir.

(b) “V hemen hemen Arsimedyan = {0} diizgiin-kapahdir” gerektirmesi (a)

kismindan gelir.
“{0} diizgiin kapali = Iy, = {0}” gerektirmesi Iy nin tanimindan dolay1 dogrudur.
“Iv = {0} = Ny = {0}” gerektirmesi Onerme 3.4 (b) den elde edilir.

“Ny = {0} = V hemen hemen Arsimedyandur” gerektirmesi Tanim 2.7 in bir

sonucudur.
(c) Ispat [24, Theorem 2.35] ten goriiliir.

(d) Vi + Ny, V/Ny uzaymda hemen hemen Argimedyan Dy + Ny konisinin bir

alt konisi oldugundan Iddia 2.10 dan istenen ispatlanir. O]

Yukaridaki Onermenin (b) ve (c) kisimlarimn bir sonucu olarak sunu elde ederiz:
(V, V) sira-birime sahip ve hemen hemen Argimedyan ise (V, Dy) Argimedyandir
(¢linkit Ny = {0}).
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Ornek 3.6. V, R iizerindeki tiim reel polinomlarin vektor uzayr P (R) gstersin ve

pozitif koni
Vii={peVI|(VteR)p(t)>0}U{plp(t) =0}
olsun. OVS (V, V) sira-birime sahip degildir, Ny = {0}, ve

Dy :={peV|VteR)p(t) >0}
olur. V den z = 1 ve y = —t? elemanlarim alalim. Bu durumda
r—nyeVy (YneN),
fakat y ¢ —V, bulunur. Dolayisiyla, (V, V) Arsimedyan degildir, ancak Ny = {0}

dir. Agik olarak OVS (V/Ny, Dy + Ny) = (V, Dy) Arsimedyandur.

Sunu not etmeliyiz ki ayn1 siralamayla V' = P[0, 1] uzayr Argimedyan degildir
fakat sira-birimli hemen hemen Argimedyan ve diizgiin kapah sira ideal Ny = {0}
dir. Ayrica, iyi bilinir ki bu OVS, Reisz pargalanig ozelligine (Riesz decomposition

property) sahiptir fakat vektor érgiisti degildir.

Onerme 3.7. (V,V,) hemen hemen Argimedyan OVS olsun. O zaman OVS (V, Dy/)

Argimedyandir.

Kamnit. Dy konisinin Argimedyan olmadigim kabul edelim. Bu durumda
(Vr >0)rz+y € Dy fakat y ¢ Dy
olacak sekilde y € V' ve x € Dy vardir. x € Dy oldugundan en az bir v € V7 i¢in
(Va>0)z+av eV,

saglanir. K = span (x,v,y) NV, olarak alinsin. Herhangi bir C' C span (z, v, y) kiime-
sinin span (x,v,y) uzaymdaki Oklidyen topolojiye gore kapamsim cl(C) ile goste-
relim. Bu durumda z € cl(K) ve her r > 0 i¢in rz + y € cl(K) olur ve boylece
y € cl(K) C Dy bulunur ki bu imkansizdir. Dolayisiyla Dy Argimedyandir. O

Sonug 3.8. Herhangi bir hemen hemen Argimedyan koni bir Argimedyan koninin
i¢ine gomiilebilir. Ayrica (V, V) kismi sirali vektor uzayi olmak tizere (V/N, Dy+Ny )
sirali vektor uzaymin hemen hemen Argimedyan olmasi igin gerek ve yeter kosul

(V/Ny, Vi + Ny) sirali vektor uzayimmin hemen hemen Argimedyan olmasidir.
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Kanat. Tk kissm Onerme 3.7 nin bir sonucudur. Tkinci kisim icin N =Ny veD = Dy

gosterimleri kullanilsin.
Onerme 3.5 (d) gereklilik kismi ispatlar.

Yeterlilik i¢in (V/Ny, Vi 4+ N) nin hemen hemen Argimedyan oldugunu varsa-
yalim. Bu durumda Onerme 3.7 ile Dy konisi V/N uzaymda Arsimedyandir.

D+N=[Dy={ueVI|3eV.) (¥neN) nu+eeV,}y
C{lu] e V/N|3[E] V. + N)(¥neN)[nu+ €] eV, + N}

= Dy/n

gozleminden D + N konisinin V/N uzaymda hemen hemen Argimedyan oldugu ispat-
lanmaisg olur. O]
T. Nakayama'ya atfedilen agagidaki érnek (bakiniz, [23, p.436]) V/Ny de Dy + Ny

konisinin genelde hemen hemen Argimedyan bile olmayacagini gostermektedir.

Ornek 3.9. V kiimesi asagidaki gibi tanimlansin:
V= {a = (a,lg,ai)k | (a}C, ai) S (RQ, Slex) , sonlu tane k icin aj, # 0} .

Koordinat siralamasi ve iglemlerine gore V' bir vektor orgiisiidiir. Asagidaki kiimeler

gbz ontine alinsin:
A={aeV |herkicin a, =0, sonlu tane k i¢in ai # 0}
ve
B={a €V |herki¢n a, =0}

Agikca, A C B, A # B ve A C Ny saglanir. Gergekten, a € A ise her k > N,
igin ai = 0 olacak sekilde bir N, € N vardir. y € V agagidaki gibi tammlanirsa
—y <na <y, (Vn € N) elde edilir:

o (07 1)7 ]‘SkSNa
1 00, k>N,

Ayrica B = Iy ve A = Ny egitlikleri gerceklenir. Gercekten herhangi bir @ € B

alimirsa u := (0, k |a2|)ren € V ve
a, ={(0,a}),(0,a3),...,(0,a2),(0,0),(0,0),...} € A
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icin agagidaki esitsizlik saglanir:
—u<n(a—a,) <u (VneN).

Boylece, a, @) a olur, ve a, € Ny C Iy oldugundan a € Iy bulunur. Dolayisiyla
B C Iy dir. Her k € N igin M;, := {a € V | aj, = 0} kiimesi tanimlansin. Herhangi

bir M}, kiimesinin bir diizgiin-kapali ideal oldugu asikardir ve boylece

Iy C () My =B.
keN
Buradan, B = I esitligi gosterilmis olur. Ozellikle, Ny, C B elde edilir. Eger a € Ny,

ise sadece sonlu tane by # 0 olmak tizere b = (b}, b7),. oy i¢in
—-b<na<beV (VneN)

esitsizligi dogrudur. Ote yandan, by = 0 ise her n € N icin —b < na? < b? esitsizligi
saglanmir ve ai = 0 olmasi gerektiginden b2 = 0 oldugunu varsayabiliriz. Boylece,
a = (a}, aj),en €leman her k& € N i¢in a; = 0 ve yalmz sonlu tane k icin aj # 0
kosullar1 saglamalidir. Dolayisiyla, a € A ve A = Ny elde edilir. Buna gore agagidaki

esitlikler yazilabilir:

Ny ={a €V | (Vk € N)a, = 0 ve sonlu tane k i¢in aj # 0}
ve

Dy ={a €V | (Vk € N)a; > 0 ve sonlu tane k i¢in a; <0} .

Buna gore V. # Dy (6rnegin {(0, —1),(0,0),...} € Dy \V} ) oldugundan V' Argimed-
yan degildir. (V/Ny, Dy + Ny) vektor orgilisii hemen hemen Argimedyan degildir.

Bunu gormek i¢in

e, = 0,—3), 1<k<n
TV 0,0, ksn

olmak ftizere ¢, € V elemani goz oniine alinsin. Bu durumda ¢, € Ny, ve

d:((a—%fi;¢Aw ve v=((0, 1), eV

olmak tizere —v < n(d—¢,) < v, yani, (¢,)nen dizisi d ye diizgiin yakinsar. Dolayisiyla
Ny, (V, V) da diizgiin-kapah degildir. Onerme 3.5 (a) ile (V/Ny, Vi + Ny) vektor

orgiisiiniin hemen hemen Argimedyan degildir. Ayrica, (V, Dy) de (¢,)nen dizisi d
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ye diizglin yakinsar fakat d ¢ Dy dir. V' bir vektoér orgii oldugundan Onerme 3.4
(d) ile (V/Ny, V.. + Ny) = (V/Ny, Dy + Ny ) nin bir vektor orglisii oldugu bulunur.
Boylece, (V/Ny, Dy + Ny) vektor orgiisii hemen hemen Arsimedyan degil ve dola-
yisiyla Argimedyan da degildir (¢linkii vektor orgiilerinde hemen hemen Argimedyan

olma Argimedyan olmaya denktir).

Sonug 3.8 in ilk kismi zaten herhangi bir hemen hemen Argimedyan (V, V. ) uzaymm
bir Argimedyanlagtirmasini vermesine ragmen (tek yapilmasi gereken V. yerine V.,
y1 igeren biitiin Argimedyan konilerin kesigimini almaktir) agagidaki Teorem, V ko-
nisi {izerinde herhangi bir kisitlama gerektirmez ve V/N nin sifirdan farkli sonsuz
kiiciik eleman icerdigi gosterilen Ornek 3.9 daki V' gibi siralanms vektor uzaylarmi

da barindirir.

Teorem 3.10. Herhangi bir siralanmig vektor uzay1 sira-izomorfizme gore tek tiir-

li belirli bir Argimedyanlastirmaya sahiptir.

Kanat. V = (V, V) bir OV'S olsun. N, := {0},
Ny =Ny = {z eV |[z]y,, V/No =V nin sonsuz kiigiik elemam }

Npp1={z eV |[z] N, » V/ Ny nin sonsuz kiiiik eleman }

ve daha genel olarak herhangi bir o > 0 ordinali igin
Ny = No(V) = {:U eV |[zly, ., V/Us<alNs nin sonsuz kiigiik elemam}
olarak tanmimlansinlar. N, nin tanimindan agagidaki icerme goriiliir:
Noy €N, (Vou < ).

Ny, +1 = N,, kosulunu saglayan ilk ordinal Ay olsun. OVS (V/NAV, Viln, )
14
sifirdan farkili sonsuz kii¢iik elemana sahip degildir ve bu nedenle hemen hemen

Argimedyandir. Onerme 3.7 ile agagidaki OVS Arsimedyandur,

(V/N)\Va [DV/NAV]NAV> == <V/N/\V> DV/N)‘V) i

pv ile V. — V/N,, bélim fonksiyonunu gosterilirse py pozitif ve lineerdir. U =
(U,U,) Arsimedyan OVS ve ¢ : V' — U bir pozitif lineer fonksiyon olacak sekilde
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herhangi diger bir ikili (U, ¢) i¢in « keyfi bir ordinal olmak iizere her z € N, i¢in
¢ (x) € Ny elde edilir. Her Argimedyan OV'S hemen hemen Argimedyan oldugundan
Ny = {0} ve dolaysiyla Ny, C ker (¢) saglanir. Béylece gg([x]NAv) = ¢(x) bi¢iminde
tanimlanan ¢ : V/N,,, — U fonksiyonu iyi tanimhdir ve ¢popy = ¢ esitligini gergekler.
Ayrica eger [z] Ny, € Dy/n, ise en az bir £ € V. + N, i¢in

n[x]N/\V + [é]NXV < [VJr]N/\V (Vn €N)

bulunur. Bu elemana ¢ uygulamak
ng(x)+¢ (&) €Uy (VneN)

verir ve (U, U, ) Argimedyan oldugundan ¢ () € U, elde edilir. Buradan

¢([z]n,, ) = o(x) € Uy

ve ¢ nin pozitif lineer fonksiyon oldugu goriiliir. ¢ nin tek tiirlii belirli oldugunu
gostermek icin 1 o py = ¢ kogulunu saglayan herhangi bir ¢ : V/N,, — U alalim. O

zamarll

O (W, ) = v @) =0 @) = v @) =6 (lly,,) (yeV)

ve boylece 1 = ¢ elde edilir. Dolayisiyla, <<V/N,\V,DV/NAV> ,pv> objesi Capen (V)
kategorisinin ilk objesidir. Dolayisiyla <V/ Ny, , DV/N/\V) OVS, (V,V,) OVS nin Arsi-

medyanlagtirmasidir. O

Teorem 3.10 nun ispatiyla baglantili olarak su soru ortaya c¢ikar. Herhangi bir «
ordinali i¢in N,y1 (V) = N, (V) esitligini saglayan ilk ordinalin « oldugu bir (V, V)
OVS var m1?

Teorem 3.11. Herhangi bir (V, V) OVS i¢in agagidaki kogullar denktir:

(i) Vi Arsimedyadir,

(ii) {z,;}, € V herhangi bir alttan simrh azalan ag ve bu agmn tiim alt simirlarinin
toplulugu L = {y € V : (V7 € {7})[y < x|} olsun. O zaman asagidaki esitlik
saglanir:

inf{z, —y|7e{r},ye L} =0.
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Kanat. (1) = (ii): V4 Arsimedyan olsun. Alttan d € V ile sinirh bir azalan {z.}, CV
ag1 alalim. z € V elemaninin her 7 ve her y € L i¢in 2 < x,—y esitsizligini saglandigini
varsayalim. Her 7 icin 0 < x, — y oldugundan gerektirmeyi ispatlamak icin z < 0

oldugunu gostermeliyiz.
Her 7 ve her y € L i¢in y + 2z < x, oldugundan her y € L i¢in y + z € L olur.
Boylece tiimevarim ile

y+nzelL (Yye L)(¥néeN)

bulunur. Ozel olarak, en az bir 7y € {7} ve her n € N icin d+nz < z,, ve dolayisiyla
nz < x, — d saglanir. Bununla birlikte V. nin Arsimedyan ozelligini kullanilarak

istenildigi gibi z < 0 elde edilir.

(ii) = (i): € V ve her n € N igin ny < z olsun. y < 0 oldugunu gostermeliyiz.

L= {wEV:(VnZl) wglaz}

n

olarak tanimlansin. Agiktir ki y € L dir. u € L verildiginde her n > 1 i¢in 0 < %x —u

saglanir. Hipotez azalan %m 4> y dizisine uygulanirsa asagidaki infimum vardir ve

) 2 ; 1
inf —x—u| = iInf —z—u] =0
n>lucel \ N n>l,ucel \ N

bulunur. Buradan

. 2 , 2
inf —r—u|—y|l=—y+ inf |-z—-u|=-y
n>1uel n n>1luel \ N

olur. Ote yandan, her n > 1 i¢in

0= (be-o) s () ()

oldugundan
2
< i —r — _ —
o ot [(Ge=) =] =
elde edilir. Bu durumda, y < 0 ve dolayisiyla V., Argimedyandir. O]

Teorem 3.12. Herhangi bir (V, V) OVS i¢in agagidaki ifadeler denktir:

(i) V4 hemen hemen Arsimedyadir.
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(ii) Herhangi bir (U, U, ) OVS ve toplamsal fonksiyon 7" : Uy — V, igin T toplamsal

fonksiyonunun U dan V' ye bir lineer geniglemesi vardir.

(iii) Herhangi bir toplamsal fonksiyon 7' : Ry — V, i¢in T toplamsal fonksiyonunun

R den V' ye bir lineer geniglemesi vardir.

Kanit. (i) = (ii): Bu gerektirme, Sonug 3.8 ve (V,V,) OVS in Arsimedyan olmasi
durumunda ¢ok iyi bilinen bir genigleme sonucunda (6rnegin bakimiz, [3, Lemma

1.26]), hemen elde edilebilir. Fakat bunun direkt bir ispatin verecegiz.

U da U, — U, nin cebirsel tamamlayacis1 Uy tizerinde 7' nin bir geniglemesi keyfi
bir lineer operator olarak segilebildiginden U, 5 V., toplamsal fonksiyonunun bir

Uy —Uy) L V lineer operatériine genislemesini elde etmemiz yeterlidir.

Her bir y € (Uy — Uy) igin y = y; — yo olacak sekilde y, yo € U, segelim ve

Ty =T () — T (y2)

olarak tanimlansin. 7" nm iyi tanimh ve toplamsal oldugunu géstermek aligila gelmis
sekilde yapilabilir. (U, — Uy) i V nin toplamsaligi 7' nin Q-homojen olmasini ge-
rektirir. Ispat: tamamlamak icin 7' nin U, iizerinde R, -homojen oldugunu gostermek
yeterlidir ki U, iizerinde 7" ile aynilar. Boylece, yalniz T : Uy — V., nin R;-homojen

oldugunu gostermeye ihtiyacimiz vardir. Asagidaki basit sonucu kullanacagiz:

[z, y€ lgpl]l=[r—q¢y—qec0, p—q
= r-—y=@@-q@-W-—qcl-p-q,.p—4dl. (3.3)

Qi omTa€eR, Q37 | a, ue U, olsun. Bu durumda
roT (w) =T (rpu) < T (au) < T (rlu) =T (u)

olur. Bunun yani sira
roT (u) < aT (u) < 7T (u),

yani,
T (au) ,aT (u) € [r,T (u), 7T (u)] (3.4)

bulunur. 3.4 e 3.3 uygulanirsa

T (au) — aT (u) € [— (v, = rn) Tu, (rl, — rp) Tu]  (Vn € N)
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gozlemlenir. V; hemen hemen Argimedyan ve r/, —r, | 0 oldugundan istenildigi gibi
T (au) — aT (u) = 0 elde edilir.

(i) = (iii): Asikardir.

(ili) = (i): z € Vy ve y € V Oyle ki

1

—lxﬁyﬁ
n n

z (Vn>1) (3.5)

olsun. Q-lineer fakat R-lineer olmayan bir f : R — R fonksiyonunu alalim ve T': R, —

V' toplamsal fonksiyonu su sekilde tanimlansin:
T(a)=ar+ f(a)y (a€Ry).

Bu durumda 7" fonksiyonu R, dan V, igine tanmimhdir. Gergekten, 7' (0) = 0 ve eger
1f ()]

0 < a ise yeterince biiyik ng icin 0 < a — S saglanir. 3.5 ten her n > 1 icin
W@, iy < @,
n n
bulunur. Ozellikle, —Ma: < f(a)y, ve bu nedenle
No

0< (a— |f(a)|>x§ax+f(a)y:T(a)

N

sonucuna ulagilir. 7 nin tiim R ye bir 7 lineer genislemesi alinsm. Buna gore T
(dolayisiyla T') Ry iizerinde R -homojen olmal ki bu yalmizca y = 0 olmasiyla

miumkindir. O
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BoLuM 4

d(a,p) VE g(a,p) UZAYLARI

Bu béliimde iki yeni dizi uzay1 siifi tanitilir ve bunlarin P-uzaylariyla olan iligkisi

aragtirilir. Teorem 4.2 de verilen iligki bu yazi boyunca kullanilacaktir.

a = (ay,as,...) terimleri negatif olmayan bir dizi ve a; > 0 olsun. Bu durumda
kismi toplamlar
Ar=a1+--+a, (4.1)

sifir olamaz. p > 0 i¢in agagidaki uzaylar1 tanimlayalim:

d(a,p) = {X: ay, Sup |zg|? < oo 4.2
(a,p) { Zkzglkl } (4.2)

n=1

ve

g(a,p) = {x: D P = O(An>} . (4.3)

k=1
Eger p > 1 ise bu uzaylar agagidaki normlarla donatildiginda BK-uzaylaridir (yani

Banach dizi uzaylarndir ve x +— x, izdiigtimleri siireklidir):

00 1/p
%y = (Zan sup|xk\p) 44
n=1 kzn
ve

n 1/p
1
||X||g(a7p) = sup (A_ Z |'Ik|p> . (45)
n L

g (a,p) nin “biiyiik” bir uzay oldugu gézlemlenir ¢linkii smirsiz diziler igerir (3 ar =
oo oldugunda) ve d(a,p) nin de “kiigiik” bir uzay oldugu gozlemlenir. Teorem 4.2

den de goriilecegi gibi ikisi arasinda mitkemmel bir denge vardir. a =1 = (1,1,...)
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oldugunda d (a,p) ve g (a,p) uzaylar1 boliim 1 de karsilagilan uzaylara indirgenir.
Burada saglanan genellige boliim 6 da ve bagka kisimlarda ihtiyag olacaktir. Boliim

6 da “oranli Holder esitsizliginin” ¢arpanlara ayriligi tartigilacaktir.

Asagidaki iyi bilen sonug kismi toplamlar lemmasi olarak bilinir.

Lemma 4.1. u, v ve w negatif terimli olmayan diziler ve w azalan olsun. Eger

ise agagidaki saglanir:

Zukwk < kawk (n=1,2,3,...).
k=1 k=1

Kamt. 1ki defa kismi toplam yapilir. n

Eger x simirh bir dizi ise X, en ktuc¢tik azalan st sinar su sekilde tanimlanir:

T, = sup |z (4.6)
k>n
Agiktir ki, x € €7 olmasi x € d (p) olmasma denktir, ve [|x||,,) = [|IX[|, saglanir.

Teorem 4.2. Eger 0 < p < oo ise

d (aa p) 9 (a7 p) =’ (47)

carpanlara ayriligi saglanir. Tam olarak, herhangi bir x dizisi verildiginde asagidaki

esitlik dogrudur:
inf {[1¥ L ggap) 2]y ¥ -2 = x} =[], (48)

Kanat. Homojenlikten dolay1 teoremi p = 1 durumunda ispatlamak yeterlidir (p = oo

durumu agik oldugundan burada géz éniine alinmamigtir).

O halde x dizisi y € d(a,1) ve z € g(a,1) olmak {izere x = y - z ¢arpanlara

ayrilisgina sahip olsun. Bu durumda,

o (e.)
Il = lye el <O delzel
k=1 k=1
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esitsizligi saglanir. Ayrica, Tanim (4.5) den su sonug gikar:

Skl < Ny S (n=1,2.),
k=1 1

k=

ve sonra kismi toplamlar lemmasindan

(o] [o.¢]
> dklzl < llzllyan D Gk an
k=1 k=1

= M1zl a1y ¥ llagar)

bulunur. Dolayisiyla, d (a,1) - g (a,1) C ¢! igermesi ve

Iy < inf {1 llgar 2l ¥ -2 =x}
elde edilir.
Tersini ispatlamak igin x € ¢; oldugunu varsayalim ve dogal sayilarin asagidaki
gibi tanimlanmig {I;, I, ...} parcalanigim (sonlu veya sonsuz olabilir) alalim:
Lo={t€Z:in, <t<iy)
burada i,, € NU {co} ve su sekilde tanimlanir. Ilk olarak i = 0 alr ve i, ler ardigik
bir sekilde tanimlanir: 7,, sonlu bir say1 ve

| T q1] 4o 2] .
St = —= , n <t 4.9
(n+1,t) Qi1 T (z ) (4.9)

olsun. Eger sup{S(,41,¢): in < t} supremumuna ulasilmazsa
Ipt1 = 00
olarak alinsin. Eger Sup{S(nJrLt): in < t} supremumuna ulagilirsa
int1 :=sup{k € N: Spi1p) = sup{Sut1,0): in < t}}

olarak tammlanir, yani i,,1, (4.9) daki oranlarin supremumuna ulagitigl en son in-
dekstir. Herhangi bir adimda i,,; = oo olursa tanimlama iglemi bitirilir. Ayrica,
bu tammlamada aciklanmasi gereken bazi noktalar vardir. Ik olarak a;, +1 sifir ol-
madigindan (4.9) teki oranlar iyi tanimhidir. Gergekten, n = 0 i¢in bu tamimlamadan

dolay1 dogrudur (a; # 0) ve n = 1,2,... oldugunda da dogrudur. Ciinkii, Sg,;,) >
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Stnin+1) esitsizligi saglanmasi gerekir, aksi halde ¢, i tanmimlayan oranlarin maksi-
mumuna ulagtigl en son indeks, 4, olamazdi. Ikincisi, x € ¢! oldugundan (4.9) daki
oranlar dizisi (n sabit, ¢ > i,) siurhdir, yani her n € N igin {S,114): i <t} kiimesi

sinirhidir. Dolayisiyla, parcalanisin esas ozellikleri sunlardir:

T, + o4z X
sup } 1+1} || _ Zk61n| | = Stnin) (4.10)

tel,  Qip 41+ > kel Ok

> kel
Yokel, Uk D kel Ok

Ozellikle (4.11) suna denktir:

ve

T x
Bl o 2ken k] Stvstiin. (4.11)

Snyin) =

ZkE]n "Z.k’ > ZkEInUIn+1 ’l’k|

Zkeln Ak n EkEInUIn+1 Ak

ve bu da 7, in tanimindan kaynaklanmaktadir (sup{S(nH,t): in < t} supremumuna

?

ulagilirsa (4.11) daki esitsizlik kesin olur).

J € I, icin y; := S(,,,) olacak sekilde bir y dizisi tanimlanirsa (4.11) e gore y

azalan dizidir ve

o0

||y||d(a,1) > Zanyn
n=1
— Z Z ALYk

n keIn
=2 D lai]
n k‘EIn

= [l

esitligi saglanir. Simdi, z dizisi j € 1, igin z; := % (0/0 = 0 kuraliyla) bigiminde

tammmlanirsa x =y - z gortlir. Ayrica, k € I, icin

k
dlal= D> Izl A+ |z o+
=1 JeURZt I

2 ot (el el ST

JeUizi I
esitligi saglanir. Boylece, (4.10) dan

k k
Z|2j’§ Z aj+al-n_1+1—|—‘~+ak22aj
j=1 J=1

jeURZ1 I
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sonucu cikar ki bu bize z € g(a,1) ve [|z],,,) < 1 oldugunu syler. Dolayisiyla,
* Cd(a,1)-g(a,1) ve

inf {[¥llaas) 12l = ¥ -2 = x} < [1x;
elde edilir ve bu da ispat1 tamamlar. O

Not 4.3. Teoremin ispat1 Teorem 4.2 deki infimuma ulagildigini gésterir boylece (4.8)
daki “inf”, “min” ile degistirilebilir. Asagidaki sonuclarin bir kacinda egitlik durumu

tartigildiginda bu gozlem yararl olacaktir.

iyi bilinen
1 1 1
T = ¢ (— = ——l——) (4.12)
s P q
sonuncunun ispatina benzer olan asagidaki ¢arpim formiilleri verilebilir.

Teorem 4.4. 0 < p,q < o0 ve % = % + é olmak tizere
d<aap) ’ d<a7 Q> 3 d(a7 S) (413>

g(a,p)-g(a,q) =g(as) (4.14)

saglanir.
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BOLUM 5

o« U e

HARDY ESITSIZLIGI

Bu boliimde ¢arpanlara ayrilis teoremi olarak Hardy esitsizligini geligtirecegiz ve bu

amagla agagidaki gosterimi sunuyoruz:

) n p\ l/p
X[ ces(p) = (Z (%Z\ZEH) ) : (5.1)

Asagidaki gibi carpanlaria ayrilmis olan x dizileriyle ilgilenecegiz;

ye® ve ze€g(p) (5.2)
olmak iizere
X=Yy" 2. (5.3)
Bu tiir diziler igin
x|, = mf{{lyll,l[zll,,-) | ¥ € €,z € g(p*) Sylekix =y -z} (5.4)

gosterimini tanimlayalim.

Lemma 5.1. p > 1 olmak fizere { (p) = > kip olsun. n = 1,2, ... ise

<t <) (55)

esitsizlikleri gergeklenir. (5.5) teki sabitlerin her ikisi de miimkiin olanlarin en iyisidir

yalnmizca n = 1 oldugunda sag tarafta esitlik olur.
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Kamit. Sol taraf integral testinden gelir:
- - k+1d
1
NN T 9
k=n k=n

W sabiti seriyi tistten sinirlar. Buradan ]ﬁ sabitinin (5.5)

teki miimkiin olanlarin en iyisi oldugu goriiliir. Sag esitisizlige dénersek

Benzer sekilde,

o (F+1)n—1

n 1ka_np 12 Z kp

UG

Her bir ortalamay ortalamadaki maksimum deger ile degistirmek agagidaki esitsizligi

np—lggéégO;(%)p:C(p)-

Ortalamalar maksimumlar: ile gakigmadikca son esitsizlik kesin kii¢lik olur ve bu

verir.

yalnizca n = 1 oldugunda gergeklesir. O

Not 5.2. (n’kl Y k>n kip)nEN dizisinin kesin azalan oldugu gorilebilir. Ayrica, bu
duruma eslik eden bir sonug daha vardir: (277" 3", 75), o dizisi kesin artandir,
Ikisi birlikte ele alindiginda ¢ fonksiyonunun kuyruklar: i¢in oldukca kesin ve diizgiin
kestirimler bulunur:
1 (n+1)"""
n [nl’—l (n — } Z = [ n+4 1) np—l}

Lemma 5.3. p > 1 olmak iizere agagidaki esitsizligi saglayan porzitif terimli azalan

w dizisi vardir:

(wy + -+ wn)p—l < (np*)? (wg_l — wzli) (n=1,2,...). (5.7)

n—1—1
Kamt. w, = ( n_lp) alimsin. Bu durumda

Wni1 = Wy, Ve Wyt wy, = P = T W,
n n—1

bulunur. Ayrica, aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden ([17, Theorem 9))

1 1\*!
() (0p) <
np* np

elde edilir. Buradan (5.7) kolayca goriiliir. O
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Lemma 5.3, Knopp’a atfedilir. Burada onun ispat1 ¢ok az degistirilmistir ([20],
sayfa 207, ile kargilagtir). Onun sonucu gortindiigiinden daha incelikli; ozellikle (p*)”
sabiti kesindir. Ustelik, onun w secimi oldukca ustacadir; daha siradan w, = n=/?
secimi galigmaz. Knopp’unkinin katlar1 olmayan (5.7) yi saglayan bagka dizilere sahip

olmak ilging olurdu.

Teorem 5.4. p > 1 olsun. Bir x dizisi ces (p) ye aittir ancak ve ancak (5.2) ve (5.3)

teki gibi bir ¢arpanlara ayriligi vardir. Ayrica asagidaki esitsizlik saglanir:

(0= V)75l < ey < 271, (5.8)

ces(p)

(5.8) deki sabitlerin her ikisi de miimkiin olanlarin en iyisidir ve x = 0 olmadikga

sagdaki egitsizlik kesindir.
Kanat. Eger x =0 = (0,0,...) ise teorem agiktir. Bu nedenle x # 0 alalim.
(Gereklilik). Eger x € ces (p) ise
(oS 1 p—1
=34 () 59)
k= j=1

alinsin ve (n=1,2,...) i¢in b, nin sonlu oldugunu not edelim. Gergekten, Holder

esitsizligine gore,

|
X
I 3
z| -
~
Z
)
byl
gM%
RS
| =
M-
B
pati
~
S
~_
Z
=S

<) 17

bulunur. Ayrica b, pozitif terimli azalan bir dizisidir. Buna gore,

Yn = (|2n] bp)"? sgn (z,,) (5.10)

ve
2 = | | (5.11)

alinirsa x i carpanlara ayirabiliriz:

X=y-Z. (5.12)



(5.9) ve (5.10) dan

n=1 n=1 k=n j=1
[e%S) 1 k p
= z >l
k=1 j=1
elde edilir, yani, y € P ve
||y||p = ||x||ces(p) (513>

bulunur.
Ote yandan, Holder esitsizliginden

m p m p
<Z|Zk’p*) — (Z|xk|1/P* xk|1/pb;1/(73—1)>

k=1

m r—1
g( ym) 3l
k=1

k=1

elde edilir. Sonug olarak m = 1,2, ... i¢in (5.9) ve (5.11) hatirlanarak

S (5] £ 1S S

elde edilip

esitsizligi saglanir ve dolayisiyla Lemma 5.1 den

bulunur. Boylece z € g (p*) ve agagidaki esitsizlik goriiliir:

p—1
p*) S (p . 1) mp—l

12llyey < (0= 1), (5.14)
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(5.12), (5.13) ve (5.14) den (5.8) in sol tarafi elde edilir.

(Yeterlilik). x dizisi (5.2) ve (5.3) deki gibi bir carpanlara ayrilisa sahip olsun ve w

dizisi (5.7) yi saglasin. Tanmim geregi,

n n
2_1al" < lallge 31
j=1 j=1

ve boylece kismi toplamlar lemmasindan su bulunur:

n

Z |27 w; < HzHg(p*) ij- (5.15)

j=1 j=1

Holder esitsizligi uygulandiginda,

n p n V4
wl ] = gl wp 7 2wy
>l > luil
k=1 k=1
n n p—1
< <21yk|%k(p”> <Zyzjv’*wj> (5.16)
k=1 7=1

goriiltir. (5.15) ve (5.16) dan su sonug ¢ikar:

oo n p oo n n
2 <% 2 mr) <> (Z iywwk‘p”) Il (Z wj)
n=1 k=1 n=1 k=1 7=1

Lemma 5.3 i uygularsak

p—1

[e.9]

ey < (7 lg)” 3 (8= 022) Y b

n=1
< (P2l o))" D (5.17)
k=1

esitsizligi saglanir. Buradan su gosterilir:

¢l cesry = 271,

ve bu da (5.8) in ispatin1 tamamlar.

(5.8) deki sabitlerin miimkiin olan en iyi sabitler oldugunu asagidaki gibi gorebili-
riz: Sol taraf i¢in x = (0,...,0,1,0,...) alinsin (burada, n. terim 1 dir). Lemma 5.1 i

uygulayarak ve n — oo limitini alarak sol taraf goriiliir. Sag taraf, Hardy esitsizligini
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gerektirir (asagidaki sonuca bakiniz) ve p*, Hardy nin sonucundaki miimkiin olan en
iyi sabittir.

(5.2) ve (5.3) formundaki her x i¢in (5.4) teki infimuma tam olarak ulagilir.
‘z(”)Hg(p*) < |x|,(1+1/n)

ve y™ . z(" = x olacak sekilde y™ € (7 ve z(™ € g(p*) secelim. y™ lerin koordinat-
(nk)

Bunu gormek amaciyla n = 1,2,... i¢in Hy(")Hp =1,

sal yakimsak bir y™) alt dizisi vardir. Buna gére j = 1,2, ... icin yj = limy 00 y;
almirsa acik olarak y € (7, ashnda ||y|, < 1 olur. Benzer sekilde, z(") lerin z ye
koordinatsal yakinsak bir alt dizisi vardir. Dolayisiyla, [zl = [x|, ve y -z = x

olmalidir béylece (5.8) deki infimuma gergekten ulagilir.

Az énce yapilan gozlem, x = 0 olmakdik¢a (5.8) in sag tarafinin kesin esitsizlik
oldugunu gostererek Teorem 5.4 {in ispatini bitirmemizi saglar. Bu, yukarida secilen
y ve z ile yeterliligin ispati tekrarlanarak ve (5.7) nedeniyle (5.17) deki esitsizligin

kesin oldugunu gozlemlenerek yapilir. [

Sonug 5.5. (Hardy Esitsizligi) p > 1 olmak tizere x = 0 olmadik¢a agagidaki esitsizlik

saglanir:
) n p o
1
ht )P p
> <n2|wk|> < @)Y |zl (5.18)
n=1 k=1 k=1
Kanat. (5.8) in sag tarafinda y = x ve z = 1 alinirsa istenen saglanir. O
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BOLUM 6
HOLDER ESITSIZLIGI

0 < p,q < oo olacak gekilde p ve ¢ secilsin ve s de agagidaki sekilde tanimlansin:
1 1 1
-=—+-. (6.1)
s P g
Bir x dizisinin ¢* de olmas1 y € (P ve z € {? olmak lizere x = y-z seklinde ¢arpanlarina
ayrilmasina denktir. Bu gercek Holder esitsizliginin ve tersinin en iyi bilinen sonucu-

dur.

Bu bélimde z nin 77 |2|? kismi toplamlarmm belirli bir oranda biiyiimesi
durumunda benzer bir carpanlara ayrilig problemi coziiliir. Bu problemin gik bir
¢oziimu vardir fakat ispat ¢ok acik degil ve hatta formiilasyonu da bazi zorluklar
sunmaktadir. Agagida verilen yaklagim miimkiin olan en iyi sabitleri bulmamiza yol
acar. Alternatif bir ¢oziim [7] nin III. Kisminm 3. boliimiinde bulunabilir. Orada para-
metrelerin farkl problemleri iizerinde ¢aligildi; kanitlarda gelismis fikirler kullanildi ve
bu, sabitler icin diisiik kestirimlere neden oldu. Iki ¢oziimiin ayrintil kargilagtirlmas:

boliim sonunda yapilacaktir.

Asagidaki gibi ¢arpanlara ayriliga sahip x dizileriyle ilgilenecegiz:

zcg(aq,yeclr (6.2)
olmak tizere
X=Yy:z. (6.3)
Boyle diziler igin
%0 g = Y], 12l 00 | ¥ € .2 € g(a,q) Sylekix =y z}. (6.4)

Gosterimi tanimlansin.
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Teorem 6.1. Bir x dizisinin (6.2) ve (6.3) teki gibi bir garpanlara ayrihgi vardir
ancak ve ancak

Z (Z'“') < oo (6.5)

=1

esitsizligi saglanir. Burada s, (6.1) deki gibi verilmektedir. Ayrica,

1/p

p 1/8
S <_> |X|p;a7q (66>

S
n=1 k=n

o 0o s p/s
|X|p;a7q = Z Qn <Z %)

esitsizlikleri gergeklenir. Buradaki sabitlerin her ikisi de en iyidir; gercekten x in en
fazla bir tane terimi sifirdan farkli oldugunda sol taraf esitlik ve x £ 0 oldugunda sag

taraf kesin egitsizlik olur.

Kamat. (Gereklilik). Tlk olarak x in sonlu tane sifirdan farkh terimi oldugunu varsa-

yalim. Bu durumda her n > N i¢in x,, = 0 olacak gekilde bir N sayis1 vardir ve

()

olarak tanimlansin. Eger x yukaridaki gibi bir ¢arpanlara ayriliga sahipse ([7, Lemma

2], sayfa 387) nin ters ¢evrilmis versiyonuyla su goriiliir:

N N | ‘S p/q
p s s T
== lwel” - Jad (Z ;) (6.7)

ve buradan

L<—||yH 1211} g L/

g(a,q)
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bulunur. Ayrica, L sonlu oldugundan

2 < (8" 1yl el (6.9)

sonucunu gikaririz. (6.2) ve (6.3) i saglayan tiim ¢arpanlara ayriliglar iizerinden infi-
mum alarak (6.6) mn sag tarafini elde ederiz. Ispat1 bitirmek i¢in (6.8) de N — oo

limiti alinir.

(Yeterlilik). Eger (6.5) saglanirsa

1/p
b, — Z (Z il ) (6.9)
" =1 k=j
olmak ftizere
Un = by 2,7 sgn () (6.10)
ve )
|2
= 6.11
o= (6.11)
olarak tammmlandiginda x i agagidaki gibi carpanlara ayirabiliriz:
X=Yy:Z (6.12)

Simdi, (6.10), (6.9) ve (6.1) den su sonug ¢ikar:

ZW Z"’”"' Z (ZH)
()

Ote yandan (6.9) ve (6.11) dan

|0
q
“n = . B p/a\ /P
(fn 2 0 (Z, '%C) )
J=1 k=j
bulunur. Payda, j. noktada <= L Olgiistine sahip n noktah {1,2,...,n} olasiliklar uzay

o0
tizerindeki :kl fonk&yonunun LP/9-normu olarak yorumlanabilir. Bu normu daha
k=j

kiigitk harmonik ortalama ([17, Theorem 16]) ile degistirerek

LS

7j=1
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oyle ki
2] 0 <1 (6.14)

bulunur. (6.12), (6.13) ve (6.14) den (6.6) nin sol tarafi saglanir.

(6.6) min solundaki sabit miimkiin olan sabitlerin en iyisidir. Ciinkii, x sifirdan
farkli sadece bir terime sahip oldugunda esitlik saglanir. Sagdaki sabit de miimkiin
olan sabitlerin zayif anlamda en iyisidir. Kesinlik olarak (’g’) y degerinden daha kiigiik
bir deger yoktur ki a nin her segimi i¢in (6.6) y1 saglansin. Bu goyle goriilebilir:
Ornegin a = 1 oldugunda k = 1,..., N icin 2 = k=7 ve diger durumlarda z;, = 0
alinarak y=x ve z=1 olarak secildiginde N — oo limiti alinir. Ote yandan, a =
(1,0,0,...) oldugunda Teorem 6.1, Holder esitsizligine indirgenir ve uygun sabit 1
dir. Belirtilmig her a i¢in (6.6) nin sagindaki en iyi sabiti belirleme probleminin getin

oldugu gortliir.

Teoremin son ciimlesi Teorem 5.4 iin ispatindan gelir. Yalniz, (6.4)’teki infimumun
aslinda minimum oldugu ve (6.7) esitsizligin a = 0 olmadikga kesin oldugu goriiliir.
(6.6) nin solundaki esitlik durumlarinin tam olarak teoremde belirtildigi gibi olmasi

bir sandir. O

Holder esitsizligi ile dogal olarak baglantili olan bagka bir carpanlara ayrilig prob-
lemi vardir. Problem sudur: y € ¢ ve z nin kuyruklar, (3772, |z|?), ongoriilen
oranda azalan olmak iizere y - z carpimlari olarak ifade edilen x dizilerini belirlemek-
tir. Azalma, negatif olmayan terimlerden olusan " a;, yakinsak serisinin sabitlenmesi

bakimindan belirtilmektedir. Buna gére o, =Y 32, a, (n =1,2,...) alir ve

v (a,q) = {Z BPNEAE O(an)}

k=n

tanimlanir.
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Sonug 6.2. Bir x dizisinin y € 7 ve z € 7 (a, q) olmak lizere x = y - z ¢arpanlara

ayriligina sahip olmasi ancak ve ancak agagldaki kogulun saglanmasi ile mimkiindir:
£

6.15

> (30 619

n=1 k=1
Kanit. Teorem 6.1 in ispatina benzer bir dogrudan ispat verilebilir. Yine de (6.6)

dan (6.15) i gikarmak daha kolaydir. Bu, ilk olarak x dizisinin sonlu tane sifirdan

farkli terime sahip oldugu varsayilarak (k > N ise zp = 0) ve x1,...,ZN; Y1, - - -, YN;
Z1y...,2N; A1, ... ,ayn dizilerinin her biri ters sirada yazilarak yapilir. Genel durum
N — oo limiti alinarak elde edilir. O

(6.15) i¢in (6.6) ile aym sabitlere sahip ve bu sabitler miimkiin olanlarin en iyisi
oldugu bir versiyon vardir. Teorem (6.1) in esitlik durumuyla ilgili son ciimlesi gegerli
degildir.

Bu boliimiin sonuglari, [7] deki kism IIT iin 3. béliimiindekilerle kargilagtirilmalidir.
Orada da Holder carpanlara ayrilis problemimiz ¢ozildii ancak kullanilan yontemler
biraz dolayhidir ve onlar ilgili sabitler icin kesin tahminler saglayamazlar. Ornegin, [7]
deki Theorem 4, y € (P ve z € g (a,q) olmak tizere x dizisinin x = y - z bigiminde

carpanlara ayrilabilecegini tam olarak

o0 1 n p/(]
) s < 6.16
;|x|(Ankz_;|xk|) 2 6.16)

saglandiginda gerceklenecegini gosterir. Ispatin analizi sunu ortaya koyar:

1/p

1/p S n p/q
s s 1 s P\ /P g\ 14
<]—9> ‘:C’p;ag < ; |z, | (A_n ; || ) < (;) (g) \x|p;a’q. (6.17)

(6.5) ve (6.16) nin eg deger kosullar oldugu elde edilir. Fakat bu eg degerligin
basit ve dogrudan kamti veremeyiz. Ozellikle iki tarafl ilgili esitsizliklerdeki en iyi

sabitleri bilmiyoruz. Bolum 11 de
p/q

p/S 00 n
|xk| b s 1 s
I DOL o BT oIt 5 ol 619
n=1 " k=1
ve p/s sabitinin miimkiin olan en iyi sabit oldugu gosterilecektir. Boylece (6.6) nin sol

tarafi (6.17) nin sol tarafindan daha giiclidiir. Kanitimiz, ne yazik ki yalnizea p < ¢

oldugunda galigir.
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BoLUM 7

CoPSON UZzAYI

Bu bélimde 0 < p < oo olmak iizere agagidaki gibi tamimlanan cop (p) uzaylar
incelenecektir:
=1

cop (p) = {XZ Z (Z %) < oo} (7.1)
= k=n

o0 00 p\ l/p
5l = (Z (Z %) ) (72)

bigiminde tanimlanan ||| -normu altinda bu uzaylar BK-uzaylaridir. Asagidaki

cop(p)
esitsizligi ispatlayan Capson’un [11] serefine bu terminolijiyi kullaniriz:

1%l copipy =PI, (0 <p<1) (7.3)

ve dolayisiyla
cop(p) T (0<p<1) (7.4)

icermesi goriiliir. p > 1 oldugunda, bu esitsizliklerin tersine ¢evrildigi tamamlayic1 bir

sonug vardir:
i g cop (p) ; ||X||cop(p) S pHX”p (75>

(7.5) in sol tarafi en azindan p = 2 oldugunda Hardy [14] tarafindan kesfedilmistir.
Yine de tiim p > 0 degerleri igin (7.1) ve (7.2) gosterimlerini kullanacagiz.

Buradaki amacimiz cop (p) uzaylarii karakterize ederek (7.3)-(7.5) in gelistirilmig
versiyonlarini elde etmektir. Ilk olarak p > 1 durumunu ele alacagiz ¢iinkii bu durum

0 < p <1 durumundan daha kolaydir.
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Teorem 7.1. p > 1 olsun. x dizisi cop(p) uzayina aittir ancak ve ancak (5.3) ve (5.2)

deki gibi bir ¢arpanlara ayrilisa sahiptir. Bu durumda

X[, < 1Xllcoppy < PIXI,, (7.6)

cop(p)

saglanir. (7.6) daki sabitlerin her ikisi de miimkiin olanlarin en iyisidir. x, sifir olmayan
en fazla bir terime sahipse sol tarafta egitlik vardir ve sadece x = 0 oldugunda sag

tarafta esitlik vardir.
Kanat. Teorem 6.1 de a =1 ve ¢ = p* alindiginda ispat tamamlanir. O]

Teorem 6.1 ve 7.1 birlikte diigiintildigiinde

cop(p) = ces(p), (p>1) (7.7)

esitligi gortiliir. Altta yatan esitsizliklerin, (5.18) ve (7.5), yer degistirme yoluyla
esdeger olmasi gercegine ragmen bu sonug bir gekilde sasirticidir. Nitekim, (5.18)
ve (7.5) sadece (P C ces(p) ve 7 C cop (p) igermelerini verir; denklikleri (7.7) den

cikar ancak tersi dogru degildir.

Copson esitsizliginin (6.7) deki versiyonu Teorem 6.1 den gelirken Hardy ninkinin
gelmemesi ilgingtir. Hardy nin sonucunun basit bir versiyonu elde etmek igin bile (6.6)

veya (6.15) te a i¢in hangi se¢imin yapilacagim gérmek zordur.

Teorem 7.2. 0 < p < 1 olsun. Bir x dizisi cop(p) ye aittir ancak ve ancak agagidaki
carpanlara ayriligi kabul eder:
X=y %z (7.8)

burada y € ¢! ve z, bir w € #/(~P) dizisinin harmonik ortalamalarinin dizisidir. Tam

olarak
infimum, x =y -z ve
n
Zn = n=12... 7.10
le S wLn ( ) ( )

olacak sekilde y € ¢*, w € (?/a-» elemanlar tizerinden alinir.
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Kanit. Eger x € cop(p) ise agagidaki ayarlamalar yapildiginda istenen carpanlara

ayrilig saglanir:

k=j
ve
n
Zn = —
2l X %
J=1 \k=j
Buradan y € ¢ bulunur. Gercekten,
= frnl o (o bl )
Iyl = . > 7)
n=1 j=1 \k=j
o 00 p
> ()
: ‘n
Jj=1 \n=j
= HXHIc?o (p) -
Diger taraftan,
A
k
o= (£5)
k=n
olarak tamimlandiginda
n
fn = 1
w T T
ve w € (75 olur clnkii
1—
HWHﬁ = Hx”co IZp) :

(7.11)-(7.16) dan su sonucu gikaririz:

ifIyll (Wl 2 o x =y -2} < (%] o)
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Tersine, x, teoreminde tanimlanan tipte bir carpanlara ayrilisa sahipse

> |yk|> (7.18)

esitsizligi saglanir buradan

P¢llcoppy = MLyl 1wl 22 x =y -2} (7.19)

goriiliir. Boylece, (7.17) ve (7.19), (7.9) u verir. O

y ve z, (7.11) ve (7.12) de oldugu gibi segildiginde (7.9) deki infimuma ulagilir.

Aslinda se¢im tek tiirliidiir (skaler katlarin moduliine gore) ¢iinkii

2L |
wp P ve —Z—
W, = k

dizileri orantili olmadigr miiddetge (7.18) deki esitsizlik kesindir. Bu w dizini (7.14)

deki dizinin bir skaler kat1 olmaya zorlar.

Teorem 7.2 6nceki sonucglarimizdan farkhidir ¢iinkii geligtirilmek istenen klasik
esitsizlikleri kolayca gerektirmez. Bununla birlikte Copson’un sonucunun (7.4) deki
basit versiyonunu ¢ikarabiliriz. Bunu yapmak igin Carlemon’in [9] asagidaki ¢arpici

esitsizligini hatirlayalim:

S lrrma < el (7.20)
n=1 n=1
ki bu geometrik ortalama “operatoriiniin”,
GM (x) = (|a1], Joraa] %, ) (7.21)

' uzaym kendi icine resmettigini ve normunun e den kiiciik esit oldugunu soyler.

(7.20) deki xy y1 |xx|” ile degigtirerek GM nin (P yi /P ye gotiirdiigiinii ve normunun
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e"? den kiiciik oldugunu gériiriiz (0 < p < o0), ve harmonik ortalama operatoriin

HM de aymisii yapar. (4.12) ’ii hatirlayarak Teorem 7.17 den

cop(p)=¢'-HM (£ﬁ>

elde edilir ki bu (7.4) tiir. Bununla birlikte bu icerme ile iligkili e'/? sabiti en iyi degildir
ve Copson esitsizliginin keskin versiyonunu (7.3) elde etmek i¢in ¢ {izerindeki HM
operatoriiniin normunu belirlemek zorundayiz. Bu p < 0 icin bir (P-esitsizligi olarak
goriilebilir. Bolim 9 da basit bir dualite argiimani ile bu ¢oziilmiigtiir. 0 < p < 1

durumunda dualite sonucu ilk olarak boliim 8 de tartigilmigtir.
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BoLUM 8
IKi TEKNIK

p > 1 olmak tizere /P uzaylar: teorisindeki iki nemli sonucun (Schur testi ve Hellinger-
Toeplitz dualite teoremi), p < 1 oldugunda da nasil uygulanabilecegi incelenecektir.
Thtiya¢ duyulan degisiklikler rutin tiirdendir ve daha énce fark edilmemis olmalar: bi-
raz sasirticidir. Orijinal sonuglarin kendisi Holder esitsizliginin basit uygulamalaridir
(yaratict olsa da) ve her ikisi de Holder’in temel formiiliiniin muazzam giiciinii géster-

meye hizmet etmektedir.

Onerme 8.1. (Schur) 1 < p < 0o ve A, terimleri negatif olmayan bir matris olsun.
Eger
sup anr =R < o0
k=1

ve

(o]
sup Zan7k:C< 00

k n=1

ise A, (7 yi {7 igine gotiiriir ve ||Al|, , < RYP"CVP egitsizligi saglanir.

Onerme 8.2. (Hellinger-Toeplitz) 1 < p,q < oo olsun. A, /7 yi ¢7 i¢ine gotiiriir, gerek
ve yeter sart A’ (transpoz matris), (4" yi (7" igine gotiiriir. Bu durumda HAHM =

|AY

. olur.

q*,p

“p> 1" den “p < 1”7 e gegis yaptigimizda esitsizliklerin yon degistirmesini bekleriz
(bakiniz [17] §9.13). Bu nedenle [|Al|, , yerine asagidaki gibi verilen alt siur L’yi goz
ontine alirz:

[Ax]l, = Liix],- (8.1)
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Esitsizlik (8.1), negatif olmayan tiim x dizileri i¢in gegerlidir ve L = L (A, p,¢) nin
miimkiin olan en bilytigiinii arariz. Ilgimizi negatif olmayan terimlere sahip A mat-

rislerine ve x dizilerine kisitlayacagiz yani sadece temel esitsizlikleri dikkate alacagiz.

Once ¢ = p alarak Schur testini ele alriz. Bu kisitlama gerekli degildir, sonucu-
muzun agirlikli versiyonlari da miimkiindiir ancak biz sadece ihtiya¢ duyduklarimizi

ifade ve ispat edecegiz.

Onerme 8.3. 0 < p < 1 ve A, terimleri negatif olmayan bir matris olsun. Eger

sup » apr=R>0 (8.2)
" k=1
ve .
Hlif ; anp =C (8.3)

ise agagidaki esitsizlikle birlikte (8.1) gergeklenir:

L > RYP" CYP, (8.4)
Kanat. Holder egitsizliginden
Dty =)y (anser)”
k=1 k=1

bulunur ve buradan

%) %S p 00 0o
R A anpe | =) ab> ang
k=1

n=1 k=1 n=1
>C Z z
k=1
esitsizligi saglanir ki bu da (8.4) e egdegerdir. O

Asagidaki Hellinger-Toeplitz’in benzer bir sonucudur.
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Onerme 8.4. (0 < p,q < 1 ve A, terimleri negatif olmayan bir matris olsun. Bu

durumda, negatif olmayan her x igin
1A%, = L[, (8.6)
saglanir gerek ve yeter kosul negatif olmayan her y icin

HAty p*

> Ly

(8.7)

q*
gergeklenir. Eger (8.6), x=0 diginda kesin ise (8.7) de y=0 diginda kesindir; tersin

saglanmasi gerekmez.

Kamit. Asagida tim dizilerin negatif olmayan terimlere sahip oldugu varsayilmakta-

dir. Tk olarak sunu gozlemleyelim: 0 < ¢ < 1 veya t < 0 ise

Jull, = inf {(u,v) : [[v]],. > 1} (88)

[o.¢]
burada (u, v) = > wv olarak tanimlanir.
=1

u nun terimlerinin tiimii pozitif ise 6zdeslik, Holder esitsizligi ve tersinin yanlizca

tekrar ifade edilmesidir. Bu durumda k = 1,2,... igin 9 = ul ' olmak iizere infi-

noktasinda ulagihir. Ote yandan, en az bir u, = 0 ise t < 0

mumuma v = v/||v||,.

oldugunda 6zdeglik agiktir ¢iinkii (7.12) nin her iki tarafi da sifirdir. Ancak 0 <t < 1

oldugunda infimuma ulagilamaz. Ozdeslik

tanimlanarak ve € \, 0 alinarak ispatlanir.

(8.8) i iki kez uyguladigimizda su goriiltir:

inf ||Ax[|, = inf inf (Ax,y)

[, =1 [l =1 [lyll g+ =1

= inf inf <X, Aty>

Iy 1l g =1 lIx|,>1

= inf HAty
Iyl >1

p*

ve (8.6) ve (8.7) nin denkligi aciktir. Onermenin son ciimlesi, (8.8) deki infimuma

ulagilmasiyla ilgili yapilan acgiklamalardan cikar. O
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Onerme 8.3 ve 8.4 Hausdorff matrisleri siifina uygulanayabilir. Hausdorff matrisi,

hong (n,k=0,1,...), asagidaki gibi tanimlanir:

n An—k k<
oy = { ()A" k< (8.9)
0, k>n

burada p = (0, i1, -..) bir gergek sayilar dizisi 6yle ki g = 1 ve A fark operatoridiir:

Apk = pus — frot1- (8.10)
Hausdorff matrislerinin teorisi [16] ve [28] de aciklanmigtir.

Yalnizca negatif olmayan terimlere sahip matrislerle ilgilenecegiz. Bu nedenle p

bir tamamen monoton dizi, yani
Aup >0 (n,k=0,1,...) (8.11)

saglanacak sekilde alinir. Hausdoff'un temel teoremine ([18]) gore (8.11), tam olarak

p bir moment dizi oldugunda gergeklenir:

m :/Olekdﬂ(e) (k=0,1,...) (8.12)

burada du(6), [0,1] tizerinde bir Borel olasilik dl¢iistidiir. Boylece (8.9), esdeger bir
bicimde agagidaki gibi yeniden yazilabilir:

0, k>n

du(0), Lebesque 6lgiisii olarak alinirsa C'; Cesaro matrisi elde edilir. Boylece agagidaki
Teorem 8.5 Copson esitsizliginin (7.3), bir genislemesidir. Diger segimler; u(6) =
1—(1—6)"icin (C,a), a mertebeli Cesaro matrisi, I'(a)du(f) = [log#|*~" df icin o
mertebeli Holder matrisi ve du(6), § = a noktasindaki deger igin (E, a) Euler matrisi

elde edilir. Bu matris smiflar1 i¢in alt siir problemi (8.1) tamamen ¢6ziilmiig olur.

Teorem 8.5. 0 < p < 1 ve (H, u) Hausdorff matrisi (8.13) olsun. Bu durumda negatif

olmayan terimlere sahip her x dizisi i¢in

[H'||, > </0 0" du(e)) x|, (8.14)

gergeklenir. Sabit miimkiin olanin en iyisidir ve (8.14) te esitlik yalmizca x=0 veya

p =1 veya H = I oldugunda saglanir.
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Kanat. Teorem ilk olarak Fuler matrisi i¢in ispatlanir ve daha sonra standart bir

ortalama teknigi ile genel durum cikarilir.

Eger H = E,, ise H' nin satir toplamlar1 hep 1/a ya esittir ve siitun toplamlar:
1 dir. Onerme 8.3 ii uygulayarak L > a7 ki bu 8.14 tiir. Cenel durum Minkowski

esitsizligi uygulanarak gelir:

HHtpr = H/o (E, )" xdu(a)

p

> [y x] e

> ( / - du(a)) Il (8.15)

Daha sonra (8.14) teki sabitin miimkiin olan en iyi sabit oldugunu gosterecegiz. p = 1
oldugu zaman bu agiktir ¢iinkii esitsizlik bir 6zdeslige indirgenir. Ancak genel durum

daha zordur ve farkli sekilde ilerlemeliyiz.

p > 1/p ve n > p olacak sekilde n tamsayisi ve p segilsin. H® matrisini agagida

tanimlanan x dizisine uygulayalim:

] 0, k<n (8.16)
TTLEDG, k2 |

(k—p)---(n+1—p)
ket 1)

Daha sonra, eger m > n ise,

k — oo iken ), = ~ k~? oldugundan x € ¢? bulunur.

(H')), = am / 1 07~ dp(6) (8.17)
0
olur. Bunu gormek icin sunu not edelim:
R (e

:i (“?‘f’) (1—0)°
k=0

3 (:::@) (1— )
k=m

S WD) | pin

= GG
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buradan su sonug ¢ikar:

> ( Z ) 0" (1—0) %l) = (?’i;) . (8.18)

(8.18) 1 du(f) ya gore integre ettigimizde (8.17) elde edilir. (8.17) den su gikarilir:

n—1 00 p 00
HHtxHZ = Z (Z hk,mxk> + Z (Htx)]:n
m=0 \k=m m=n

1 P
< nsup quﬁ’+( / eplduw)) I
" 0

Ayrica, p — 1/p limiti [|x]|, — oo ve

¢ v
M</ 0" du(0)

1[I, —Jo

olmasini getirir. Buradan 8.14 teki sabitin kesin oldugu goriiliir.

Son olarak, (8.14) teki esitlik durumlarina bakacagiz. p = 1 durumu yukarida

yapildigindan yalnizca 0 < p < 1 durumunu ele alacagiz.

(7.20) de p niin 6lgiisiiniin 1 oldugu bir S kiimesinde

oo i .
> <n) o (1— )"z = f(n)g(a) (8.19)
k=n

bigiminde olmadikca kesin bir esitsizlik vardir. S sonsuzsa (8.19) dan n =1,2,... ve

sonsuz tane « igin

a"f(0)) (’“ ) L—a) =) (1—a)xn (8.20)

h=n \"" k=0
elde ederiz. Bu (8.20) deki tiim kuvvet serilerinin 6zdesg katsayilara sahip olmasim
gerektirir ve boylece x= 0 olur. Eger S sonluysa S = {oq,...an} ve p(a;) = v,
olarak almisa H = vy (E, o) + -+ + vy (E,ay) bulunur. (8.5) te A = H' olmak
iizere en az bir ¢ i¢in

O Tk = Cplnk (8.21)

olmadikga esitsizlik kesindir. (8.21) den A = I veya x=0 sonucu ¢ikar. O

Teorem 8.5, Holder ve Euler matrislerine uygulandiginda (H, oz)t nin alt siirmin
p* ve (E,a)" nin alt smrmm o/ oldugunu goriiliir. Ayrica, (H,«) (H, () =
(H,a+ B) ve (E,«a) (E,8) = (E,apf) formiilleri kullamldiginda yukaridaki sonuglar
asagidaki genel hadiseyi gosterir.
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Sonug 8.6. (H,p)" ve (H,v)" iki tranpoze Hausdorff matris ise carpimlarinm alt

smir1 (0 < p < 1 igin 7 tizerinde) alt siirlarimin garpimidir.

Kanat. Herhangi A, B matris ¢ifti icin L (A, B) > L (A) L (B) oldugu agiktir. Asagi-
daki esitsizligi gosterecegiz:
1 1
L((Hw' (H)) < [ o' aute) [ 557 av(s), (8.22)
0 0
ve boylece (8.14) den istenen sonug gelir. (8.22) yi kamitlamak icin (8.18) deki 6 y1

af ile degistirelim:
(B,0)'(B,8)'x),, = (E.0)'x),, = (aB)" "z,

burada x dizisi (8.16) ile verilir. Burada du(a)dv(f) integrali alinirsa
1 1

(10! CH0)'x) = [ duta) [ 57 av()
0 0

bulunur. p — 1/p alindiginda tipki Teorem 8.5 in ispatinda oldugu gibi (8.22) nin
saglandigi goriilebilir. O

Teorem 8.5, 0 < p < 1 igin Hardy’nin iyi bilinen egitsizliginin bir benzeridir [15].
Buradaki sonug ile Hardy’ninki arasindaki temel fark kanittaki sabitin miimkiin olanin
en iyisi olmasindadir. 0 < p < 1 oldugunda Hardy nin argiimanlar1 gecerli goriinme-

mektedir; bunun yerine Euler matrislerinin 6zyapisin1 kullaniriz. Temel gergek [21,

yk=<k;p) (k=0,1,2,...)

seklinde tanimlanan y dizisinin (E, Q)t nin 07! 6z degerine karsilik gelen bir 6z vektor

Teorem 1] sudur:

olmasidir. Bu gozlem p > 1 oldugunda dogrudan uygulanir ve Hardy nin sonucunun
gok basit bir kanitim verir. Ayrica p > 1 i¢in Sonug 8.6 nin benzeri olan [8, Teorem 9|
nin kanitin basitlegtirmek i¢in de kullanilir. Ne yazik kip < 1 (ve p > 1/p) oldugunda,
y dizisi bazi negatif terimlere sahip olur ve bu nedenle (8.1) deki alt siir problemini
analiz etmek i¢in kullanilamaz. Bu kusur y yi (7.21) deki x dizisiyle degigtirmemize
yol agar. Muhakkak x, y den karmagiktir ve (£, O)t nin bir 0z vektori degildir. Yine de
negatif olmayan terimlere sahiptir ve m nin yeterince biiyiik olmasi sartiyla asagidaki
denklemi saglar:

(Ax),, = Azy, (8.23)
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burada A = (E,6)" (ya da A = (H,p)") ve A = 67", (8.23) ii saglayan x dizisini A
matrisinin bir “nihai 0z vektori” olarak adlandirabiliriz. Bu kavram, Teorem 8.5 ve

Sonug 8.6 nin otesinde uygulamalara sahiptir.

Sonug 8.7. p > 0 ve (8.13) teki (H, u) Hausdorff matrisi ise

§j@jﬁ)f4jeme)§]mp 821
n=0 \ k=0 0 k=0

esitsizligi saglanir. Sabit miimkiin olanin en iyisidir ve x=0 veya H = I olmadikga
(8.24) deki esitsizlik kesindir.

Kamit. Eger y, negatif olmayan terimli bir dizisiyse, Teorem 8.5’e gore

1
5, > [ 0 duols
p+1 0 p+1

bulunur. Onerme 8.4 i uygulayarak su sonucu ¢ikaririz:

1
|mwwzlwmmwww

ve k = 0,1,2,... i¢in yg yi 1/|xy| ile degistirirsek bu (7.31) e indirgenir. Buradan

istenen sonug elde edilir. O
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BoLUM 9

ORNEKLER

Burada boliim 8 deki bazi sonuglar érneklerle agiklanacaktir. Beesack-Heining [4],
Knopp [20] ve Cochran-Lee [10] ¢aligmalarinda ortaya gikan baz sorular cevaplan-

muistir.

[4] te Beesack ve Heining, agirhkh LP uzayindan agirhkh L? uzayma tanimh
“Hardy” operatoriinii inceler. Yalnizca integral operatorleriyle ilgilenmelerine karsin
onlarin sonuglar1 matrislere de uyarlanabilir ve siradan bir degisiken doniigiimii (bkz
[7] de sayfa 153) sonrasi [7] nin II. Kismindaki Teorem 4 ile baz1 ortiigmeler vardir.

[7] yazimi sirasinda [4] fark edilmemistir.

Beesack ve Heinig esas olarak 0 < ¢ < p < 1 ve ¢ < p < 0 durumlaryla il-
gilenmigtir ve Hardy operatoriinii (veya tranpozunun) alttan simirh yapan agirhk-
lar1 belirlemeye galigmiglardir. Dort sonug verilmisgtir, ancak bunlar z — 1/z degis-
ken déniigiimiiyle ikiye indirgenebilir. Dolayisiyla, Teorem 1 in (a) ve (b) boliimleri
esdegerdir ve Teorem 2 nin (a) ve (b) kisimlar da esdegerdir. Ayrica, Onerme 8.4
i uygularsak, sunu goriirtiz: 1(a) ve 2 (b) esdegerdir ve 1(b) ve 2 (a) da esdegerdir.

Boylece esitsizliklerin dordii tek bir sonucu ortaya ¢ikarir.

Beesack ve Heining caligmalarinin ortaya ¢ikardigi esas problem, doért sonuglarinda
da ortak olan monotonluk hipotezinin kaldirlabilir olup olmamasidir. Ilk olarak Te-
orem 2 (a) da ve ardindan diger ii¢ sonuglarinda bu durum [7] in II. Kismindaki
Teorem 4 (i) < (4i) nin bir sonucudur. Bu teorem 0 < ¢ < p < 1 (ve benzer sekilde
q < p < 0) oldugunda LP den L? ya tanimh alttan sinirh Hardy operatorii (ve benzer

sekilde transpozu) i¢in agirliklarin tam bir agiklamasini verir.

Beesack ve Heining’in caligmasiyla ortaya ¢ikan ¢ozemedigimiz bir diger agik
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kalmig problem 0 < p < ¢ < 1 (ve benzer gekilde p < ¢ < 0) oldugunda agirliklar: ka-
rakterize etmektir. Not edilmelidir ki verilen gerek kogul (6rnegin Teorem 2(b)) artik
yeter degildir. Bu en kolay sekilde [7] nin II. Kismindaki Teorem 5(iv) maddesinde
p=q/(14+¢q), a =1/q ve p =1/p* alinarak goriliir.

Sonraki alt1 sonucumuz, Teorem 8.5 in sonuglaridir. du () 6lgiisii igin yerine koyma
metotlarr uygulanarak farkl sonuclar elde edilebilir. Daha 6nceki sonuclarla iligkilerini
tartigmak icin agagidaki alt1 sonucu sectik. Sabitlerin tiimii miimkiin olanin en iyisidir
ve x # 0 oldukga esitsizlikler (9.2 hari¢) kesindir.

Ik sonucumuz Knopp tarafindan ¢oziimlenmemis bir soruyu yanithiyor. Knopp,
(9.1) in K(c,p) bigimindeki sabitle saglandigimi gosterdi ([20], Kisim II, Teorem I
det = —1/p) ve K(a,p), (9.1) deki degerden daha kii¢iik alinamaz. Benzer sonuglar
agagidaki Sonug¢ 9.5 e uygulanabilir.

Sonug 9.1. a,p > 0 ise agagidaki esitsizlik saglanir:

I n+z:;*k e Fa—f—%-ﬁ-l = »

n=0 k=0 a+1)T (% + 1) k=0

Kanit. Sonug 8.7 de H = (C, «v) alindiginda ispat biter. O

Bir sonraki sonucumuz Knopp’a atfedilir ([20], Teorem IV te t = 1/p ve a, =
|zx["). Bu, ¢F iizerinde tamiml harmonik ortalama operatoriiniin normunun 7%1 ye

esit oldugunu gosterir.

Sonug 9.2. Eger p > 0 ise asagidaki esitsizlik saglanir:

[e.e] p oo
n p+ 1\*
> (4 o) <(B) S
Tl T T R /=

n=1

Kamit. Sonug 9.1 de o = 1 alinsin ve toplamin indeksi 1 den baglayacak sekilde

ayarlansin. O

Bir sonraki sonucumuz o = 1 oldugunda Copson esitsizliginin (7.3) bir genigleme-
sidir. Knopp’un caligmalarinda Sonug 9.3 iin olmamas ilgingtir. Calismalarinda ¢?
nin ti¢ farkh tirtindeki esitsizliklerini inceler: p > 1, p <0 ve p =0. Ancak 0 < p < 1

durumunu goz ontine almamaigtir.
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Sonug 9.3. Eger a > 0 ve 0 < p < 1 ise agagidaki esitsizlik saglanir:

x (o (oo |xk|>p>r<a+1>f<%> -
Z<Z i) C i 2

Kanat. Teorem 8.5 de H = (C, ) alinsin. O
Asgagidaki sonug keyfi (olasilik) 6lgiileri igin Carleman esitsizliginin gegerli oldugu-
nu gosterir. du(6), Lebesque dl¢iisti oldugunda klasik sonuca indirgenir.

Sonug 9.4. Eger (H, 1) Hausdorff matrisi (8.13) ise x = 0 veya H = I olmadikga

Z H |xk|hn,k < efol [log 0] du(0) Z |xk‘ (92)
n=0 k=0

k=0

saglanir. Sabit miimkiin olanlarin en iyisidir.

Kanit. Standart bir argiiman aracihgiyla esitsizlik (9.2), Sonug 8.7 den gelir. (8.24)
de zj, y1 |z¢|"” ile degistirip p — oo limiti almsm. [17, Teorem 187 sayesinde (9.2)

deki sabit ortaya cikar. Ispatin geri kalani buradan gelir. O]
Sonug 9.5. Eger a > 0 ise

0o n 1/(71;2(1) 00
Z <H |xk|("+fﬁik)> < e¥lat)—v() Z |2, (9.3)

n=0 \k=0 n=0

saglanir, burada (o) = £ log I'(@r) Legendre psi fonksiyonudur.

Kanit. Sonug 9.4 te H = (C, «v) alinsin. (9.2) deki integral birden fazla yolla belirle-

nebilir. Ornegin;

1 e’}
all—0)* loghl do =S — L
/0 (1-9) | ;k(lﬁa)

S

p k kE+a

1
11—t
- [

=¢la+1) —y(1)

elde edilir. o pozitif bir tam say1 ise (9.3) deki sabit e'*2t T dir; 6zellikle o = 1

esitsizlik oldugunda Carleman esitsizligine indirgenir. O
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Simdi yukarida bahsedilen alt1 sonucun sonuncusuna geldik. Sonug¢ 9.5 e ¢ok ben-
zerdir fakat sabitlerin basitligi nedeniyle ¢ok daha hogtur. Alternatif bir ispat [7] nin

162. ve 163. sayfalarinda verilmistir.

Sonug 9.6. Eger a > 0 ise agagidaki esitsizlik saglanir:

& n kta—1 1/("1"1) 1 >
S ([T ) <t S
n=0 \k=0 k=0
Kanat. Sonug 9.4 te du(f) = af*~1dh alinsin. O

Simdi Carleman esitsizliginin diger iki gesitinden bahsedecegiz. Cochron ve Lee
([10, Teorem 2]) gosterir ki > 1, 8> 0ve 0 <z, <1 ise

@

0o n a/n 00
Z n? (H x£a1> < % Z nfz, (9.4)
n=1 k=1 n=1

gergeklenir. Kanitlari, zeta fonksiyonunun kuyrugunun ilging bir kestirimini kapsa-
maktadir ki (5.2) deki egitsizlikten ne daha gii¢lii ne de daha zayiftir. « =1 ve 5 =0
alinmas1 Carleman esitsizligini verir. Bu durumda ek hipotez 0 < z,, < 1 gereksizdir.
Ancak genel hipotezden vazgegilemez ¢iinkii (9.4), x’lerde homojen degildir. Bu kusur

asagidaki sik esitsizligi ispatlayan Love (|22, Teorem 1]) tarafindan giderilmistir:

0 n 1/n® )
ol (k—1)® 1
EZHB(HW " ”) <Y 0 ol (9.5)
k=1 n=1

n=1

Carleman teoreminin ([9] §9.12) standart ispatiyla motive olan Cochron ve Lee
sonuglariin temelini olugturan bir ¢P-egitsizliginin olup olmadigini sormaktadir ([10],
sayfa 12). Ashinda bunun, hatta daha giiglii bir esitsizlik olan (9.5) i¢in bile saglandig
gézlemlenir. Oncelikle n® carpaninin gereksiz oldugunu not edelim; diger bir deyisle
(9.5) ispatlandiginda sadece 8 = 0 durumuyla ilgilenmek yeterlidir. Ispat, [9, Lemma
2] ninkine benzerdir ki (9.4) teki aym indirgemeyi yapmak igin Cochran ve Lee ta-

rafindan kulanilmigtir.

Istenen (P-esitisizligi asagidaki gibidir:

> (%Z(k“ (k= 1)) |xk|> < (2 1>Z wlf (96)

n=1 k=1
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a,p > 1 ve ap > 1 oldugunda bu gecerlidir. x; yerine \xk\l/ P yazmldiginda ve p — oo

limiti alindiginda 8 = 0 igin (9.5) bulunur.

Tekrar a,p > 1 ve ap > 1 oldugunda gegerli olan bagka bir (P-esitsizligi vardir.

Bu da (9.4) iin dogal bir geniglemesine yol acar. Yalnizca ¢/ sonucunu belirtecegiz.

> 1 n p ap p o
ot << ) P, .
Z(la_1+,,,+na_12k w) <(Ho1) Xl (9.7)

n=1

Bunu olusturmak (9.6) dan daha zor ve zahmetlidir. Ancak sunu belirtelim ki
Love'un ¢aligmalar1 ¢ok ilging bir soruyu giindeme getirir. Love, (9.5) in tiim pozitif
« lar igin (ve § > 0) gegerli oldugunu gosterdi. Bu, p > 1, ap > 1 ve 0 < a < 1

oldugunda da (9.6) ve (9.7) nin gecerli olmasi gerektigini gosterir. Burada sz konusu

olan (ag‘f 1>p sabittir; a > 0, p > 1, ap > 1 oldugunda da bazi sabitlerle esitsizligin

saglandigini gostermek mimkiindiir ki egitsizlik sadece bu aralikta saglanir.
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BoLuMm 10

/P NIN ANLAMI

Simdi 0 < p < 1 i¢in Copson esitsizligini ele alacagiz. Onceki analizimiz (Teorem 7.2)
sunu gosterdi:
cop(p) =¢'-HM <€ﬁ> : (10.1)

ve bu Knopp’'un sonucu olan Corollary 9.2 araciligiyla, Copson teoreminin kesin
bir versiyonunu vermek i¢in yeterlidir. Bununla birlikte, ikinci elemanin acik ola-
rak belirtilmedigi (10.1) carpanlara ayriligi Teorem 5.4 ve 7.1 dekilerden daha iyi
degildir. Bu kisumda her iki garpammnin bilinebilir oldugu cop(p) nin bir tanimini ve-
rerek bu eksikligi gidermeye ¢alisacagiz. (Sunu belirtmek gerekir ki H M (Ep%l> bir
linear uzay degildir, dahasi (7.10) daki denklemleri ¢6zmek H M (6%) nin anlaml

bir tanimlanmasina yol agacag goriinmiiyor.)

Harmonik ortalama operatoriiniin goriintii kiimesini belirlemek yerine onun kati
ortisiini, (- HM <€ﬁ> kiimesini karakterize edecegiz. Bu amacimiz i¢in yeterlidir,

giinkii (1 = ¢* - ¢>) kullamlarak (10.1) carpanlara ayrihst
cop(p) = £* - (ZOO -HM (610%1» (10.2)

sekilde yeniden yazilabilir.

Aslinda yontem o kadar basittir ki, Hardy, Littlewood ve Polya ([17], Béliim I) deki
M, ortalamalarinin 7 uzaylar1 iizerindeki davraniglarini tamamen belirleyebiliriz.

M., (x) su sekilde tanimlanir:
1 n 1/r
(M, (x)),, = (5 > ka|”> (10.3)
k=1
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oyle ki M;(x), M_1(x) ve My(x) (burada (My(x)), := lim,_,o+ (M, (x)), olarak
tanimlanir) sirasiyla x dizisinin aritmetik, harmonik ve geometrik ortalamalaridir.
Ayrica [17, 2.1.4] gbz Oniine almsin: r < 0 ve xq,%s,...,2, nin her biri sifirsa

(M,.(x)),, de sifir olarak yorumlanir.

Onerme 10.1. 7 bir gercel say1 ve p > 0 olsun. M, fonksiyonu ¢? den (¥ ye tanimli,

gerek ve yeter sart, r < p olmasidir. Ayrica, agagidaki esitlik saglanir:

()" r#o
e%, r=0.

HMTHpJ) =

Kamit. Asagidaki esitsizligi goz ontinde bulunduralim.

1/p

=1

o (1 p/r 0o 1/p

2 (zZ mr) < Ml (Z |yk|p> .

n k=1 k=1

r > 0 oldugunda x;, = |yx|" alinsm ve 7/" uzayma Hardy esitsizligini (5.18) uygula-

yalim. r < 0 oldugunda Knopp'un esitsizligi, Sonug¢ 9.2 yi uygulayalim. Son olarak

r = 0 oldugunda, Carleman’in esitsizligini (7.20) uygulayalim. O

Simdi /P tizerinde tanimli M, ortalamasinin goriintii kiimesinin kat1 ortiisiinii ta-
nimlayacagiz. Bu, Copson esitsizligi ile ilgili igleyigimizi tamamlamamiza imkan sagla-

yacaktir.

Teorem 10.2. p > 0 ve r bir gercel say1 oyle ki 7 < p olsun. Bu durumda

- M, () =d(p) (10.4)
gerceklenir. Ayrica,
1 .
M, -[[x[| 4y < inf {HYHOOHZHp: XxX=y-M, (z)} < 1%l (10.5)
"lp.p

esitsizligi saglanir. Sabitlerin her ikisi de miimkiin olanlarin en iyisidir. Sol taraftaki
esitsizlik x = 0 olmadikca kesindir. Sag tarafta esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
x in sonlu destege (finite support) sahip olmasi ve sifirdan farkl olan terimlerinin en

biiytigliniin en sonda goriinmesidir.
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Kanit. x € d(p) oldugunu varsayalim. z = x (bkz Tanmim (4.6)) alarak x dizisi (10.4)
teki gibi bir ¢arpanlara ayriliga sahip olur. Agik olarak, z € /7 ve

1z[l,, = 11l 4 (10.6)

olur. Ayrica, z azalan, negatif olmayan bir dizidir, boylece
Zp =min{z, ..., 2, = M_x(2)),,
ve [17, Teorem 16] dan z, < (M, (z)), ¢kar. |z,| < z, oldugundan
Iyl <1 (10.7)
ve
T = Yn(M, (2)),, (10.8)

olacak sekilde y € ¢>° segebiliriz. (10.6)-(10.8) den (10.5) in sag tarafi gelir.

(10.5) in sol tarafini ispatlamadan 6nce baz agiklamalar verelim. Oncelikle goste-
rimimiz yalnizca r # 0 ise anlamhidir; » = 0 durumu uygun degisikliklerle yapilabilir.
Ikinci olarak z € M,.(¢?) ise Onerme 10.1 den z € 7, ve dolayisiyla z € ¢, ve azalan

yeniden diizenlenmesi, z*, hakkinda konusabiliriz.

Simdi x, (10.5) teki gibi bir garpanlara ayrilisa sahip olsun. Eger z # z* ise en
az bir k i¢in |zx| < |2k41| olur. z de 2z ve 241 terimlerini yer degistirdigimizde elde
ettigimiz dizi w olsun. n < k ve n > k oldugunda w nin (M, (w)), ortalamalar1 z

ninkilerle ortiigiir. Fakat n = k oldugunda

|21 4+ 2]+ |Zk+1\r>l/T

(M, (w), = ( ?

r rN 1/r
et
(i )

k
= (M, (2)),
bulunnur. Buradan, azalan sirada verilmis bir {|z],|22|, ...} kiimesi igin
oo 1 p/r
> (231
n=1"M2" (m k=1

toplam1 maksimumuna ulasir.
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Sonug olarak,

o) m p/r
1 ,
1xlGe) = sup " = > |2kl
(®) m> m
k=1

n=1

snyupisup( fj )W

m p/r
< Iyl Zsup (%Z Al )
k

<y, z( Zm) ’

n=1

< [y ll5 M1, 1127115

bulunur. p. dereceden kokler almak ve ||z*[|, = [|z[|, oldugunu gozlemlemek (10.5) in

sol tarafini verir. ]

Simdi, Copson esitsizligine iligkin incelememizi tamamlayabiliriz. Copson’in sonu-
cunun iki tane carpanlara ayriligi oldugunu not etmek ilgingtir. (Ilki (1.8), ikincisi de

(1.9) a karsilik gelir.)

Teorem 10.3. Eger 0 < p < 1 ise

cop(p) =" -d (%) (10.9)

saglanir. Ayrica

Xy < i (¥l ey ¥ 2 =x} < Slixlygy (1000

esitsizligi gergeklenir. Sabitlerin her ikisi de miimkiin olanlarin en iyisidir. x sifirdan
farkli en fazla bir tane terime sahip olmadikca sol tarafta kesin esitsizlik vardir. Sag

taraf, x = 0 olmadikca kesindir.

Kanat. Teorem 10.2 ve 7.2 e gore,

inf {1yl 2l o )y -2 =%} (10.11)
> inf { ¥l IVl Wily( oy v HM (w) = x| (10.12)
= inf { Iyl Wl o y: ¥ - HM (w) = x}

_ HX”cop
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gelir. Boylece (10.10) un sol tarafi saglanir. Sag tarafi ispatlamak igin (10.11) deki
terimi ||HM HILI 2 =P ile garpilir, (10.12) egitisizligi ters gevrilir, ve daha 6nce
—p’1l-p

oldugu gibi ayn1 argiiman takip edilir. O]

Teorem 10.4. Eger 0 < p < 1 ise

P =cop(p)-g <1P%p> (10.13)

gerceklenir. Ayrica,

plll, < i0f { 1Yl 121, o )2 ¥ -2 = x} < [ix], (10.14)

esitsizligi saglanir. Sabitlerin her ikiside miimkiin olanlarin en iyisidir. Sol taraf, x = 0
olmadikca kesindir. x sifirdan farkli en fazla bir tane terime sahip olmadikca sag

tarafta kesin egitsizlik vardir.
Kanat. (4.12) yi uygulayarak ve ardindan Teorem 4.2 ve 10.3 ten
I, = inf {fufl [Vl 2, :u-v =x]
— inf { [l 1wily oIzl ey w0 Wz = x}
2 00 { ¥l 2],y ¥ 2 = X}

bulunur. Buradan (10.14) iin sag tarafi gelir. Sol tarafi da benzer yontemle ispatlanir.
O

Sonug 10.5. (Copson) Eger 0 < p < 1 ise x = 0 olmadikga

n=1 k=n

saglanir. Sabitler miimkiin olanin en iyisidir.

Kanat. Bu, Holder esitisizligi aracihgiyla (10.10) dan veya y = x ve z = 1 alinarak
(10.14) ten gelir. O
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BoLuwm 11

ces(p) VE cop(p) UZAYLARININ
KARSILASTIRILMASI

1 < p < o igin Teorem 5.4 ve 7.1 den ces(p) ve cop(p) uzaylar gakigirlar. Buradaki

amacimiz agagidaki esitsizlikleri saglayan en iyi a(p) ve [ (p) sabitlerini aramaktir:

HXHces <« ( ) HXHcop(p (111>

ve
1%l opy < 5 () 1] cesry- (11.2)

Boéliim 3 te 6zetlenen metot ile ces (p) = cop (p) 6zdesliginin dogrudan ispatlanabi-

lecegini not edelim.
S tek tarafli kaydirma matrisi (unilateral shift matrix) olarak alindiginda

-1

c=c(c) 't = (C-sc

ve Hardy esitisizliginden (5.18) su sonuca varilir:
* t
ICx|l, < (" + 1) |C|| . (11.3)

Benzer gekilde
Ct=cC'CC = (C’t — 1) SC

ve tekrar Hardy egitsizliginden

[C%]|, < (0 + 1) O], (11.4)
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esitsizligi bulunur. (11.3) ve (11.4) ten a (p) < p* + 1 ve B (p) < p+ 1 elde edilir.

Elbette bu degerler en uygun olanlar degildir. a(p) ve (p) yi belirlemek igin
oldukga farkli bir yaklagim belirlemek zorunda kalacagiz. Yine de ilk olarak (11.3) ve

(11.4) iin asagidaki gibi ilging bir soruya yol actigini belirtelim.

Problem 11.1. 1 < p < 0o ve p # 2 olmak iizere ||C' — I||  tam olarak nedir?

w, [0,1] tizerinde bir isaretli 6l¢ii olmak tizere C' — I, bir (H, p) Hausdorff matri-

sidir. B.E. Rhoades, bu tiir matrislerin normlarinin

1
/ £ (1)

0

(11.5)

| H]],,,, = sup
yeR

bigiminde verildigini 6nerdi (bkz [25]). p = 2 oldugunda saninin gegerli oldugunu
gosterdi ([25, Theorem 5]) ve p niin bir olasilik 6l¢iisii olmasi durumunda 1 < p < oo
i¢in saninin gegerli oldugu bilinmektedir [15]. Bununla birlikte (11.5) in genel olarak

C — I goz oniline alindiginda dogru olmadigini gosterecegiz.

Bu matris i¢in sanilan norm

1
/ e 1
0

olur ve hi¢ olmazsa, 2 < p < oo oldugunda bu deger cok kii¢liktiir. Bunu gormek

1

sup — L
I, 2<p<o

yEeR

icin sadece P den /P ye tamiml herhangi bir matrisin normunun her bir satirmm 7"
normunu agtigini hatirlamak yeterlidir. C'— I i¢in n yateri kadar biiyiik ise (n + 1)” -

n?" < p*(n+1)" "' < n oldugundan

(n+ np*)l/p*

> 1
n+1

|n. satur||, =

saglanir. 1 < p < 2 durumu i¢inde Rhoades’in sanisinin yanlig oldugunu gostermek

icin benzer ornekler kurulabilir. Bu nedenle yalnizca p = 2 i¢in sam1 dogrudur.

Simdi bu boliimiin ana sonucunu verecegiz. Bu sonug p > 2 i¢in « (p) y1 ve 1 <
p < 2i¢in S (p) yi belirlememizi saglar ve Béliim 6 da agik birakilan bir soruyu ¢ozer.
Terimleri negatif olmayan bir x dizisinin kismi toplamlar dizisi X,, = z1 + --- + x,

ile gosterilsin ve Xy = 0 olarak tanimlansn.
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Lemma 11.2. Eger 1 <p < 2 ise

p
00 0o Th 0o Xﬁ—X,,Ii_l
Se(Ei) <S4

gergeklenir. Ayrica, 0 < p < 1 veya p > 2 ise esitsizlik tersine gevrilir.

Kanit. ¢ : (0,00) — R bir konkav fonksiyon olsun. ¢ > 0 ve n = 1,2,3,... olmak

n—1 n n—1
t X
IOV A ED W
k=1 k=1 j=k
ozdesligini kullanarak Jensen esitisizliginden su sonug c¢ikar:
n n—1
t —|— Xn—l > 1 t ZL’j
ol > — =2,
o (5 _An;ak(b(AnJrZA»

1 <p<2igin ¢(t) = P! olarak alimirsa

p—1 n n—1 A p—1
(t + Xn—l) Z ]_ i t I fL‘]
A, A, A, LA,
k=1

p n—1 p
Xp — XP_ z;
Ap j=k 4 j=k 4

oldugu gortiliir. n = 1, 2, ... lizerinden toplam alindiginda

OoXﬁ—Xp oo 00 nﬁp_ n—lﬁp
2

uzere

ifadesi ¢ikar. 0 < p < 1 veya p > 2 oldugunda t — t*~! fonksiyonu konvekstir ve

yukaridaki tiim egitsizlikler tersine gevrilir. O

Lemma 11.2, Béliim 6 da agik birakilan bir sonug olan esitsizlik (6.18) i kanit-
lamamiz1 saglar. Lemmay1 p > 1 igin bilinen X? — X? | < pz, XP~! kestirimine
uygularsak

-1

0o 00 p 0o
> ay (ZZ—Z) szxn<%>p (1<p<?)
n=1 k=n n=1 n
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elde edilir.

Eger 0 < p < q olacak sekilde p ve ¢ sayilar verilirse s yi (6.1) deki gibi tamimlariz
ve 1 < p/s < 2olur. Yukarida xy yerine xj ve p yerine p/s yazilirsa (6.18) i elde ederiz.
Benzer sekilde p > ¢ saglandiginda egitsizlik igaretinin ters g¢evrilmesi ve sabitin 1 ile

degistirilmesi kosuluyla 6.18 gecerli kalir.

Teorem 11.3. p > 2 ise

%l eeapy < €O 11X copiry (11.6)

olur. 1 < p < 2 ise
Xl eopry < (0= 11X sy (11.7)
saglanir. Sabitlerin her ikisi de mimkiin olanlarin en iyisidir. o = 23 = -+ = 0

olmadikga (11.6) daki esitsizlik kesindir, ve x=0 olmadikga (11.7) deki esitsizlik ke-

sindir.

Kamit. Kismi toplamlar formiilii

0o T\ P
’|X||€es(p) F Z (;)

n=1

oo oo 1
=) (XX-X20)> 5

n=1 k=n

esitligini verir. Lemma 5.1 i uygulayarak su sonucu ¢ikaririz:

e XE XD ©, XP - Xp1
-1 Tl <Py << o (11.8)
n=1 n=1

Lemma 11.2 de a = 1 alindiginda hem (11.6) hem de (11.7) goriiliir.

x = (21,0, ...) olduguda (11.6) da esitlik vardir. Dolayisiyla en iyi sabit ¢(p)"/”
dir. Ayrica, Lemma 5.1 den (11.8) in sag tarafi ¢ikar ve boylece x yukaridaki forma

sahip olmadig siirece (11.6) daki esitsizlik kesindir.

Benzer bir argiiman ile x=0 olmadikca (11.7) deki esitsizlik kesindir. (p — 1)"/7
sabitinin miimkiin olan en iyi deger oldugunu gérmek i¢in x = (0,...,0,1,0,...) (n.
konum 1) almir, Lemma 5.1 uygulanir ve n — oo limiti alinir. [
Problem 11.4. 1 < p < 2 oldugunda (11.6) daki ve p > 2 oldugunda (11.7) deki

en iyi sabit nedir? Esgitlik durumlar nelerdir? (8 (p) > p — 1 oldugu gésterilebilir ve
p > 2 oldugunda bunun dogru deger oldugu akla uygundur.)
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Teorem 11.3 hakkinda iki yorum eklenebilir. Ilki a (2),a(3),... degerlerini bul-
mak i¢in dikkat gekici basit bir yontem verir; Tam teoremdeki ifadeyi 6neren (ancak
kamt degil) buydu. Benzer bir argiiman £ (3), 3 (4),... icin de sunulabilir. Tkinci yo-
rum Teorem 11.3 ile “/? deki kismi toplamlar” teknigini (bkz. [5, Boliim 2]) iligkilen-
dirir. Problem 11.4, bu teknigin kiigiik bir geniglemesine ihtiya¢ duyar gibi goriiniiyor,

ne yaziktir ki boyle bir genislemeyi saglatamayacagiz.

p bir tamsay1 oldugunda (11.6) nin ispati: x negatif olmayan terimler iceren bir

dizi ise M = max {ki,...,k,} ve m = min{ky,...,k,} olmak iizere

00 n p 0o n n

n=1 n=1 ki=1 kp=1
0 0 00 1
S S >
k1=1 kp=1 n=M
00 00 1
SC(p) E E Zlfkl....Ika

ki=1  kp=1

<< (p) i . Z Ty i (Lemma 5.1 den)

ek,

ﬂ@ZWZ%M%El

saglanir.
Esitsizlik (11.7) agagidaki gibi yeniden formiile edilebilir.

Sonug 11.5. 1 < p < 2 vey, azalan bir sifir dizisi olsun. Bu durumda y=0 olmadikca

0o n p 0o
Z (%Zyk —yn+1) > %Zyi (11.9)
n=1 k=1 p k=1

saglanir. Sabit miimkiin olanlarin en iyisidir.

Kanit. (11.7) de y, = > 52, % olarak alinsin. O

(11.9) esitsizligini [5] ve [8] de galigilmig tiirlerden biri olarak kabul ederiz. Bu

makalelerdeki ilgi matrisler i¢in alt sinir bulmaktir:

1Ayl = Allyll, (11.10)
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burada y negatif olmayan azalan herhangi bir dizidir. (Bu, (8.1) deki ile ayn1 problem
degildir; onun ¢oziimii ¢ok farkl fikirleri kullanir.) A nin negatif olmayan terimlere

sahip olmasi durumunda [5, Teorem 2] de A i¢gin miimkiin olan en iyi deger verilmigtir:
‘ = m p\ 1/p
A= inf (E ; (; an,k> ) : (11.11)
Sonug 11.5 agagidaki A matrisi igin alt siir (p — 1)_1/p olarak verir:

—1

Il
Wi NI—= =
W= N

ve Lemma 5.1 in sayesinde bu deger, (11.11) i uygulayarak elde edilenle ayni olurdu.

A matrisinin bazi terimleri negatif oldugundan (11.11) uygulanamaz. Ancak A
nin satirlarmin kismi satirlarn negatif degildir ve bu (11.11) in ispatindaki 6nemli
igeriklerden biriydi. Altta yatan teknigin (7 deki kismi toplamlar) (11.9) u kapsa-
yacak sekilde genisletilip genisletilemeyecegi bilinmiyor. Sonu¢ 11.5 her durumda ilgi
gekicidir ¢linkii her iki igaretli terimlere sahip matrisler igin (11.10) daki gibi ilk agikar

olmayan altsinir1 verir.
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