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BoLuwMm 1
GIRIS

Serbest nesneler analizde cebirdeki kadar onemli bir rol oynamamistir, yine de bu
nesne iizerinde, esas olarak beklenebilecek sonuclarla ilgili baz1 caligmalar yapilmigtir.
Ornegin, serbest Banach uzaylarmin varhg hemen hemen genel bir bilgidir, ancak bu
keyfi bir I indeks kiimesi igin ¢;([) bigiminde oldugu i¢in ¢ok ilgi gekici degildir.
Ayrica, keyfi sayida tretecler iizerindeki serbest vektor orgiilerinin varligi da uzun
zaman 6nce kurulmustur ve gergek siirprizler barimdirmamaktadir, ayrintilar igin [6]
veya [8]’e bakimiz. Bu ¢aligmada, serbest Banach orgiileri hakkinda oldukc¢a sasirtica

sonuglar verilmig ve incelenmistir.

Eger varsa, a tiretecleri iizerindeki serbest Banach orgiisii en az bir 6rgii norm icin a
iiretecleri tizerindeki serbest vektor orgilisiintin tamamlanigi olmasi gerektigi neredeyse
aciktir. Bu istenen normun gercekte var oldugu kanitlanabilir, ancak bunu somut ve
kolayca belirlenebilir terimlerle tanimlamak o kadar kolay degildir. Gercekten, a = 1
durumu disinda, bu hicbir sekilde bir klasik Banach 6rgii normu degildir. Ashinda,
sadece a sonlu olmas1 durumunda, a tiretecleri tizerindeki serbest Banach orgiisii bir

AM-uzayma izomorfiktir.

Eldeki bu Yiiksek Lisans tez caliymasinda B. de Pagter ve A. W. Wickstead'in [13]
“Free and Projective Banach Lattices” baglikli makalesinin bir kismi detayli olarak
incelenmis ve calisilmigtir. Bu makaleden sonra Serbert ve Projektif Banach orgiileri

fonksiyonel analizin aktif galigma konularimdan olmustur [1, 2, 3, 4, 5, 11, 17].

Ikinci boliim esas olarak calismada kullamlacak gosterimler ve 6n bilgilerden
olugmaktadir ve ii¢iincii béliimde mevcut serbest vektor orgiileri teorisi 6zetlenmekte-

dir. Daha sonra dordiincii boliimde serbest Banach orgiilerinin tanimi ve varligi ispat-



lanmaktadir ve besinci béliimde bir kompakt Hausdorff uzay iizerindeki bir gosterilim
verilmektedir. Son olarak altinci boliimde serbest Banach orgiilerinin bazi temel 6zel-
likleri incelenmektedir. Bu ¢alismanin Banach orgiileri ve lineer 6rgii homomorfizmleri
kategorisinde ver aldigim vurgulayalim. Injektif Banach orgiilerinin énemli bir teorisi
vardir, ancak bu Banach orgiileri ve porzitif (veya regiiler) operatorler baglaminda
belirlenir. Bu nedenle, iki kavram arasinda herhangi bir dualite beklemek icin higbir

neden yoktur.



BoLUM 2

ON BILGILER

Bu boliimde ¢aligmamiz i¢in gerekli olan temel kavramlar ve bazi sonuclar verilmigtir.
Bu calisma boyunca soz edilen tiim vektor uzaylari gercel sayilar cismi iizerinde

tanimlidir.

Banach Uzay:: (E,||.||) bir normlu uzay ve (z,) C E bir dizi olsun. Her € > 0
i¢in bir ng bulundugunda her n,m > ng i¢in ||z, — x| < € oluyorsa (z,,) dizisine £
iginde bir Cauchy dizisi denir.

Eger E icindeki her Cauchy dizisi, £’deki norma gore yakinsak ise £ uzayina

Banach uzay1 denir.

Vektor Orgiisii: F bir sirali vektor uzay1 ve () # A C FE olsun. Her = € A igin
x < y olacak sekilde bir y € E varsa y vektoriine A icin bir tist sinir denir. Her z € A
igin z < z ve z € E oldugunda y < z ise y vektoriine A’nin en kiigiik tist sinir1 veya

supremumu denir ve supA ile gosterilir.

E, bir sirali vektor uzayi olsun. Her x,y € E igin {z, y} kiimesinin supremumu ve
infumumu £ uzayinda varsa E’ye bir vektor orgii ve Riesz uzay1 denir ve asagidaki

gosterimler kullanilir:
x Vy = sup{z,y}

r Ay =inf{z,y}.

Bu béliim boyunca E bir vektor orgiiyii gosterecektir.

Sira Birim: her x € F i¢in |z| < e olacak sekilde bir A € R varsa e € E

vektorune sira birim denir.



Zayif Sira Birim: x € E olmak iizere y L x ve y € FE oldugundan y = 0 ise z

vektoriine zayif sira birim denir.

Ideal: A, E'nin bostan farkl bir alt kiimesi olsun. z,y € E olmak iizere |z| < |y|
ve y € Aiken x € A oluyorsa A’ya kat1 denir. E'nin kat1 olan bir vektor uzayina ideal

denir.

Band: A C FE bir ideal olsun. {z,} C A ve 0 < x, 1 = iken x € A oluyorsa, A’ya
FE’de band denir.

D C FE alt kiime olmak iizere D’nin diki agagidaki gibi tanimlanir:
D'={yecFE:xly(VreD)}.

B C FE bir band olmak iizere £ = B @ B? ise B ye projeksiyon band denir.

Orgii Norm: F iizerine tammh ||.|| norma z,y € E i¢in |z| < |y| oldugunda
||| < |Jy]| oluyorsa 6rgii norm denir. Orgii normlu bir vektor 6rgiiye normlu vektor

orgi denir. Tam bir normlu vektor orgiiye Banach orgii denir.

Arsimedyan: x € E ve x > 0 olmak {izere

inf{lx:neN}—O
n

ise E vektor orgiisiine Arsimedyan vektor orgii denir. Ornegin, Banach orgiileri her

zaman Arsimedyandir.

Dedekind Tam Vektor érgﬁ: Bogtan farkli iistten sinirli her alt kiimesi bir
supremuma (ya da bostan farkl alttan sinirh her alt kiimesi bir infumuma) sahip

olan vektor orgiiye Dedekind Tam vektor orgii denir.

o-Dedekind Tam Vektor Orgii: Ustten smrh sayilabilir her alt kiimesi bir

supremuma sahip olan vektor orgiiye o-Dedekind Tam vektor orgii denir.

Alt orgii: Bir E vektor orgiistiniin alt uzayi sonlu supremum ve infimuma gore

kapali ise vektor alt orgii veya alt orgii olarak isimlendirilir.

Atom: z € E ve x > 0 olmak tizere 0 < y1, yo < x ve y; A y2 = 0 oldugunda
y1 = 0 veya yo = 0 oluyorsa x vektoriine atom denir. F bir argimedyan vektor orgii ise

2 in atom olmasi suna denktir: 0 < y < z ise en az bir A € R i¢in y = Az saglanir.

E ve F iki vektor orgii ve T': E — F bir lineer dontigiim olsun. Her z,y € F igin



T(xVy)=TxV Ty esitligi saglanirsa T" ye bir érgii homomorfizmi denir. Ayrica, T

orgii homorfizmi bijektif ise bir 6rgii izomorfizmi olarak adlandirilir.

Simdi, fonksiyonlar ve fonksiyon uzaylar ile ilgili kullanacagimiz gosterimleri ve-
recegiz. A ve X bosg olmayan kiimeler olmak iizere her zamanki gibi X4 ile A’dan X’e
tiim fonksiyonlarm kiimesi gosterilir. Eger ) # B C A ise rp : X4 — XP kisitlama
fonksiyonu her ¢ € X4 icin rgé = ¢ seklinde tanimlanir. Agikca, rp siirjektif (6rten)

fonksiyondur. Bazi durumlarda rg(&) yerine g yazacagiz.

X4 dizerindeki tiim gercel degerli fonksiyonlarin uzayi RXA, noktasal iglemler
altindaki bir vektor 6rgiidiir. Yine, B’yi A'nin bog olmayan bir alt kiimesi oldugunu
g6z oniinde bulundurarak jp : R¥X” — RX” fonksiyonu her ¢ € X4 ve f € RX”
icin (jpf)(&) = f(£p) bigiminde tanimlanir. Kolaylikla, jp fonksiyonunun bir injektif
orgii homomorfizmi oldugu goriiliir. jp nin goriintii kiimesi i¢in verilen asagidaki ifade

kolayca saglanir.

Lemma 2.1. A, B ve X bos olmayan kiimeler olmak tizere B C A ve f € R¥" ise

agagidakiler denktir:

(1) f € jp(R¥).

(2) &,me XA ve &p =npise f(€) = f(n) esitligi saglanr.

Simdi, X C R ve 0 € X varsayimi altinda bazi sonuglar gelistirecegiz. Buna
gore, £ € X4, ) # B C A ve B’nin karakteristik fonksiyonu yp ise noktasal carpim

Exp € X4 anlamima gelir.

Lemma 2.2. Eger ) # B C Ave 0 € X C R ise asagidaki gibi tamimlanan
Pg : RY" = j5(RY”) fonksiyonu bir 6rgii homomorfizmi ve jz(R*”) iizerine bir
izdiigimdiir:

A
(Psf)(€) = f(éxn) (E€X?, feRY)
Ayrica, By, By C A ve By N By # () ise Py, Pg, = Pp,Pp, = Pp,np, saglanir.

Kamt. Pg'nin X“4'mn kendi icinde iyi tammlanmis bir vektor 6rgii homomorfizmi

oldugu aciktir. Eger £,n € X4 ve &g = np ise (Pf)(€) = f(€xs) = f(nxs) =
(Pgf)(n), ve boylece Lemma 2.1 den her f € RX" icin Pgf € jz(R*”) bulunur,
Ayrica, f € RX” ise herhangi bir £ € X4 icin ¢ ve ¢xp fonksiyonlar1 B iizerinde



esit olduklarindan ve tekrar Lemma 2.1°i kullanarak Pg(jpf)(§) = (jsf)(Exs) =
(78f) (&) elde edilir. Dolayisiyla, Pp gergekten bir izdiigtimdiir.

Son olarak, f € RX* ve £ e X4 ise

PBlpB2f(€> = (PB2>(fXBl)

= f(€XB1XBz)
= f(§XB1ﬂBz)
= (PpnB, f) ()

olur, ki bu Pg, Pp, = Pp,np, oldugunu gosterir. Benzer sekilde, P, Pp, = Pp,np, =

Pg,~p, bulunur, ve bu da ispat1 tamamlar. ]

Bundan sonra R*”’yi RX" nin vektor alt érgiisii j5(RY") ile dzdeslestirecegiz.

D kiimesi bir E vektor orgiistiniin bog olmayan bir alt kiimesi ise (D) ile L de D
tarafindan tiretilen vektor alt orgii gosterilecektir. D’nin tiim elemanlari, sonlu sayida
¢arpma, toplama, supremum ve infimum iglemlerinin uygulanmasiyla elde edilebilir

ve agagidaki egitlik saglanir:

(D) = {\/x] — \/yj n €N, z1,Ta, ..., Tn, Y1, Y2, -y Yn € SpanD}
i=1

j=1
= (Span D)"Y
= (Span D)""

Bu gozlemin asagidaki basit sonucu dogrudan kanitlanabilir:

Lemma 2.3. L ve M vektor orgiiler olmak tizere T': L — M bir vektor orgii homo-
morfizmi ve ) # D C L ise (T'(D)) =T ({D)) olur.

X = R durumunda R4 uzay1 iizerinde carpim topolojisini (A iizerinde noktasal
yakinsaklik topolojisi) gbz oniine alabiliriz. Tanimdan, bu topoloji her bir a € A
i¢in d, : & — &(a) fonksiyonlarini siirekli yapan en zayif topolojidir. Sonug olarak,
({64 : a € A}) C C(RA) olur. Aslinda bundan daha iyisini yapabiliriz. Bir f : R* — R
fonksiyonu, her ¢ € R4 ve t € [0,00) icin f(t§) = tf(¢) kosulunu saghyorsa pozi-
tifli homojen veya kisaca homojen olarak adlandirilir. R4 {izerindeki siirekli homojen

gercel degerli fonksiyonlarin kiimesi, H (R%) uzay1, C(R4)” vektor orgiisiinii bir vektor



alt orgiisiidiir, ve acikca ({0, : a € A}) € H(R?) goriiliir. Ote yandan, Ay = [—1,1]4
olarak alindiginda A 4 iizerindeki stirekli homojen gercgel degerli fonksiyonlarin kiimesi
H(A,), C(A4)’y1 supremum normu ile donattigimizda C'(A4) min kapali bir vektor

alt orgusiidiir.



BoLuM 3

SERBEST VEKTOR ORGULERI

Bu boliimde, hem bu caligmay1 miimkiin oldugunca kendi kendine yeterli kilmak igin
hem gosterimimizi kurmak igin (ki bu, serbest vektor orgiileri tizerine diger kaynak-
larda kullamlanlarla 6rtiigmeyebilir) hem de daha sonra kullanacagimiz baz ézellikleri

belirtmek icin serbest vektor orgiileri teorisinin ¢ogunu 6zetleyecegiz.

Tanim 3.1. A bog olmayan bir kiime olmak tizere A tizerinde bir serbest vektor orgii,
(F, ) ikilisidir burada F bir vektor orgii ve 2: A — F' bir fonksiyon &yle ki herhangi
bir E vektor orgiisi ve herhangi bir ¢ : A — E fonksiyonu i¢in ¢ = T o 1 esitligini

saglayan tek tiirli belirli bir 7' : F' — E vektor ¢rgii homomorfizmi vardir.

Tanimdan, ¢ fonksiyonunun injektif olmas1 gerektigi sonucu gikar, ¢iinkii ¢ fonksiyo-

nunu injektif yapacak sekilde F ve ¢ secebiliriz.

Onerme 3.2. (F,1), A iizerinde bir serbest vektor orgii ise F' tam olarak «(A) ta-

rafindan iiretilen vektor orgiiye esittir.

Kamt. G, 1(A) tarafindan tiretilen F' vektor orgiistiniin vektor alt orgiisii olsun.
¢ : A — G fonksiyonunu ¢(a) = 1(a) olarak tanimlayin, o zaman tanimdan a € A igin
T(va))= ¢(a)= 1(a) esitligini saglayan tek tiirli belitli T : F' — G vektor 6rgii ho-
momorfizminin var oldugu sonucu c¢ikar. j : G — F icerme fonksiyonu olmak tizere

joT : F — F vektor érgii homomorfizmi her a € A igin (joT')(«(a)) = j(u(a)) = 1(a)



esitligini saglar. Ayni zamanda I : F' — F 6zdeslik fonksiyonu Ir(2(a)) = i(a) olacak
sekilde bir vektor 6rgii homomorfizmidir. A’dan F'’ye a + #(a) fonksiyonuna serbest
vektor orgli taniminin tek tiirli belirlilik kisminmi1 uygulamak bize bu iki fonksiyonun
esit oldugunu soyler, yani joT' = Ir. Buradan F' C G oldugunu goriiliir ve dolayisiyla
F = @ esitligi elde edilir.. O]

Bir serbest vektor orgii tanimindan asagidaki sonug kolayca kanitlanabilir.

Onerme 3.3. (F,1) ve (G, k), A kiimesi iizerinde serbest vektor orgiileri iseler tek
tirlit belirli bir T : F' — G vektor orgii izomorfizmi vardir 6yle ki her a € A igin

T(ya)) = k(a) saglanr.

Bunu g6z oniinde bulundurarak, A kiimesi iizerindeki bir (F,1) serbest vektor
orgliyli, A serbest vektor orgii olarak (veya bazen A kiimesini bu serbest vektor
orgiiniin bir alt kiimesiyle 6zdeslestirdigimizde A tarafindan tretilen serbest vektor
orgi olarak) atifta bulunacagiz. Bunu FVL(A) ile gosterecegiz. A ve B esit kardi-
naliteye sahip kiimelerse, o zaman FVL(A) ve FVL(B) izomorfik vektor orgiilerdir,
boylece FVL(A) sadece A kiimesinin kardinalitesine baglidir. Bu nedenle A kiimesinin
kardinalitesi a oldugunda FVL(A) i¢in FVL(a) gosterimini de kullanacagiz. Bu notas-
yon literatiirde bagka yerlerde de bulunabilir. A ve B ayni kardinaliteye sahip oldugu
zaman bile, B C A oldugunda FVL(B)nin FVL(A)’ya 6z i¢ermelerini kullanabilmek

i¢in her iki notasyonu da kullanmay1 devam ettirecegiz.

Eger 1 : A — FVL(A) tamimda belirtilen A kiimesinin FVL(A) igine gdmiilmesi
ise o zaman #(a) i¢in sik sik J, yazacagiz ve {4, : a € A} kiimesini FVL(A) nin serbest

tretegleri olarak adlandiracagiz.

»(A), bir tiretici kiime oldugunu belirtmek i¢in 6rgii homomorfizminin tek tiirlii be-
lirliliginden vazgecerek bir serbest vektor orgliniin tanimini yeniden ifade etmek bazen

yararlidir. Bunun ispat1 yukaridaki sonuclardan hemen gelir.

Onerme 3.4. A bog olmayan bir kiime ise, F' vektor orgiisi A tizerindeki serbest

vektor orgiisiidiir ancak ve ancak agagidakiler saglanir:

(1) a # b igin 6, # 0p olacak sekilde {6, : a € A} C F altkiimesi F' vektor

orgiisiinii bir vektor orgii olarak tiretecek sekilde vardir.



(2) Her E vektor orgiisii ve herhangi bir {z, : a € A} C Failesii¢inbir T : F — E

vektor orgii homomorfizmas: vardir 6yle ki her a € A igin 7'(,) = x, olur.

Asagidaki basit sonug daha sonraki boliimlerde kullanilacaktir.

Onerme 3.5. A bog olmayan bir kiime ve {J, : a € A} kiimesi FVL(A)'mn serbest

tiretecleri olsun. B ve C', BN C # () olan A'nin bos olmayan altkiimeleri olsun.

(1) {0y : b € B} tarafindan iiretilen FVL(A) nin vektor alt érglisit FVL(B) serbest

vektor orgiisiidiir (izomorfiktir).
(2) FVL(A)’dan FVL(B)’ye bir Pg 6rgiit homomorfizm izdiigiimii vardir.

(3) Pch = PBPC = PBOC-

Kanit. (1) File FVL(A) nin {0 : b € B} tarafindan tiretilen vektor alt orgiisii goste-
rilsin. F bir vektor orgilisii ve m : B — E herhangi bir fonksiyon olsun. Tek tiirlii be-
lirli bir 7' : FVL(A) — E vektor 6rgii homomorfizmi vardir 6yle ki her b € B igin
T(6p) = m(b) ve her a € A\ B igin T(d,) = 0 saglanir. T"nin F’ye kisitlanmasi
S : F — E bir vektor 6rgii homomorfizmi ve S(8,) = 7(b) esitligini verir. Onerme
3.4ten F' = FVL(B) ¢ikar.

(2) FVL(A)min serbestlik 6zelligi

Pg : FVL(A) — FVL(A)

orgii homomorfizmini verir 6yle ki b € B i¢in Pg(d) = &, ve a € A\ B i¢gin
Pg(64) = 0 olur. Pg, FVL(A)'nin iireteglerini FVL(B) nin igine gotiirdiigiinden
Pp(FVL(A)) C FVL(B) igermesine sahip oluruz. Ayrica, Py, FVL(B)nin iiretecleri
tizerindeki 6zdesliktir, ve dolayisiyla Pg, FVL(B) tizerindeki 6zdeslik lineer operatortii,
boylece gercekten bir izdigumdiir.

(3) Eger @ € BN C ise PoPpd, = PpPcby, = Ppncdy = 64, ve eger a ¢ BN C ise
PoPgé, = PgPsd, = Ppncd, = 0’dir. Boylece, PgPr, PoPp ve Pgne vektor érgi ho-
momorfizmleri FVL(A) nin tireteclerinin kiimesi tizerinde ¢akigirlar, ve dolayisiyla

esittirler. O]

Simdiye kadar serbest vektor orgiileriyle ilgili tiim tartigmalarimiz oldukca ku-
ramsaldi, ¢linkii onlarin var oldugunu gostermedik. Ancak [6]’de (ayrica [8]’e bakiniz)

onlarin var oldugu gosterilmistir. Esas itibariyle asagidaki teorem saglanir.
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Teorem 3.6. Herhangi bir bog olmayan A kiimesi i¢in FVL(A) mevcuttur ve R min
0o (a € A) tarafindan iiretilen vektér alt orgiisiidiir burada € € R4 igin 6,(¢) = £(a)

olarak tamimlanir.

FVL(A) nin bu temsilinin yukarida belirtilen serbest vektor orgiilerin 6zellikleri
ile nasil etkilestigini sormak mantikhdir. Eger § # B C A ise jz : RR® — R}
fonksiyonu RR”’nin RR* icine bir vektor orgii gdmmesidir. Bu tam olarak, Onerme
3.5'te belirtildigi gibi FVL(B)'nin FVL(A) igine gdmiilmesine karsilik gelir. Eger 4,
ile R4 iizerinde & +— &(a) fonksiyonunu ve 7, ile RAB iizerinde ¢ — £(b) fonksiyonunu
gosterirsek b € B ve £ € R4 icin

(jBm) (&) = m(&B) = £(b) = 6(€)

esitlikleri saglanir, boylece jpn, = J, olur. jg bir vektor orgii homomorfizmidir oyle
ki jp(FVL(B)), FVL(A) nin {4, : b € B} tarafindan tiretilen vektor alt rgiistidiir ki

bu tam olarak Onerme 3.5’te betimlenen yapidir.

Ayrica, B C A ise FVL(B) C FVL(A) C RR" icermelerini diigiinebiliriz. Onerme
3.5 (2)’de tammmlanan Pg : FVL(A) — FVL(B) izdiigimi tam olarak Lemma 2.2'de

A

aciklanan Pz : RR" — RR” izdiigiimiiniin FVL(A) kiimesine kisitlamgidir. Soyut

izdiigiimden ayirt etmek icin bu izdiigiimii gecici olarak P, ile gosterecegiz. Esitligi
sagladigimizda, bu ayrim gerekli olmayacak ve tilday: atacagiz. Pg ve Py'nin her ikisi
de vektor orgii homomorfizmalar: oldugundan FVL(A) nin iiretegleri i¢in bu esitligi

kantlamak yeterlidir. Eger b € B ise £ € R4 icin
(Ppd)(€) = 0b(éxn) = (Exp) (D) = £(b) = ()
oldugundan Pgéy, = 6, = Pgdy olur. Ote yandan, a € A\ B ise £ € R4 icin
(PB6a)(§) = 0a(éxp) =0

oldugundan (Pgé,)(€) = dq(Exp) = 0 olur.

Asagidaki gozlemler daha sonra kullanilacaktir.

Onerme 3.7. A, bos olmayan bir kiime ve F (A), A kiimesinin tiim bog olmayan

sonlu alt kiimelerinin toplulugunu gosterirse agagidaki esitlik saglanir:

FVL(A) = | ] FVL(B).
BeF(A)
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Kanat. FVL(A)'nin herhangi bir eleman: sonlu sayida {d,,, da,, ..., da, } iiretecleri ta-
rafindan iretilen FVL(A)'mn vektor alt orgiisiindedir, yani FVL({d4,, day, ---, Oa, })

icinde yer alir. O]

Onerme 3.8. A, sonlu bir kitme ise S",c 4 |0, FVL(A) igin bir sira birimdir (strong

order unit).

Kanat. FVL(A), {0, : a € A} kiimesi tarafindan iiretildiginden ispat agiktir. O

Onerme 3.9. FVL(A) iizerindeki gercel degerli vektor 6rgii homomorfizmalar: tam

olarak R4 nin noktalarindaki degerlendirmelerdir.

Kamt. € € R4 ise we @ f — f(€) fonksiyonunun RR* iizerinde, ve dolayisiyla F VL(A)
iizerinde bir gercel degerli vektor orgii homomorfizmidir. Ozellikle, we(d,) = 84(€) =
£(a) oldugunu not edelim. Tersine, w, FVL(A) iizerinde bir gercel degerli vektor
orgii homomorfizmi ise ¢ € R4 elemanim her a € A icin &£(a) = w(d,) seklinde
tanmimlayabiliriz. Simdi, ¢ i¢in we nmin FVL(A) {izerinde bir gercel degerli vektor
orgit homomorfizmasi dyle ki we(d,) = £(a) = w(d,) oldugunu goriiriiz. w ve we fonk-
siyonlar1 FVL(A) nin tireteglerinin herhangi bir kiimesi iizerinde gakigirlar, boylece

vektor orgii homomorfizmalar: olarak esit olurlar. O
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BoLuM 4

SERBEST BANACH ORGULERI

Tanim 4.1. A bogdan farkli bir kiime, X bir Banach orgiisii ve 1: A — X smirh bir
fonksiyon olsun. Eger herhangi bir Y Banach 6rgiisii ve herhangi bir k : A — Y sinirh
fonksiyonu i¢in kK = T o 12 ve ||T|| = sup{||r(a)| : @ € A} esitliklerini saglayan tek
tirli belirli bir 7 : X — Y vektor érgii homomorfizmi varsa (X 1) ¢iftine A dzerinde

bir serbest Banach orgu denir.

{#(a) : a € A} kiimesi bir Banach 6rgii olarak X Banach 6rgiisiinii tirettigi agiktir
(Onerme 3.2).

Not 4.2. Tamimdan her bir i(a) elemaninin normunun tam olarak 1 oldugu elde
edilir. Clinkii, her bir a € A i¢in k(a) = 1 € R olarak tanimlairsa var oldugu garanti
edilen T fonksiyonunun normu 1 dir, boylece 1 = ||T(s(a))|| < |«(a)|| saglamr. Ote
yandan, k = 7 alirsak 7', normu 1 olan 6zdeslik operatoriidiir, dolayisiyla sup{||«(a)|| :

a € A} =1 bulunur.

Onerme 4.3. Eger (X, 1) ve (Y, k) bir A kiimesi iizerinde serbest Banach 6rgiileri ise
(tek tiirlii belirli) bir T': X — Y izometrik 6rgii izomorfizmi vardir &yle ki her a € A

icin T'(s(a)) = k(a) saglanr.

Kanat. (X, 1) serbest oldugundan onceki énerme ile ||7']| = sup{||x(a)|| : a € A} =1
ve her a € A i¢in T'(4(a)) = k(a) esitligini saglayan bir 7' : X — Y vektor orgii ho-
momorfizmi vardir. Benzer sekilde, S(k(a)) = #(a) olan bir biiziilme (contraction)
S Y — X vektor orgii homomorfizmi vardir. Tek tiirli belirlilige gore, SoT ve T'0.S

bilesimleri 6zdeslik operatorleri olmalidir. Bu iddiamizi kanitlamak igin yeterlidir. [J
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Serbest vektor orgii durumuna benzer sekilde, eger varsa, A iizerindeki serbest
Banach orgiisii igin FBL(A) gosterimini kullaniriz (daha sonra bunun varhigini goste-
recegiz). A ve B kiimeleri aym kardinaliteye sahip olmasi durumunda, FBL(A) ve
FBL(B) nin izometrik olarak sira-izomorfik oldugunu bildigimizden, bir a kardinali-
tesini bir kiimesi iizerinde bir serbest Banach orgiiyii gostermek i¢in FBL(a) gosteri-
mini de kullanacagiz. Yine, «(a) icin J, gosterimini ve FBL(A) nin serbest tiretegleri

olarak {0, : a € A} kiimesini kullanacagiz.

Ilk olarak serbest Banach orgiilerinin gercekten varligim gostermek icin asagidaki

tanimi verecegiz.

Tanim 4.4. A, bog olmayan bir kiime olmak iizere FVL(A)~ vektor Orgilisiinden

genigletilmis negatif olmayan reellere asagidaki fonksiyonu tanimlayalim:

911" = sup{[|(|dal) : a € A}.

Ayrica, su kiimeyi tanimlayalim:
FVL(A)" = {¢ € FVL(A)~ : ||¢||' < oo}

Acik olarak, FVL(A)T, Dedekind tam FVL(A)~ vektor érgiisiiniin bir idealidir.

¢, her bir |0,| elemeninda sifir olan bir pozitif fonksiyonel olsun. FVL(A) daki
her bir z eleman iireteglerin sonlu bir {a; : 1 < k < n} kiimesi tarafindan tiretilen
alt orgii tarafindan icerilir. Onerme 3.8 ile e = S°7_, |d,, | bu alt 6rgii icin bir sira-
birimdir. Bu yiizden |z| < Ae olacak sekilde bir A € R vardir éyle ki |¢(x)| < ¢(|z|) <
p(Ne) = AS 71 &(|0a,]) = 0 olur, ve dolayisiyla ¢ = 0 bulunur. Agik olarak || - ||,
FVL(A)! iizerinde bir 6rgii normudur. Teorem 3.6’da verilen FVL(A) nm RR" icine
gomiilmesi goz oniine alindiginda, eger £ € R4 ise we € FVL(A)T olmast igin gerek ve
yeter kogul € : A — R fonksiyonunun sinirh olmasidir, ve boylece ||we || = sup,ec4|€(a)]
esitligi saglanir. Lemma 3.9’a gore bu fonksiyonlar 6rgii homomorfizmleridir. Eger A
sonsuz bir kiime ise bir siirsiz £ € R4 vardir ki we € FVL(A)~\ FVL(A)' elemaninin

varligini verir.

Tanim 4.5. A bog olmayan bir kiime olmak iizere her f € FVL(A) i¢in

11l = sup{o(If]) : & € FVL(A)L, [lg] < 1}

tanimlansin.
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Onerme 4.6. Bog olmayan herhangi bir A kiimesi i¢in | - ||F fonksiyonu FVL(A)

uizerinde bir orgii normudur.

Kanat. 1k olarak || - ||z fonksiyonunun gercel degerli oldugunu gésterelim: Onerme
3.7 ile herhangi bir f € FVL(A) eleman ashnda sonlu bir B C A alt kiimesi i¢in
FVL(B) serbest vektor érgiisiinde bulunur. Onerme 3.8 ile S, |0s], FVL(B) mn bir
sira-birimidir, boylece en az bir A icin |f| < XY ,cp |0 esitsizligi gergeklenir. Eger
¢ € FVL(A)L ve |||t <1 ise agagidaki saglamr,

o7 = o( A Jal ) = XY ol < A3,

beB beB beB
boylee, || f||F kesinlikle sonlu bir sayidir.

Eger ||f||r = 0 ise her ¢ € FVL(A)L icin ¢(|f]) = 0 olur. Yukaridaki gozlemi
kullanarak, smirli herhangi bir £ : A — R fonksiyonu i¢in f(§) = we(f) = 0 bulunur.
Fakat, f € FVL(B) olacak gekilde sonlu bir B C A alt kiimesi vardir, 6yle ki her
¢ € RYigin f(§) = f(&xp) olur. Her bir &, siurh oldugundan her £ € R4 igin
f(&) =0, ve dolaywsiyla f = 0 olur.

|| - || 7 fonksiyonunun alt-lineer ve pozitifli homojen oldugu agiktir, boylece || - ||,

FVL(A) iizerinde bir 6rgii normudur. O

Ozellikle her a € A i¢in kesinlikle ||8,]|» = 1 saglandigim not edelim. Aslinda, bu

yapi istedigimiz serbest Banach orgiilerini verir.

Teorem 4.7. Bos olmayan herhangi bir A kiimesi igin || - || normu altinda FVL(A)
nin tamamlanist ve 2 : a — 9§, fonksiyonundan olusan ¢ift, A tizerinde serbest Banach

orgiisudiir.

Kanat. Y, herhangi bir Banach o6rgiisti ve Y7, Y nin birim topu olmak iizere k : A — Y3
fonksiyonunun var oldugunu kabul edelim. FVL(A) serbest oldugundan her a € A i¢in
T'(1(a)) = k(a) olacak sekilde bir T": FVL(A) — Y vektor 6rgii homomorfizmi vardir.
Sunu iddia ederiz ki eger f € FVL(A) ve ||-||p < Lise Y de ||Ty|| = |||Ty]|| = T(|f]) <
1 saglanir, burada Y 'nin normunun bir 6rgii normu ve 7" nin vektor 6rgii homomor-
fizmi oldugu kullanilmigtir. Eger bu durum olmasaydi, ¢ (7'(|f|)) > 1 olacak sekilde

Y iizerinde normu en fazla 1 olan bir pozitif lineer fonksiyonel ¢ € Y}* bulabilirdik.
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Her a € A igin [|T'(«(a))|| = ||c(a)|| < 1 oldugundan, tekrar 7" nin vektdr érgi ho-
momorfizmi oldugu kullamlarak ||[7(«(a))||| = ||T(|«(@)])|| buluruz. Dolayisiyla her
a € Aigin ‘¢(T(\z(a)])>
|fllF = (T(|f]) > 1 elde ederik ki bu || f||r < 1 varsayimimizla geligir.

< 1 olur. ||f||F tamminda ) o T' fonksiyonelini kullanarak

FVL(A) nin tamamlamsi bir Banach orgiisiidiir ve Y tam oldugundan 7', bu

tamamlanisa hala Y de degerler alacak gekilde stuirekli olarak genisletilir. O]

Nihayetinde farkli serbest Banach orgiileri arasindaki iligkiyi bilmemiz gerekli ola-

caktir, bu yilizden gimdi agagidaki sonucu veririz.

Onerme 4.8. B, A kiimesinin bog olmayan bir alt kiimesi ise FVL(B), {&, : b €
B} tarafindan tretilen FVL(A) nin kapal alt orgiisiine izometrik olarak sira izo-
morfiktir. Ayrica, FVL(A)'min FBL(B) iizerine bir biiziilme 6rgii homomorfik Pg

izdiigimi vardir.

Kanit. Onerme 3.5’ten FVL(B), FVL(A)'nn {8, : b € B} tarafindan iiretilen alt
orglisiine izomorfik oldugunu ve b € B ise Pg(dy) = 0, ve a € A\ B ise Pg(d,) = 0 olan
FVL(A)'nin FVL(B) iizerine bir érgii homomorfik Pp izdiiglimiintin var oldugunu
hatirlayalim. FBL(A) ve FBL(B) da ||| 7 = 1 oldugundan FBL(B) nin FBL(A) igine
ve FBL(B) nin FBL(A) iizerine biiziilme 6rgii homomorfizmleri vardir ki tiretecler
tizerinde ayni sekilde hareket ederler, boylece FVL(A) ve FVL(B) arasinda homo-

morfizmlere geniglerler. Sonug simdi agiktir. O]

Dual uzaylar1 arasinda da basit bir iligki vardir. Bu agagidaki sonucun bir netice-
sidir. Benzer sonuglar i¢in [15, IV.12, Problem 6] ve [10, Lemma V1.3.3] bakimz.

Onerme 4.9. P, bir X Banach orgusiinden bir Y kapali alt orgiistine biiziilme
orgii homomorfik izdiigiim ise P*Y™, X* uzayinda zayif*-kapal bandtir, ki Y* uzayina

izometrik olarak sira izomorfiktir.

Kamit. X'te bir orgii ideali olan P’nin gekirdegi igin ker(P) yazlsin ve X* uzayinda

zayif*-kapali band olan
7z = {¢ c X*: (ﬁ‘ker(p) = 0}

kiimesini tanimlayalim. P*X* = Z oldugu acgiktir.
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J :Y* — X* fonksiyonunu J, = ¢ o P olarak tammlanirsa J : Y* — Z ve
|J|| < ||P|| bulunur. ¢ € Z ise J(¢y) = ¢ olur, boylece J aslinda Y*'nin Z iizerine
bir izometrisidir. Hem J hem de J~! pozitiftir. Dolayisiyla, J : Y* — P*X* bir

izometrik sira izomorfizmdir. O

Sonug 4.10. Eger B, A kiimesinin bog olmayan bir alt kiimesiyse FBL(B)* dual uzay1
FBL(A)* dual uzayinda bir zayif*-kapali banda izometrik olarak sira izomorfiktir.

Cebirsel durumda oldugu gibi, eger B N C = () olacak sekilde A kiimesinin iki alt
kiimesi B ve C' ise PBPC = Pcpg = PB[‘]C olur.

Ozellikle, sonlu iiretecli serbest kapali alt 6rgiilerin gomiilmesi énemlidir.

Onerme 4.11. A kiimesinin biitiin sonlu bog olmayan alt kiimelerinin toplulugu
icerme bagintisi diigiiniilerek F(A) ile gosterilsin. FBL(A) serbest Banach orgiisiinde
izdiigiimlerin {Pp : B € F(A)} ag FBL(A)daki 6zdeslik operatoriine kuvvetli

yakinsar.

Kanat. Eger f € FVL(A) ise By € F(A) vardir dyle ki By C B oldugunda Pg(f) = f
saglanir. Py bir biiziilme dontigiimiidiir. Eger e > 0 ve f € FBL(A) ise ||f—f'||r < €/2
olacak sekilde f € FBL(A) secilsin, ve bu durumda By C B igin By € F(A) ve
Pg(f") = f' saglanir. Dolayisiyla, By C B ise agagidaki kanit1 tamamlar:

|Pef — fllr < |Psf — Pef'| + I1Paf — fillr +If = fllr <e

[]

FBL(A) nin baz 6zelliklerine ayrintili olarak bakmadan 6nce, norm dualiyle ilgi-

lenecegiz.

Onerme 4.12. A bos olmayan bir kiime olmak iizere asagidaki normlu uzaylar izo-

metrik olarak sira izomorfiktir:
(FVL(A)T, -7, (FVL(A), |- [lr)* ve FBL(A)*

Kamt. Eger ¢ € FBL(A)* ise ¢ — @pyra) kisitlama fonksiyonu bir sira izomor-
fizmidir, stireklilikden ve ||d,]| = 1 oldugundan |¢|(d.)|| < [|¢]| elde edilir, boylece
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|épvrallt < [|¢] saglanir. Ote yandan, her bir ||6,] = 1 icin

ol = [[16]]| = sup{|8|(f) : I fllr < 1}
< sup{[¢](16.]) : a € A} = [|grvia !

oldugundan birinci ve {i¢iincii uzaylarin izometrik sira izomorfik oldugu kanitlanir.
FVL(A) nin FBL(A) uzayinda yogun olmasindan ikinci ve tigiincii uzaylarin izometrik

sira izomorfik oldugu elde edilir. m

Yukarida belirttigimiz gibi, eger A sonsuz ise FVL(A)! # FVL(A)™ olur. Ote

yandan, asagidaki sonug elde edilir.

Onerme 4.13. Eger n € N ise || - |7 normu altinda FBL(n)* dual uzay1 FVL(n)™

sira dualine izometrik olarak sira izomorfiktir.

Kanit. Gosterilmesi gereken tek sey, her ¢ € FVL(n) icin ||¢]|T degerinin sonlu
oldugudur. Bu durumda, ||¢||" degeri |¢|(|6,|) gercel degerlerinin sonlu bir supremumu

oldugu aciktir. O]
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BOLUM 5

DAaHA KUCUK BIR GOSTERIM UZAYI

Ay = [~1,1]* kiimesi R* uzayimnin kompakt bir alt kiimesidir. Her t € [0,1] ve £ € Ay
icin f(t&) = tf (&) saglanrsa f : Ay — R fonksiyonu homojen olarak adlandirihir (bu,
R4 daki fonksiyonlar icin verilen tanimla tutarhdir). A iizerinde siirekli homojen
gergel degerli fonksiyonlarmn uzayr H(A,) ile gosterilir. Eger C(A4) uzayr || - ||
supremum normu ile donatirsak H(Ay), C(A4)'nin kapal bir vektor alt orgiistidiir

(ve dolayisiyla H (A 4)'nin kendisi bu norma gore bir Banach orgiisiidiir).

Lemma 5.1. R: H(RY) — H(A,) kisitlama fonksiyonu injektif vektér rgii homo-

morfizmidir.

Kamt. Ispatin tam olarak asikar olmayan kismi, R fonksiyonunun injektif olmasidir.
f € HRA) ve Rf = 0 oldugunu varsayalim. A kiimesinin tiim sonlu bos olmayan alt
kiimelerinin toplulugu icerme bagitisi diisiiniilerek F(A) ile gosterilsin. Eger ¢ € R4
ise R4 uzaymda {{xp : B € F(A)} ag1 € ye yakmsar. Herhangi bir B € F(A) igin
t > 0 vardir 6yle ki t&xp € [—1,1]4, ve boylece homojenlikten tf (Exp) = f(téxs) = 0

bulunur. O

A kiimesi sonlu olmadig siirece, kisitlama fonksiyonunun orten olmayacagini not

edelim.

Ornek 5.2. A = N durumunda érten olamamay1 kanitlamak yeterlidir. £ € Ay igin
g € H(Ay) fonksiyonunu g(¢&) = 352, 27%¢(k) seklinde tammlayalim. Rf = g olacak
sekilde f € H(RV) oldugunu varsayalim. € RN fonksiyonu n(k) = 2% biciminde

tammlayalim, ve n € N icin 7, = nx{1,...,n} olsun, ki bu durumda RY uzaymda
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N, — n olur. Ancak, her n € N i¢in

f) =2"f(27" ) = 2"g(27"n,) = 10

esitlgi bulunur. f fonksiyonu siirekli varsayildigindan bu imkansizdir.

Ayrica bu érnek, A kiimesi sonsuz ise A 4 iizerinde sup-normu ile donatilmig H (R4)
uzaymin tam olmadigimi gosterir. Bu, H(A ) uzayim kullanmamizin nedenlerinden
biridir.

Genel olarak, FVL(A) serbest vektor orgiisii H(R?) uzaymin bir vektor alt orgiisii
ile 6zdeslegtirilebilir (bkz. Teorem 3.6), ki daha sonra Lemma 5.1 in sayesinde R
kisitlama fonksiyonu aracihgiyla H(A4) uzaymin bir vektor alt orgiisii ile 6zdesles-
tirilebilir. Bu 6zdeglegtirme FBL(A) serbest Banach orgiisiine genigletilebilir. Bunun

kanit1 tahmin edilenden biraz daha zordur.

Uygunluk icin, R : H(R?Y) — H(A,) kisitlama fonksiyonunun FVL(A) serbest
vektor orgusiine kisitlamigini J = Ju ile gosteririz. Her a € A igin ||Jdu|lec = 1
oldugundan ||.J|| = 1, ve boylece her f € FVL(A) i¢in |||l < ||f]|F oldugu agiktir.
H(A4), || - [leo normuna gore bir Banach 6rgiisii oldugundan siireklilik sayesinde .J
fonksiyonu, ||J|| = 1 olacak sekilde bir J : FBL(A) — H(A,) oérgii homomorfizmine
genisletilebilir. FBL(A) nin evrensel 6zelligi ile FBL(A)’dan H(A4)’ya J fonksiyonu-
nun Jo, = 6laa, (@ € A) kosulunu kargilayan tek tiirlii belirli 6rgii homomorfizmi
oldugunu not edelim. Bu, ¢zellikle, eger B, A’nin bosg olmayan bir alt kiimesiyse
Jp, Janm FBL(B) e kisitlanisidir (bkz. Onerme 4.8). Bu J genislemesinin injektif

oldugunu gostermek problemdir.
Ilk olarak, A kiimesinin sonlu oldugu durumu goz oniinde alacagiz.

Onerme 5.3. Herhangi bir bog olmayan sonlu A kiimesi icin .J : FBL(A) — H(A,)

fonksiyonu bir stirjektif norm ve érgii izomorfizmidir.

Kanat. Her f € FVL(A) icin || f|lr < n||Jf|l oldugunu iddia ediyoruz, burada n,
A’'nin kardinalitesidir. Gergekten, f € FVL(A) ise
[T < 1 flloe \/ 17(8)],
acA

boylece
I 1 Flloo \/ 10l

a€A
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ve dolayisiyla,

11l < 1 Fllool| \/ 18alll 7 < 1 Flloo D I8alle = nll T £lloc

a€A acA

bulunur. Bu iddiay1 kamitlar. Sonug olarak, f € FVL(A) icin [|[Jf]leec < |fllr <
n||J flloo olur, ki bu da J : FBL(A) — H(A4)'mn bir norm ve 6rgii izomorfizmi
oldugunu gosterir. Geriye J'nin stirjektif oldugu gostermek kalir. Bu amacla, Sx =
{£ € Ay ||€]|a = 1} ile verilen A, 'nin kompakt alt kiimesini S4 ile gosterelim. A
sonlu oldugundan, r : H(A4) — C(S4) kisitlama fonksiyonu bir siirjektif norm ve
orgii izomorfizmidir. {045, : @ € A} fonksiyonlar1 S4 nin noktalarmi ayirdigindan,
Stone—Weierstrass teoremi ile (roJ)(FBL(A)) = C(S4), ve dolayisiyla J(FBL(A)) =

H(A,) elde edilir. Kanit tamamlanmistir. O

n = 1 olmadikca bu norm izomorfizm bir izometri degildir. Gercekten, a, ..., a, €
A farkh elemanlar ise H Vi1 104, H a2

ile gosterilmek tizere 1 < j < nicin T((Saj) = e; seklinde tanimlanan 7" : FBL(A) — ¢}

= n saglanir (¢} uzayimndaki j-inci birim vektor e;

orgli homomorfizmini géz 6niine alalim).

Bazen asagidaki, biraz daha zayif agiklamay1 kullanmak uygun olur.

Sonug 5.4. Herhangi bir bostan farkh sonlu A kiimesi i¢in FBL(A), H(R?) vektor

orgiisiine lineer olarak sira izomorfiktir.

Kamit. A sonlu oldugunda R : H(R?) — H(A,) kisitlama fonksiyonunun érten

oldugunu gozlemlemek yeterlidir. O

J : FBL(A) — H(A4) 6rgii homomorfizminin injektif oldugunu gostermek igin
genelde FBL(A) iizerinde tanimh gercel degerli lineer 6rgii homomorfizmlerini kul-
laniriz, ki daha sonra bunlar1 genel olarak karakterize etmemizi saglayacak, yine de

bilmeye deger bir seydir!

Teorem 5.5. A bog olmayan bir kiime ise w : FBL(A) — R bir érgii homomorfiz-
midir, ancak ve ancak £ € Ay ve 0 < A € R vardir dyle ki her f € FBL(A) i¢in

w(f) =AJf(€) olur.

Kanit. Eger w, FBL(A) iizerinde gercel degerli bir 6rgii homomorfizmi ise, Onerme
3.9'dan n € R? vardir yle ki her f € FVL(A) icin w(f) = f(n) saglanir. FBL(A) bir
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Banach orgiisii oldugundan w is || - || p-sinirhidir, ve bu nedenle

SUP,e a[7(@)] = suPye alw(da)| = [lw]| < 00
bulunur. Dolayisiyla, bir A = ||w| > 0 vardir 6yle ki £ = A'n € A, saglanr.
f € FVL(A) ise
w(f) = f(n) = Af(\"'n) = AT f(€)
elde edilir.
f € FBL(A) verilsin. Bu durumda, ||f — g,||lr — 0 olacak sekilde FVL(A)'da

bir (g,,) dizisi segilsin. Buradan, ||Jf — Jgu|lec — 0, ve dolaysiyla Jg, (&) — Jf(€)
bulunur. Boylece, agagidaki egitlik elde edilir:

w(f) = lim w(g,) = ATim Jg,(§) = AJf(§).

n—o0

Tersine, £ € Ay ve 0 < X\ € Rise f € FBL(A) igin w(f) = AJ f(&) formiilii FBL(A)

iizerinde bir 6rgii homomorfizmi tanimlar, bu da isteneni verir. O

Acgik olarak, f € FVL(A) i¢in f = 0 gerek ve yeter kogul Jf = 0 gerek ve
yeter kosul FVL(A) tizerindeki her || - || p-sinirli gercel degerli 6rgii homomorfizmi igin

w(f) = 0 olmasidir. f € FBL(A) i¢in bu denklige ihtiya¢g duymaktayiz.

Sonug 5.6. Herhangi bir bos olmayan A kiimesi ve f € FBL(A) igin agagidakiler

esdegerdir:

i) f=0;

(ii) FBL(A) tizerindeki gergel degerli her w 6rgii homomorfizmasi igin w(f) = 0;
(iii) Jf =0.

Kanit. Teorem 5.5 den (i), (iii)’yi gerektirir, ve (iii) de (ii)’yi gerektirir.

Simdi (ii)’'nin saglandigim varsayalim. Ik olarak, Onerme 5.3’den, bos olmayan
herhangi bir sonlu altkiime B C A i¢in J'nin FBL(B)’ye kisitlaniginin injektif oldugu
not edelim. Béyle bir B kiimesi i¢in f — (JPgf)(&), (f € FBL(A)) fonksiyonu
her £ € A, igin FBL(A) {izerinde gergel degerli bir érgii homomorfizmidir, béylece
JPgf = 0. J, FBL(B) iizerinde injektif oldugundan Pgf = 0 bulunur. Onerme
4.107den || - ||F i¢in Pgf — f oldugu sonucu g¢ikar, boylece f = 0 olur. Bu, kamti

tamamlamak i¢in yeterlidir. O
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Sonug 5.7. A bog olmayan herhangi bir kiime ise
J :FBL(A) — H(A,)

orgii homomorfizmi injektiftir, boylece FBL(A), H(A ) nin bir vektor alt érgiisiine

lineer olarak sira izomorfiktir.

Asagida, FBL(A)'y1 H(A4)'nin J(FBL(A)) vektor alt orgiisii ile 6zdeslestirecegiz.

Onerme 4.8 ’de gordiigiimiiz gibi eger B, A kiimesinin bog olmayan bir alt kiime-
siyse FBL(A)'nin {6, : b € B} tarafindan iiretilen kapal vektor alt orgiisit FBL(B)
ile izometrik olarak 6zdeslestirilir, ve boylece FBL(A) da FBL(B) iizerine kanonik
biiziilme bir 6rgii homomorfik Pg izdiisimii vardir. Asagidaki degismeli diyagrama

sahip oldugumuzu not edelim:

FBL(A) —2 H(Ay)

kBT TjB

FBL(B) —— H(Ap)

burada jg, Boliim 2’de tanitilan injektif jp 6rgii homomorfizminin H(Ag)’ye kisitlanigi
ve kg, Onerme 4.8 tarafindan garanti edilen FBL(B)nin FBL(A) icine izometrik
orgii gomiilmesidir. Ayrica, jp'nin bir izometri oldugunu not edelim. FBL(B) nin
serbest tiretegleri tizerinde fonksiyonlarin etkisi goz ontine alindiginda diyagramin
dondiigii elde edilir. Sonug olarak, FBL(B) nin FBL(A)’ya kanonik gémiilmesi, H(Ag)
nin H(A4)’ya kanonik gomiilmesiyle uyumludur. Benzer gekilde agagidaki digayram

da doner:

Ja

FBL(A) —A H(A,)

PB\L l(jB)AOPB

FBL(B) —— H(Ap)

Bir sonraki énerme bunu, H(A4)'nm vektor alt orgiisii olarak goriilen FBL(A)
acisindan aciklamaktadir. Boliim 2'de aciklandigi gibi R, R®4mn bir alt uzay:
olarak goriiliir.

Eger B, A'nin bos olmayan bir alt kiimesi ise herhangi bir £ € A4 icin € nin B’ye
kisitlanmigi g ile gosterilir, boylece 5 € Ap.
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Onerme 5.8. B, A kiimesinin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. FBL(A) y1 H(A4) min

bir vektor alt orgiisii olarak diigtintirsek, agagidakiler saglanir:

(i) FBL(A)'nin FBL(B) iizerine kanonik Pg izdiigtimii, her FBL(A) i¢in Pgf(£§) =
f(&xn), (& € Ap) ile verilir.

(ii) Eger f € FBL(A) ise f'nin FBL(B) ait olmasi igin gerek ve yeter kosul, &, 7 €
A4 ve g = np oldugunda f(£) = f(n) olmasidir.

Kamit. (i) FBL(A)’da FBL(B) iizerine kanonik izdiigiim P olsun (bkz. Onerme 4.8).
O zaman, a € B ise Pgd, = 0, ve a € A\ B ise Pgd, = 0 olur. Eger f € FVL(A)
ise Onerme 3.7°den 6nceki gozlemlerden € € Ay icin Pgf(€) = f(éxs) bulunur.
f € FBL(A) verilsin. (f,), FVL(A)'da bir dizi 6yle ki ||f — fullr — 0, ki bu ||f —
follo = 0 olmasim gerektirir, ve boylece £ € Ay icin f,(§) — f(&) elde edilir.
Ayrica, ||Pf — Ppfullr — 0, ve dolayisiyla Pgf,(§) — Ppf(&), (€ € Ay) olur.

Ppfa(§) = fal€xs) = [(xp) oldugundan Pgpf(§) = f(&np), (£ € Aa) sonucuna
ulagilir.

(i) Gereklilik. Eger f € FBL(B) ve {,n € Ay Oyle ki &g = np ise Exp = nxs,
boylece (i) 'den agagidaki elde edilir:

f(&) = Ppf(&) = f(&xs) = f(nxs) = Paf(n) = f(n)

Yeterlilik. Eger f € FBL(A) 6yle ki {,n € A4 ve g = np oldugunda f(£) = f(n) ise

£ € Ayicin (Exg)p = &g oldugundan Pgf(§) = f({xs) = f(§) olur, ve dolayisiyla
f = Pgf € FBL(B) elde edilir. 0

Bir L orgusiiniin bir H alt orgiistine diizenli gom/iili (regularly emdedded) oldugu
s6ylenir, eger H da supremumu (sirasiyla infimumu) var olan H 1 her alt kiimesi L
de ayn1 supremuma (sirasiyla infimuma) sahiptir. Eger vektor orgiileriyle ugrasirsak,
sadece H’da 0 a agagl yonlendirilmis A 1n alt kiimesini goz oniinde bulundurmak ve

L’de de infimumunun 0 oldugunu kontrol etmek yeterlidir.

Onerme 5.9. A, bog olmayan bir kiimeyse ve B, A'nin bos olmayan bir alt kiimesiyse,
FBL(B), FBL(A) da diizenli gomiiliidiir.

Kanit. (f,)yer € FBL(B) ve f, |, 0 olsun. Her v € I' igin 0 < g < f, olacak gekilde
bir g € FBL(A) var oldugunu varsayalim. £, € A4 dyle ki g(&y) > 0 olsun. &yxp # 0
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oldugunu varsayabilecegimizi iddia ediyoruz. Sectigimiz &y i¢in {gxp = 0, yani & =
Soxa\p ise { = &§ + gyl goz oniine alalaxm. Ayrica, € | 0 ve g siirekli oldugundan
Ay da & — & saglanir. Buna gore g(&.) > 0 olacak sekilde € € (0, 1] secilebilir, ve
ardindan &1 bu & ile degistiririz. b € B verilsin. Bu durumda h € H(A 4) fonksiyonu

asagidaki gibi tanimlansim:

_ £(0)]
h(§) =g (fXB + H§OX—BHOO§OXA\B> , (£ €An).

Simdi, h € FBL(A) oldugunu iddia ediyoruz. Gergekten, 7' : H(A4) — H(A,)

orgli homomorfizmi her f € H(A,) i¢in su sekilde tanimlansin:

b
71(6) = £ (6xn + e n—Gnn) (€€ Aa)
Buna gore
b
Td, = baxB(a) + %%(&))XA\B(G)

oldugu gozlemlendiginde her a € A i¢in 79, € FVL(A) olur ki sup,c4||7d.||r < o0
bulunur. Sonug olarak, tek tiirli belirli S : FBL(A) — FBL(A) 6rgii homomorfizmi
vardir Oyle ki her a € A igin S0, = T4, saglanmir. Agik olarak her f = FVL(A)
icin Tf = Sf olur. Ote yandan bir f € FBL(A) verildiginde, f’ve || - || normuna
gore bir (f,,) dizisi ile yaklasabiliriz. || - || normuna gore yakinsama A 4’da noktasal
yakinsamay1 gerektirdiginden Sf = T'f elde edilir (Onerme 5.8 in ispatina bakiniz).
Ozellikle, bu h = Tg = Sg € FBL(A) olmasim gerektirir ki iddiamizin kanitim verir.

Eger £, € Ay ve g = np ise h(€) = h(n) olur, ve boylece Onerme 5.8 ve Lemma
2.1 ile h € FBL(B) elde edilir. Eger £ € A4 ise agagidaki saglanir:

b
{p = <5XB + O foXA\B>
[€0xBloo B
(B alt simgesi kisitlamanin B alt kiimesine yapildigim gostermektedir), ve dolayisiyla

&b

&) =1 <§XB + —’ ©) §oXA\B
10X Bs0
b
> 9<§XB + O foXA\B>
HfoXBHoo

h(f)? (5 € AA)a

yani, her v € I' igin f, > h > 0 olur. h = 0 oldugu sonucuna varilr.
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C)zellikle, asagidaki esitlik dogrudur:

[60(0)] _
g (fOXB + mfox,q\3> =0, (beB).

1€0(bn)] — |l€oxB|ls olacak sekilde bir (b,) € B dizisi ahnsin. Yukaridaki sonug
b = b,’ye uygulandiginda g¢'nin siirekliligi

9(&0) = g(&oxB + Soxa\s) =0

olmasini gerektirir, ki bu bir celigkidir. Kanit tamamlanir. O
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BOLUM 6

SERBEST BANACH ORGULERININ

OZELLIKLERI

X, bog olmayan bir kiime olmak iizere f : X — R fonksiyonu i¢in Oy = {z €
X : f(z) # 0} kiimesi tamimlansin. W, R¥’in bog olmayan bir alt kiimesiyse Oy :=
U{Oy : f € W} olarak tanimlansin. Asagidaki sonu¢ muhtemelen iyi bilinmesine

ragmen, caligmanin tamhigi i¢in verilecektir.

Onerme 6.1. X, bir Hausdorff topolojik uzay ve L, C(X) in bir vektor alt 6rgiisii ol-
sun. Eger Op acik kiimesi baglantihysa, {0} ve L, L alt orgiisiindeki tek izdiigiim

bandlardir.

Kamit. B, L de bir izdiisiim bandi olsun. Bu durumda L = B @ B? esitligi saglanir.
Eger f € Bveg € Blise f1 g ve dolayisiyla O;NO, = () olur. Buradan OgNOga = )
elde edilir. x € Oy, verildiginde, f(x) > 0 olacak sekilde bir f € L, vardir. Ayrica,
f = fi1 ® fo esitligini saglayan tek tiirlii belirli 0 < f; € B ve 0 < f, € B? elemenlar
vardir. Agikca, fi(x) > 0 ya da fo(z) > 0 olmahdir, yani, z € Oy, U Oy, C O U Opa
dir. Boylece, O, C Og U Opga ve dolayisiyla O, = Og U Opga dir. Og ve Opa kiimeleri
hem agik hem de ayriktir ve Oy, hipoteze gore baglantilidir. Bu, yalnizca Op veya Opa

bos kiimeyse miimkiindiir ki buradan L = B? veya L = B esitlikleri elde edilir. [

Sonug 6.2. |A| > 2 ise {0} ve FBL(A), FBL(A) daki tek izdiigim bandlardir.

Kanat. Sonug 5.7 ile FBL(A) serbest Banach orgiisiinii H(A4) nin bir vektor alt
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orgiisii ile 6zdeglestirebiliriz. Asagidaki icermeleri gézlemleyelim:

OrBL(4) D ana = U{f € Ay :&(a) # 0} = Aa\{0}.

acA a€A

Ote yandan, Orpra) C A4x\{0} oldugundan Ogppr)y = As\{0} esitligi goriiliir.
|A| > 2 oldugundan Oggr,(a) (yol) baglantilidir. O

Sonug 6.3. |A| > 2 ise FBL(A) Dedekind o-tam degildir.

Sonug 6.4. |A| > 2 ise FBL(A) atoma sahp degildir.

Kanat. Bir atom tarafindan iiretilen vektor alt uzay her zaman bir izdiigiim bandidir.
O

Sonug 6.5. a € A ise d,, FBL(A) i¢in bir zayif-sira-birimdir.

Kamit. Eger f € FBL(A) ve fL]d, ise Of C {§ € Ay : &(a) = 0} olur, ve ikinci
kiimenin i¢i bostur. Boylece, Oy = 0, ve dolayisiyla f = 0 bulunur. [

Sonug 6.6. FBL(A) daki her dik sistem en fazla sayilabilirdir.

Kanat. {u; : i € I}, FBL(A) nin kesin olarak pozitif elemanlardan olugan dik bir
aile ise O,, kiimeleri, A, nin bog olmayan ayrik agik alt kiimeleridir. Ay = [—1,1]4
kiimesi ayrilabilir uzaylarin ¢arpimi oldugundan [14, Theorem 2|, A4 nin yalnizca
sayilabilir tane bog olmayan ayrik agik kiimeler igerebilecegini soyler. Boylece tiim
O,, kiimelerinin ve tiim u; elemanlarinin aileleri gercekten sayilabilir oldugu elde
edilir. [

Ilk olarak [16] de Weinberg tarafindan kamitlanan aym sonu¢ FVL(A) icin de

gegerlidir. Esasen mevcut kamt [6] de bulunabilir.

Bir Argimedyan L vektor orgiisiine sira ayrilabilir denir, eger her D C L alt
kiimesi, L de D ile aym iist sinirlara sahip, en fazla sayilabilir bir alt kiime igerir
ise. Bu, sifir olmayan elemanlarin her sirali sinirli dik ailesinin en fazla sayilabilir
olmasima denktir [12, Theorem 29.3]. Dolayisiyla, Sonug 6.6 dan FBL(A) nin evrensel

tamamlaniginin her zaman sira ayrilabilir oldugu gortiliir [12, Definition 50.4].

Her Banach orgiisii, bir serbest Banach orgiisiiniin bolim uzayidir. Aslinda bu

ifadeyi oldukca kesin yapabiliriz. Agagidaki lemma iyi bilinir, ki @ = Ny durumunda
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Banach ve Mazur'un bir sonucuna kadar uzanr [7]. Yine a = Xy durumunda (genel
durum icin gerekli degisiklikler kiiciik olsa da) daha erisilebilir bir ispat [9, ch. VII,

Theorem 5] nin ispatinin bir pargasi olarak verilir.

Lemma 6.7. X, bir Banach uzay1 ve D, X in birim topunun yogun bir alt kiimesi
olsun. z € X ve ||z|| < 1lise (z,) C D ve (a,,) C R dizileri vardir 6yle ki 7, |ay,| < 1

ve x =Y 7 Ty, saglanir.

Onerme 6.8. X bir Banach orgiisii olsun. D, X in birim topunun a kardinaliteli
yogun bir alt kiimesi ise FBL(a) nin bir kapal J ideali vardir, éyle ki X, FBL(a)/.J

boliim uzayina izometrik olarak sira izomorfiktir.

Kanit. D = {x, : a € a} olsun. Serbest Banach orgiisii tanimindan tek tiirlii belirli
bir biiziilme 6rgii homomorfizmi 7' : FBL(a) — X vardir, 6yle ki her a € a igin
T(6,) = x4 olur. Eger z € X ve ||z|| < 1 ise Lemma 6.7 kullamldiginda >~;7 ; |a,| < 1
ve £ = Y o7 T, olacak sekilde (z,,) C D ve (a,,) C R dizileri bulunur. Eger
f € FBL(a) eleman1 f = >0, a,0d,, biciminde tanimlanirsa (seri mutlak yakinsar)
Ifllr < 1 ve Tf = x saglanir. Burada T', FBL(a) nin agik birim topunu X in agik

birim topunun iizerine gonderir. Ozellikle, T' siirjektiftir.

J, T nin ¢ekirdegini gostermek tizere ) : FBL(a) — FBL(a)/J bolim fonksi-
yonu olsun. U : FBL(a)/J — X operatorii her f € FBL(a) i¢in U(Qf) = Tf
olarak tanmimlansin (agik¢a, iyi tanimlanmigtir). U nun bir biiziilme érgii izomorfizmi
oldugu agiktir. 7', FBL(a) nin agik birim topunu X in agik birim topunun iizerine
gonderdiginden ve @), FBL(a) nin acik birim topunu FBL(a)/J nin acgik birim to-
punun tizerine gonderdiginden U, FBL(a)/J nin agik birim topunu X in agik birim

topunun tizerine gonderir, boylece U bir izometridir. O

Sonug 6.9. X bir Banach orgiisii olsun. D; X in birim topunun a kardinaliteli yogun
bir alt kiimesi ise FBL(a)*, X* uzayina izometrik olarak sira izomorfik olan bir zayif*-

kapali band igerir.

Kanait. Onerme 6.8 de elde edilen béliim fonksiyonu 7' : FBL(a) — X ile gosterilirse
T*: X* — FBL(a)* bir izometri ve goriintii kiimesi, ker(T')*, bir zayif*-kapali band

olur. T siirjektif bir orgii homomorfizmi oldugundan 7™ bir orgii izomorfizmidir. [

Sonug 6.10. a herhangi bir kardinal ise FBL(a)* da, ¢« (a) uzayimna izometrik olarak

sira izomorfik olan bir zayif*-kapali band vardir.
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Kanat. Eger a sonsuz ise ¢1(a) in birim topunun a kardinaliteli yogun bir alt kiimeye

sahip oldugunu ve £ (a) un ¢;(a)* ile 6zdeslegtirilebilecegini belirtmek yeterlidir.

Simdi, card(A) = a nin sonlu oldugunu varsayalim. a € A igin &, € Ay = [-1,1]4
elemani &,(a) = 1, ve a # bise {,(b) = 0 olarak tanimlansin. b € A ise a = b oldugunda
106 (€a) = |0(&a)| = 1, ve a # b oldugunda |0y|(&s) = [0s(€a)] = O olur. Teorem 5.5
den, f — f(&,) fonksiyoneli FBL(A) iizerinde bir 6rgii homomorfizmdir, ve bu nedenle
FBL(A) nin normu 1 olan atomu oldugu sonucu ¢ikar. Bu tiir fonksiyonlarin sonlu
toplamlarinin da norm 1 olur. Bu, £, (A) nin bir kopyasini izometrik olarak FBL(A)*
deki bir ideal iizerine gomer, ki bu ideal sonlu boyutlu oldugundan kesinlikle bir

zayif*-kapali band olur. ]

Sonug 6.11. X bir ayrilabilir Banach orgiisii ise X, FBL(Ry) nin bir Banach 6rgii
boliimiine izometrik olarak sira izomorfiktir ve X*, FBL(Xy)* mn bir zayif*-kapal

bandina izometrik olarak sira izomorfiktir.

Bu, serbest Banach orgiilerinin ve onlarin duallerinin ne kadar zengin bir yapiya
sahip oldugunu oldukea etkili bir sekilde gosterir. Ornegin, X ve Y ayrilabilir Banach
orgiileri oyle ki X* ve Y* de sifirdan farkli izometrik olarak izomorfik olan iki band
olmasin, bu durumda FBL(X()* deki izometrik olarak sira izomorfik olan bandlar dik

(6rgii teorik anlamda) olmahdir. Boylece, 6rnegin, asagidaki sonuca sahip oluruz.

Sonug 6.12. FBL(X)* de karsihikl olarak dik zayif*-kapali A ve B, (p € (1, 00])
bandlar1 vardir, 6yle ki B,, L,([0,1]) e izometrik olarak swra izomorfik ve A, ( a

izometrik olarak sira izomorfiktir.

Bu, FBL(Rg)* de continuum tane sifirdan farkli dik elemanlar oldugunu verir, ki

Sonug 6.6 ile kargilagtirilmalidir.
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