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GENELLESTIRILMIS SPROTT SISTEMLERINDE NORMAL FORM YAKLASIMI

N. Ziva PERDDAHCT', Medine ILDES?, Avadis HACINLIYAN®

OZET

ikinci mertebeden otonom olmayan veya iigiincii mertebeden otonom diferansiyel denklemler kaotik
davranis gosteren en basit sistemlerdir[1]. Sprott tarafindan onerilen bu tiir sistemlerden[2]
lineerlestirilmis 6z deger yapisi (1/4+ic, -1) olan, ve bu nedenle {1+5k, k=1,2....} mertebelerde
rezonant davranis gosteren Sprott F H ve Q sistemlerinin normal form agilimlari bu ¢aligmada
incelenmistir. Daha &nce benzer sekilde incelemis oldugumuz, lineerlestirilmis 6z deger yapist (e, -
1) olan ve (1+2k, k=1,2,...) mertebelerde rezonansa giren Sprott C ve E sistemlerinde oldugu gibi{3]
bu daha karmasik durumda da agthminmm sistemi beklendiginden ¢ok daha uzun siire ile temsil
edebildigi goriilmistir. Normal form metodu yerel bir yontem olmasina ragmen yaklasik korunan
buytklikler aracilig ile olast sifir Liapunov Usteli gibi sistemin yerel olmayan bir 6zelligi hakkinda
da bilgi verebilmistir.

1. GIRIiS:

Uzun zamandan beri lineer teoriler, ¢ogu zaman kesin, bazen da bir ilk yaklastirnm olarak
fiziksel olaylar: basari ile agiklayabiliyordu. Klasik mekanik, elektromagnetik teori, hatta
belirsizlik ilkesi kosul olarak ele almirsa kuantum mekanigi lineer teorilerdir. Lineer
teorilerin en 6nemli &zelligi genel ¢oziimiin bir sabitle carpilmast sonucu yeni bir ¢bziime
ulasmamizi saglayan {ist tiste bindirme ilkesidir. Bu nedenle ¢6ziimiin biiyiikliig hakkindaki
bilgi hareket denkleminde yer almaz.

Yirminci yiizyilda lineer olmayan teorilerin 6nemi artti. Ik kullanilan yaklasim lineer
olmayan teorileri ona yaklasik olarak uyan lineer bir teori arti kiiciik oldugu varsayilan bir
diizeltme olarak inceleyen pertiirbasyon yaklasim 1di. Bu yolla teorinin nitel ozellikleri
hakkinda yararh bilgiler edinmekle birlikte ¢6ziimin biiyiikliigii hakkinda bilgi verecek
potansiyele sahip, lineer olmayan kismin kiigik oldugu varsayilinca giicliiklerle karsilasildi.
Bunun sonucunda lineer olmayan teorilerin de sistematik bir sekilde incelenmesi ihtiyact
dogdu. Lineer teorilerde alistigimiz bazt davraniglarin lineer olmayan teorilerde olmamasi,
bu davraniglarin kaotik davranis olarak nitelenmesine yol agtr. Bu tiir davranis gosteren en
basit diferansiyel denklemler Van der Pol gibi ikinci mertebeden otonom olmayan yahut
Lorenz veya Rossler gibi iic serbestlik dereceli (veya fliglinci mertebe) otonom
denklemlerdir. Her iki halde de sistem ii¢ diferansiyel denklem takimindan olusan otonom
sistem seklinde yazilabilir.

Sprott[2] en basit kaotik davranis gosteren sistemi bulmak {izere sistematik bir arastirma
yapmis, yalmizca ikinci dereceden lineer olmayan terimleri igeren ve kaotik davranis
gosteren sistemlerin Lorenz ve Rossler sistemleri ile sinirhi olmadigini g6stermis, ikinci
dereceden iki terim iceren yalnizca bes terimli ve ikinci dereceden bir terim igeren yalmizca
alt1 terimli ve en ¢ok iki serbest parametre iceren on dokuz sistem onermistir. Bu
sistemlerden cogunun Siegel bélgesinde denge noktasi dolayinda lineerlestirilmis 6z degerleri
oldugundan kaotik davranis s6z konusudur.

1I§1k Universitesi Enformasyon Teknolojileri Boliimii, 34398 Maslak, Istanbul
2 Bogazigi Universitesi Fizik Béliumii, 34342 Bebek, istanbul
“Yeditepe Universitesi Fizik Boliimii, 34755 Kadikoy, Istanbul
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Doga ilk yaklastirimda dengeye yakin bir konumdadir. Bu nedenle lineer olmayan
teorileri denge noktasi civarlarinda incelemek yararli bir yaklagimdir. Normal form
yaklagim [4] sistemi 6nce denge noktasi civarinda bir seriye agar. Ardindan sistemi daha
basit bir sistem ve birime yakin bir doniistim haline getirir. Bazi durumlarda basit sistem
lineer bir sistem oldugundan lineer olmayan tiim etkiler déniisiimde gézlemlenir. Rezonans
durumunda ise basitlestirilmis sistemde de lineer olmayan terimler yer alir. Denge noktasi
dolayindaki lineer kismun 6z degerleri basitlestirilmis sistemde ne gibi terimlerin yer
alacagini tayin eder. Bu ¢alismanm bir amaci, s6z konusu ac¢ilimin sistem bir pertiirbatif
yaklasimdan beklenmeyecek kadar uzun bir siire i¢in temsil edebildigini gostermektir. Bir
diger amaci ise bu yaklasimla sifir Liapunov iistellerinin varhg: anlamuni tasiyan yaklasik
olarak korunan biiyiikliiklerin insa edilebilecegini gostermektir. Normal form yaklagimimin
yakinsamasi igin ek olarak korunan bir bayiiklik gereklidir.[5] Korunan bityiiklikler
sistemnin simetrileri ile yakindan ilgilidir. Yaklasik olarak korunan biiyiiklikler ise simetri
bozulmasina isaret edebilir.

2. NORMAL FORMLAR YONTEMIi

Inceledigimiz sistemler x = v(x),x € R",ve R" — R" ile verilen n. mertebeden
zamanda siirekli otonom dinamik sistemlerdir. Sistemin v(x,) = Oile verilenx = x, sabit
noktasmi 6nce X =x-x,, XxeWR" dondsimi ile orijine tasmz.  Sistem
¥x=w(X+x,)=H(X) scklini alr. Ardindan vektor alamin lineer kismmm
¥ =DH(0)x+ H(X) scklinde aymriz. H(X)denge noktas: civarmdaki vektér alaninin

H(X)= H(X) - DH(0)X ile verilen lineer olmayan kismidir.  Lineer kisim olan DH(0)
matrisint  reel Jordan kanonik formuna doniistivten T matrisi  yardmm ile

X =T% ,X € R" degiskeni cinsinden sistemi ¥ = AX + F(¥) sekline getirebiliriz. Burada
A=T"'DH(0)Tile verilen késegen yahut Jordan kanonik formunda bir matris,
F(X)=T"H(IX) dir. F(X)’i Taylor serisine acarak sistemi su sekle getirebiliriz:
X = A% + Fy (%) + F,(X) + ..+ F._(¥) + O(%|) (2.1)
Burada F,(X) i.ci mertebeden, i.ci derece homojen monom terimler igeren bir ifadedir.
Simdi bu sisteme birime yakin su koordinat déntisiimiinii uygulariz:
x=y+h(y) , ye®R’ (2.2)

h,(y) {yi} degiskenlerinde ikinci dereceden ve sistemi basitlestirecek sekilde
belirlenecek homojen bir polinomdur. (2.2) doniistimiini (2.1) sistemine yerlestirince

X = (I+Dhy ()7 = Ay + Ay (v) + F, (5 + hy () + F (v + by (1) +

A+ F L (R () +O0(y))
ifadesini buluruz. F, (v +h, (7)) = F, )+ O )+ + 0", 2<k<r-1 ve

(2.3)

(I +Dh,(y))" =1—-Dh,(y)+0(y 2) acilimlar1 yardimu ile su sisteme erisiriz:
2 2
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3= Ay + Ah,(y) = Dhy (") Ay + F,(0) + Fy () + .+ F_ (0 + O] (2.4)

O(} y|2 ) mertebeli terimleri ortadan kaldirabilmek i¢in gerekli kosul sudur:
Dhy(y)Ay — 4h,(y) = Fy(») (2.5)

Lineerlestirilmis sistemin 6z degerleri N nin negatif olmayan tamsayilar ¢, ile ¢arpimlarmin
toplamt Y cx A sifir degilse basitlestirilmig sistem lineerlestirilmis denklemlerden (y = Ay )

ibarettir. Eger sifir toplamum veren bir durum varsa bu tiir terimler hy(y) olarak 2.5 denkleminin
sol tarafina yerlestirilince 0 sonucunu verecegi i¢in F»(y)’de bu tiir bir terimi ortadan kaldirmak

miimkiin degildir. Omegin lineerlestirilmis sistemin 6z degerleri 1/4+ie, -1 ise u=(y,y,)’ y,
degiskeni sifir 6z degere karsilik gelir ve basitlestirilmis sistem y, = A, y, + P, (1) y, sekline
indirgenebilir. Burada P, (u), u degiskeninde bir polinomdur. Ayni siireg istenilen mertebeye

kadar X =y + &, (y)ardisik olarak tekrarlanabilir.

Sprott sistemlerinden ikisi ikinci mertebeden, Sprott C ve E adlan ile bilinen iki sistem
igtincii mertebeden, digerleri ise 4 ya da daha Uist mertebelerden rezonansa girer. Sprott C ve E
sistemleri daha 6nce incelenmus, besinci ve yedinci dereceye kadar hesaplanmis normal
formlarin sistemdeki cekiciyi beklenenden uzun bir siire temsil edebildigi, yaklasik korunan
bityiikliiklerin bulunabildigi gosterilmistir [3]. Normal form agilimlarinin belirli bir mertebeye
kadar sistemi yeterince tasvir edebilecegi artik k-bagimlilik kavramu olarak pragmatik bir
yaklagim olarak gortilmektedir. [6].

3. PROTT Q SISTEMI

Sprott Q sistemi su denklemlerle verilir: Cekicisi sistemle birlikte gosterilmistir

d

e R G.1)
dt

Dy, (3.2)
dt -

dx ,

=~ =3n 4] +0.5x, (3.3)
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Sprott Q sisteminin standart kdsegenlestirilmis sekli su denklemlerle verihir:

% = 0.155917203954irz — 0.155917203954irZ — 0.0295368620038:z"
at

+1.74284250579iz + 0.0295368620038iz” — 0.5737753105497* (3.4)
+0.217391304348rz +0.2173913043487z — 0.00999903807963z"
-0.0623668815814zz +0.25z —0.00999903807963z°

f:; =0.0590737240076irz —0.0590737240076irz — 0.0111908909974:2°

f

+0.0111908909974iz* —0.2173913043487° + 0.0823649577407rz (3.5)
+0.0823649577407rz — r —0.00378842360483z" — 0.0236294896032Z

Bu sistemin 21 mertebe normal form acilim su sekildedir:

% = —0.0000000069519906628 1iz"u *w* +0.000000226743237833iu "1 *w’
t

—0.00000898599024676i1° 1 *w” + 0.000576451865303iu i ° w

+1.74284250579%u — 0.00000001331547036561 " *w* (3.6)
+0.000000414334286634u " °w’ —0.0000154627282699° 1 * w*
+0.000892924730024 1 > w+ 0.25u

f;ﬂ = 0.0000000506060029783u°7 *w° —0.000001493265949961 77 *w* 57
t .

+0.0000519977279321u*uw*w’ — 0.00267877419007u %7 *w? — w

Normal form ag¢ihmima u = pe 'Y doniisiimiinii uygulaymca su sonucu buluruz:

£ =-0.0000000133154703656 0" w* + 0.000000414334286634p" w’

, . (3.8)
—0.0000154627282699 p°w* +0.00089292473002424 0w+ 0.25p
@ = 0.00000000695199066281p'°w* —0.000000226743237833 p"*w’ (3.9)
+0.00000898599024676 p*w? —0.000576451865303 p" w —1.74284250579 '
W = 0.0000000506060029783 p"*w’® —0.00000149326594996 0" w* (3.10)

+0.0000519977279321p°w* — 0.00267877419007 p*w* —w

Asagidaki sekilde baslangic noktasi p, =107,¢0, =107",w, =107 olmak iizere

normal form denkleminin rezonansa giren 6, 11, 16, 21. mertebeler i¢in sayisal ¢oziimleri ile
ayn1 baslangic noktasina karsilik gelen Sprott denklemlerinin ¢6ztimii karsilastirilmstir.
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1k rezonans davranisinin gozlendigi altinci mertebe normal form ¢éziimiiniin wraksamaya
basladig1 nokta dolayindaki davranisin biiytitiilmiis sekli asagidadir.
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Yirmibirinci mertebe normal form ¢oziimiiniin raksamaya bagladigi nokta dolaymdaki

davranisin biytitiilmiis sekli asagidadir.
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Goruldiigh gibi, mertebe arttikca normal formun gercek ¢oziimii izledigi zaman aralif

artmakta, ancak bu artma ilk rezonansin oldugu altinci mertebeden sonra beklendigi 6lctde
degildir.

4. SPROTT F VE H SISTEMLERI

Sprott F sistemi su denklemlerle verilir:

@ +x, (4.1)
dt )
dx
2 =—x, +0.5x, 4.2
” ! p 4.2)
d 5
e R 43)
dt

Sprott Q sisteminde uygulananlarla aym islemler yapilinca su sonug bulunur:
p =-1687.81442023p"" w* —86.6172031936p" w’ (@.4)
—5.34829808898p° w* —0.515898748371p w+0.25p '

¢ =—-795.186235293p' w" —38.9400262058p"* w’

) (4.5)
~2.2198465555p°w* —0.176734525397 p*w - 0.968245836552

W= 621520912547 "W’ +305.565695119p'2 w* wo)
+17.8056492347 p*w’ +1.54769624511p*w” —w '
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Asagidaki sekilde baslangic noktast p, = 10°° , Py = 107, w, = 107* olmak  iizere

normal form denkleminin rezonansa giren 6, 11, 16, 21. mertebeler icin sayisal ¢ozimleri ile
ayni baslangi¢ noktasina karsilik gelen Sprott sisteminin ¢6ziimii karsilastiriimustir.
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Sprott H sistemi ise su denklemlerle verilir:

dx,

2
=—x, +X]
Cl’t 2 3
dx
2 = x, +0.5x,
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(4.8)

4.9

Sprott Q sisteminde uygulananlarla ayni islemler yapilinca su sonuc¢ bulunur:

P =-3589.23388444 " w* + 401.005570341p"w’
—14.8563835805p°w? +0.859831247285 0w +0.25p

@ = 792.20844668p'° w* +180.277899101 "’
— 6.16624043194p° w> +0.294557542328 p* w — 0.968245836552

(4.10)

(4.11)
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Ww=75839.1745963u 1w’ —1414.655995921 % °w*

4.12)
+49.460136763u ' w* —2.57949374186u°u*w* —w

Asagidaki sekilde baslangic noktast p, = 107%, @, =10", w, = 107 olmak tizere
normal form denkleminin rezonansa giren 6, 11, 16, 21. mertebeler i¢in sayisal ¢éziimleri ile
ayni basglangi¢ noktasina karsilik gelen Sprott sisteminin ¢6ziimii karsilastiriimistir.
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Gortildugii gibi, her Gi¢ Sprott sistemi benzer davranisa sahip olup normal formun sistermi
temsil edis siiresi olan 80 zaman birimi, Liapunov ustelinden beklenen deger olan 6 1la 7
zaman birimine gore yiiksek, ancak daha Once incelemis oldugumuz Sprott C ve E
sistemlerinde gozlenen 1000 zaman birimine gore oldukea diisiiktiir. Bu duruma, séz konusu
bu son ii¢ sistemin lineer kismmm ilk ikisinden (C ve E) farkli olarak sirf sanal
6zdegerlerinin olmamasi yol acabilir.

5. YAKLASIK KORUNAN BUYUKLUGUN ONEMI:

Niimerik hesaplar sonucunda Sprott sistemlerinin tlimiinde bir sifir Liapunov stelinin
varhigr gozlemlenmistir. Eger bir degisken veya degiskenler grubu polinomla simirtanmis bir
davranisa sahipse birbirine yakin yoriingelerin iistel olarak yaklagmast ya da uzaklagmasi s6z
konusu olamaz. Bu nedenle bdyvle bir davranis, s6z konusu sistemde yaklasik olarak sifir
Liapunov iistelinin varhgma isaret edebilir. Elimizdeki normal form denklemlerinin en

diisiik mertebede p = ap, @ = —b (a ve b sabit) oldugunu hatirlarsak In p + —Z(p = sabit.

seklinde yaklasik korunun bir bliyiikliige ulasiriz. Sprott Q sistemi i¢in bu blyukligin
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davranist sekilde gosterilmistir. Sprott F ve H sistemleri icin de benzer bir davramis séz

konusudur. Normal formun gergek ¢cézime uydugu siirede yaklasik korunan biyiikligiin de
korundugu goriilmektedir.
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6. SONUC:

Daha o6nce kritik altt Hopf dallanmasi gosteren Sprott C ve E sistemlerinde normal form
sistemlerinin oldukca uzun zamanlar i¢in c¢ekiciyi izleyerek kaotik davramisa gecisini
yaklasitk olarak temsil edebildigi anlasilmisti. Bu kez farkh bir lineerlestirilmis 6zdeger
spektrumu gosteren ve farkli bir normal form yapisina sahip olan Sprott Q, F ve H sistemleri
icin rezonant yapmin ¢ok daha yiiksek mertebeden normal form acilimn gerektirmesine
ragmen karsilastirilabilir bir durumun gecerli oldugu anlagilmstir. Entegre edilemeyen bu ti¢
dinamik sistemde yaklasik korunan biiyiiklikler, zamana bagli fonksiyonun belli bir zaman
dilimi i¢in hesaplanmasi yolu ile bulunmustur.

KAYNAKLAR:

[1]1 Verhulst, F., Nonlinear Differential Equations and Dynamical Systems, Springer- Verlag, Berlin, 1996.

{21 Sprott, J.C., “Some Simple Chaotic Flows”, Physical Review E, Vol. 50, pp. R647- R650, 1994.

[3] Perdahci, N.Z. and A. Hacmhyan, “Normal forms and nonlocal chaotic behavior in Sprott systems”,
International Journal of Engineering Science, Vol. 41, pp. 1085-1108, 2002.

[4] Wiggins, S., Introduction to Applied Nonlinear Dynamical Systems and Chaos, Springer-Verlag, New York,
1990.

[5] Cicogna, G,.J. Phys. A: Math. Gen. Vol. 28, L179 (1995).

f6] Murdock, J. “Normal Forms and Unfoldings for Local Dynamical Systems” Springer Verlag, New York
(2003).



